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ANIMATIONS GEOGEBRA 


Nombre de solutions d'un système d'équations linéaires (p.135 et 136) 


CHAPITRE 5 


Représentation d'un vecteur géométrique dans le plan (p. 206) 

Addition de deux vecteurs géométriques du plan (p. 208) 

Relation de Chasles (p. 212) 

Multiplication d'un vecteur par un scalaire (p. 214) 

Combinaison linéaire de deux vecteurs géométriques (p. 216) 

Produit scalaire de deux vecteurs géométriques du plan (p. 219) 

Tracé d'un vecteur algébrique dans le plan cartésien (p.227) 

Opérations sur les vecteurs algébriques du plan (p. 229) 

Combinaison linéaire, indépendance linéaire, système générateur et base dans R? (p. 236) 
Produit scalaire de deux vecteurs algébriques du plan et angle entre deux vecteurs (p. 243) 
Projection orthogonale d'un vecteur du plan sur un autre vecteur (p. 243) 


CHAPITRE 6 


Position relative de deux droites du plan (p. 277) 

Distance d'un point à une droite du plan (p. 282) 

Point d'une droite le plus proche d'un point extérieur à cette droite (p. 283) 
Distance entre deux droites parallèles (p. 285) 


CHAPITRE 7 


Tracé d'un vecteur algébrique dans l'espace (p. 310) 

Opérations sur les vecteurs algébriques de l'espace (p. 313) 

Combinaison linéaire, indépendance linéaire, système générateur et base dans IR (p. 315) 
Direction du produit vectoriel (règle de la main droite) (p. 329) 

Norme du produit vectoriel (p. 332) 

Interprétation graphique du produit mixte (p. 337) 


CHAPITRE 8 


Position relative de deux droites de l'espace (p. 359) 
Distance d'un point à une droite dans l'espace (p. 363) 
Distance d'un point à un plan (p. 374) 

Position relative d'une droite et d'un plan (p. 376 et 377) 
Distance entre deux droites gauches (p. 379) 

Intersection de deux ou plusieurs plans (p. 381, 382 et 385) 


CHAPITRE 9 


Domaine réalisable et courbes de niveau (p. 408) 
Rudiments de la méthode du simplexe (p. 414) 


CONTEXTES ET APPLICATIONS EN SCIENCES HUMAINES 


Administration, gestion, économie et transport : 


Données financières des banques canadiennes: p. 6, exemple 1.1 et 
question éclair 1.1 
Inventaire: p. 7, exemple 1.2; p. 71, n% 30 et 31 
Transport: p. 23, n°1; p. 73, n°% 37 et 39; p. 186, n° 40; 
p. 431, exemple 9.14; p. 438, n° 29 et 30; p. 439, n° 31; 
p. 439, n° 4; p.440,n° 6 
Politique de rémunération: p. 24, n° 3; p.186, n° 46; p.291,nS8 et 11; 
p. 293, n° 23 
Analyse input-output: p. 24, n° 5; p.170, question éclair 4.7; 
p. 171, exemple 4.33 et question éclair 4.8; p.172, exemple 4.34; 
p. 174, exercice 4.12; p. 176, question éclair 4.9 et exemple 4.35; 
p. 177, exercice 4.13; p. 191, n°$ 76 à 88; p. 196, n° 12; p. 396, n° 10; 
p. 440, n° 10 
Échanges commerciaux: p. 26, n° 23; p.73, n° 38 
Concurrence sur un marché de biens et de services: p. 27, n° 27; 
p. 76, n° 59; p.189, n° 70 
Contrôle de la sécurité: p. 27, n° 28 
Écoute de la radio: p. 28: n° 29 
Actifs financiers: p. 34, exemple 2.1; p.38, exemple 2.4; 
p. 43, exemple 2.7; p. 70, n° 26 et 27; p.164, exercice 4.9.3; 
p. 186, n°$ 41 à 45 et 48; p.187, n° 5tet 54; p.195, n°1; 
p. 257, n° 79; p. 290, n° 3; p. 342, n° 26 
Prix et quantités: p. 67, n° 3; p.186, n° 47; p.195, n°7; p. 290, n° 4; 
p.395,n05 
Taux de change: p. 69, n° 21 
Vente et commission: p. 69, n° 24; p. 291, n° 8 
Coûts, revenus, profits : p. 70, n°% 25 et 28; p. 71, n° 32; 
p. 291, n°%$ 12 et 13; p. 292, n%17 à 21; p. 293, n° 24; p. 439, n°3 
Approvisionnement: p.70, n° 29 
Production de biens: p. 72, n° 34; p.185, n° 36; p. 437, n°10; 
p. 438, n° 23 
Location d'un bien: p. 75, n° 56; p. 291, n° 10; p. 293, n°22 
Réclamations à la suite d'un accident: p. 76, n° 58; p.189, n° 69 
Entretien de voitures de location: p. 78, n° 5 
Équilibre de l'offre et de la demande: p.132, exemple 4.3; 
p.185, n° 35; p. 294, nS 25 à 28 
Alimentation: p.161, exemple 4.26; p.162, exercice 4.8; 
p.187, n% 52 et 53; p.188, n° 57; p. 404, exercice 9.1; 
p. 406, exemple 9.3; p. 407, exercice 9.2; p. 411, exemple 9.6; 
p. 436, n%S2et 5; p.437, nS 9,12 et 15; p. 438, n%19 et 25; 
p. 440, n° 9 
Exploitation agricole: p.163, exercices 4.9.1 et 4.9.2; p.184, n° 29; 
p:195; n°9; 
Population d'un chenil: p.186, n° 38 
Construction: p.186, n° 39 
Gestion d'un club de golf: p.186, n° 49; p.187, n° 50 
Modèle économique du PIB: p.187, n°5 55 et 56 
Localisation idéale d'un centre de distribution de biens: p. 256, n° 68 


Chiffre d'affaires: p. 267, exemple 6.3 

Dividende: p. 267, exercice 6.2 

Valeur d'un placement: p. 290, n° 3 

Remboursement de frais de déplacement: p. 291, n° 9 
Dépréciation: p. 292, n°$ 14 et 15 

Taxe d'hébergement: p. 292, n° 16 

Marché de fruits et de légumes: p. 342, n° 25 


Assemblage de calculatrices: p. 343, n° 35; p. 403, exemple 9.1; 
p. 407, exemple 9.4; p. 425, exercice 4.12 


Immobilier: p.395, n° 4 

Comportement d'achat: p.395, n° 9 

Produits de l'érable: p. 409, exemple 9.5; p. 412, exemple 9.7 

Production de friandises au chocolat: p. 417, exemple 9.11 

Gestion de la production d'une entreprise vinicole: p. 436, n°1; 
p.437, n°11; p. 438, n° 20 

Fertilisation d'un potager: p. 436, n° 3; p. 437, n° 13; p. 438, n° 26 

Raffinage d'essence: p. 436, n° 4; p. 437, n° 14 

Production de tire: p. 436, n° 6; p. 437, n° 16; p. 438, n° 22 

Exploitation minière: p. 436, n° 7; p. 437, n° 17; p. 438, n° 27 


Psychologie, sociologie, géographie, {ZA 
enseignement, éducation physique, 
démographie, etc. 


Migration interprovinciale: p. 7, exemple 1.3; p. 26, n° 22 

Résultats scolaires: p. 8, question éclair 1.2.1; p. 26, n° 24; p. 69, n° 23; 
p.346, n° 48 

Distances entre des villes: p.16, exemple 1.16 

Datation d'artefacts: p. 23, n° 2; p. 74, n° 50 

Port d'une ceinture de sécurité: p. 24, n° 4 


Déplacement dans un labyrinthe: p. 27, n° 26; p. 76, n° 61; 
p.190, n°%$ 71et 72 


Jeu d'échecs: p. 27, n° 30 


Mobilité intergénérationnelle: p. 58, exemple 2.16; p. 60, exemple 2.17; 
p.167, exemple 4.32 


Changements d'humeur: p. 61, exercice 2.11.2; p.169, exercice 4.11 
Tourisme: p. 69, n° 21 

Compétition sportive: p. 69, n° 22; p.185, n° 37 

Élections: p. 72, n° 35 

Mobilité géographique: p. 76, n° 60 

Stratégies publicitaires: p.78, n° 2 

Simulation en sélection de personnel: p. 78, n° 3 

Réseau social: p.78, n° 4 

Détermination de l'âge: p.184, n° 28 

Sollicitation de dons: p. 437, n° 8; p. 438, n° 18 


CONTEXTES ET APPLICATIONS EN SCIENCES DE LA NATURE 


Physique, ingénierie, arpentage, etc. Go 


Cryptographie: p.124, n° 46 
Diffusion de la chaleur: p.132, exemple 4.2; p.188, n° 60 
Lois de Kirchhoff: p.133, exemple 4.4; p. 180, n° 3 
Approvisionnement en eau: p.162, exemple 4.27; p.189, n%S 64 à 66 
Détermination d'une charge: p.184, n° 29 
Déplacement d'un objet mobile: p.188, n% 61 et 62; p. 296, n° 40; 
p.300, n°3 
Équilibre statique: p.189, n° 67 
Vitesse: p.188, n° 61; p. 202, exemple 5.1; p. 249, n°3; 
p.296, n° 40; p. 300, n° 3 
Équilibre de forces: p. 202, exemple 5.2: p. 211, exercice 5.2; 
p.235, exercice 5.7.2; p. 253, n%S 54 à 61; p.300, n° 2; 
p.344, n°$ 39 à 44 
Parcours d'une balle de golf: p. 253, n° 52 
Arpentage: p. 253, n° 53; p. 297, n° 56; p. 347, n° 60 
Bras robotisé: p.255, n° 62 
Analyse biomécanique d'un avant-bras: p. 255, n° 63 
Glissement et friction: p.255, n° 64 
Travail: p. 256, n° 66 
Centre de masse et barycentre: p. 256, n° 67; p. 344, n°38 
Température et altitude: p. 291, n° 7 
Déclivité d'une route: p. 294, n° 31 
Moment de force: p. 333, exemple 7.19 et exercices 7.13; p. 347, n° 62 
Loi de réflexion: p. 343, n° 32 
Exploitation minière: p. 436, n° 7; p. 437, n°17; p. 438, n° 27 


Chimie Pa 

Équilibre chimique: p. 133, exemple 4.5; p.163, exemple 4.28: 
p.164, exercice 4.9.4; p. 189, n° 68 

Mélange de solutions: p.188, n°% 58 et 59 

Modèle moléculaire: p.343, n° 33; p. 396, n° 16 

Fertilisation d'un potager: p. 436, n° 3; p. 437, n° 13; p. 438, n° 26 

Raffinage d'essence: p. 436, n° 4; p. 437, n° 14 


Biologie, écologie, nutrition, etc. & 


Compétition entre des espèces animales: p. 26, n° 25 


Déplacement dans un labyrinthe: p. 27, n° 26: p. 76, n° 61; 
p.190, n° 71 et 72 


Propagation d'un virus ou d'une maladie: p. 47, exemple 2.9; 
p. 49, question éclair 2.5 


Prédation: p. 68, n° 20; p. 72, n° 36; p.195, n° 10 

Alimentation: p. 72, n° 33; p. 76, n° 57; p.132, exemple 4.1; 
p.188, n% 57 et 58; p.190, n° 73; p. 404 exercice 9.1; 
p. 406, exemple 9.3; p. 407, exercice 9.2; p. 436,nS2et5; 
p. 437, n°%$ 9,12 et 15; p. 438, n%19 et 25; p. 440,n° 9 

Démographie animale (matrice de Leslie): p. 73, n° 40 

Reproduction végétale: p.75, n° 55 

Population bactérienne: p.125, n° 53 

Conditionnement physique: p.188, n° 63 

Indice de masse corporelle: p.190, n° 74 

Génétique animale: p. 191, n° 75 

Animaux de basse-cour: p.195, n°9 

Analyse biomécanique d'un avant-bras: p. 202, exemple 
5,3; p.255, n° 63 

Axe électrique du cœur: p. 255, n° 65 

Dosage pédiatrique: p. 290, n° 5 

Durée de sommeil: p. 290, n° 6 

Pollution: p. 294, n° 29 


GUIDE VISUEL 


À l'instar de Stendhal, beaucoup de gens considèrent que les mathématiques sont «la patrie 
du bâillement et du raisonnement triste ». À l'encontre de cette opinion très répandue, 
Introduction à l'algèbre linéaire et à ses applications comporte des caractéristiques qui 
facilitent l'étude de l'algèbre linéaire et la rendent plus agréable. 


VECTEURS DE R* ET DE KR” 


Le mathématicien prépare d'avance 
des moules que le physicien viendra 
plus tard remplir. 


Hippolyte Taine 


Au chapitre 5, nous avons traité des vecteurs du plan et nous en 
avons examiné quelques applications. Au chapitre 6, nous avons 
suivi une approche vectorielle pour aborder l'étude d'une appli- 
cation particulière des vecteurs du plan, soit la droite du plan. 


Les connaissances que nous avons acquises ne sont cependant 
pas suffisantes. En effet, pour résoudre certains problèmes, nous 
devons nous situer dans un espace à trois dimensions. Il faut donc 
étendre le concept des vecteurs de R? afin de pouvoir traiter 
les problèmes de ce type. 


Dans le présent chapitre, nous nous pencherons donc sur les 
vecteurs de R3 et, de manière plus générale encore, sur les 
vecteurs de IR’. Notre approche sera similaire à celle employée 
au chapitre 5: nous définirons ces vecteurs, nous établirons un 
parallèle avec les matrices lignes, nous effectuerons des opéra- 
tions et nous recourrons de nouveau aux concepts de combi- 
naison linéaire, d'indépendance linéaire et de base. Dans le cas 
particulier des vecteurs de IR3, nous examinerons également 
leurs caractéristiques géométriques ainsi que des opérations 
qui leur sont propres. 


Chaque chapitre comporte un sommaire 
et une liste d'objectifs d'apprentissage 
mis en relation avec les sections 
correspondantes du chapitre. 


—_———: 


OBJECTIFS 


Modéliser des problèmes en recou- 
rant aux vecteurs (5.1). 


Différencier vecteur et scalaire (5.1). 


Caractériser un vecteur du plan à 
l'aide de sa norme et de sa direction 
(5.2 et 5.5). 


Déterminer si des vecteurs du plan 
sont égaux, parallèles (5.2 et 5.5), 
opposés, orthogonaux où perpen- 
diculaires (5.3 et 5.5). 


Simplifier, à l'aide de la relation de 
Chasles, des expressions contenant 
des vecteurs (5.3). 


Les chapitres commencent par une 
introduction qui établit un lien avec 
les chapitres précédents. 


Définir et effectuer les opérations 
usuelles (addition, produit par un 
scalaire, produit scalaire) sur des 
vecteurs géométriques (5.3) ou 
algébriques du plan (5.5). 


Démontrer les propriétés des opé- 
rations de base sur des vecteurs du 
plan (5.3 et 5,5). 


Exprimer un vecteur du plan comme 
une combinaison linéaire de plusieurs 
vecteurs (5.3 et 5.5). 


Déterminer si des vecteurs du plan 
sont linéairement dépendants ou 
indépendants (5.3 et 5.5). 


MRSOMMAIRE) 


Un portrait de René Descartes 


(p.203) 


(p.208) 


Résumé (p.245) 

Mots clés (p.248) 

Réseau de concepts (p.248) 
Exercices récapitulatifs (p. 249) 


5.1 Importance du concept de vecteur (p. 202) 
5.2 Terminologie de base des vecteurs géométriques 


5.4 Preuves vectorielles en géométrie (p.221) 
5.5 Vecteurs algébriques du plan (p.225) 


(p.206) 


e Relation de Chasles (p. 212) 
5.3 Opérations sur les vecteurs géométriques du plan vus . 
e Multiplication d'un vecteur par un scalaire (p.214) 


e Produit scalaire de deux vecteurs géométriques du plan 


(p.219) 


e Tracé d'un vecteur algébrique dans le plan cartésien (p.227 


+ Opérations sur les vecteurs algébriques du plan (p. 229) 


ANIMATIONS GEOGEBRA 


e Représentation d'un vecteur géométrique dans le plan 


+ Addition de deux vecteurs géométriques du plan (p. 208) 


e Combinaison linéaire de deux vecteurs géométriques (p. 214 


Déterminer si des vecteurs du plan 
forment une base de R2(5.3 et 5.5). 


Démontrer des énoncés de géométrie 
en recourant aux vecteurs (5.4). 


Donner les composantes d'un vecteur 
du plan (5.5). 


Calculer l'angle entre deux vecteurs 
du plan (5.5). 


Déterminer la projection orthogonale 
d'un vecteur du plan sur un autre 
vecteur (5.5). 


+ Combinaison linéaire, indépendance linéaire, système 
générateur et base dans IR? (p. 236) 


+ Produit scalaire de deux vecteurs algébriques du plan et 
angle entre deux vecteurs (p. 243) 


+ Projection orthogonale d'un vecteur du plan sur un autre 
vecteur (p.243) 


Les exemples illustrant un concept sont généralement suivis : 
de questions éclair et d'exercices qui permettent à l’étudiante ; EEMELER21 
ou à l'étudiant de vérifier son degré de compréhension 1 

et d'établir un lien durable entre une nouvelle notion et ; 

ses connaissances antérieures. Comme les réponses ne sont 
pas fournies dans le manuel, ces questions et ces exercices 
peuvent être utilisés en classe pour donner aux étudiants 


l’occasion d’appliquer ce qu’ils ont appris. 


matrice échelonnée. 


EXEMPLE 2.18 


Le système d’équations 
2x +37 = 13 


3x +4y = —6 


s'écrit sous la forme matricielle AX = B: 


Pour évaluer le rang de la matrice 


on effectue des opérations élémentaires de ligne de manière à réduire À à une 


Comme la matrice échelonnée équivalente à la matrice À compte deux lignes non 
nulles (ou deux pivots), le rang de A est 2. 


Déterminez le rang de chacune des matrices. 


A X= B 
[2 : x =[#] 
3 4f»] 1 
En effet, 
2x +3 2x+3y = 13 
AX=B © si =[#] ‘ 
3x +47y —6 3x +47 = —6 123 
DE 4 | = 
3 6 9 


A 


1 2 3 
=|2 1 1 


1 —1 —2 


| 


1 2 3 [1 2 3 
2 1 1] - [0 -3 -5| 1, > L,-2L 
1 1 lo 3-5] &si-x 
[1 2 3 
- [o -3 = 
Lo o ol 1,1,-2, 
Fl' 23 
= [0 1 SI L —-WL1, 
0 0 0 


SES à 12 5 03 

021 8 ER D 1 1 

c=l00-1 21|D-| | 

0 4 2 16 1 4 
no = 00 3 50 
00 0 01 


Soit le système d’équations linéaires 


D = 25 
M EU 
ÿ + 27 = 50 


Quelles sont la matrice À des coefficients et la matrice B des constantes ? 


Matrice opposée 


La matrice opposée d’une matrice 
A={a;],,, est la matrice 
ben 


On note la matrice (-1) A par —A et on appelle — À la matrice opposée de À. Les 
matrices opposées possèdent une propriété intéressante: si À =[a;], alors 
x 


—A =T[-4; L ded. on Files # 
= Gi ent a somme de deux 


matrices opposées est la matrice nulle 
de format m x n, c'est-à-dire que 
A+(-A)= A A = Open. 


A+(-A)=A-A 
=0 


1 Les définitions des termes clés (en gras 

1 dans le texte) sont bien mises en évidence 
1 dans les marges et sont reprises dans un 

1 glossaire à la fin du livre. 


LOSSAIRE 


Addition de deux matrices (p.35) 

Laddition de deux matrices de même format, À = [a] , 
xn 

et B = [by be est une opération matricielle dont le résultat 


(la somme) est la matrice À + B = [aÿ + br 


Angle dièdre (p.385) 
L'angle dièdre entre deux plans 7; et 7, est le plus petit 


angle 8 déterminé par des vecteurs ñ; etn; respectivement 
— ml 
normaux à Æ, et à Æ,: 0 = arccos—"—. 
(ill 


Base canonique de R? (p. 309) 
La base canonique de R est la base de l’espace euclidien 
de dimension trois formée des vecteurs 7, j et K issus de 
l'origine et ayant respectivement comme extrémité les 
points (1, 0, 0), (0, 1, O) et (0, O, 1). 


Base canonique de R’ (p. 325) 


Ensemble de n vecteurs, notés &j, 7, .…., €, à n composantes 
réelles toutes nulles, à l'exception de la ième composante de 
e; qui vaut 1 pour i =1,2,...,n. 


THÉORÈME 4.5 


Si AX = B est un système d’équations linéaires (m équations à # inconnues) 
dont la matrice des coefficients À est une matrice de format m X net de rang p, 
et si [AÏB] la matrice augmentée du système, est de rang q, alors ce système: 


Les théorèmes sont 
numérotés et 


| + n’admet aucune solution lorsque p < q; 
faciles à repérer. 


+ admet une infinité de solutions lorsque p=qetp<n; 
+ admet une solution unique lorsque p = q=n. 


De plus, lorsque le système admet une infinité de solutions, la solution géné- 
rale comporte n — q inconnues libres. 


Des graphiques en couleurs et de nombreuses illustrations 
enrichissent l'exposé et le rendent plus dynamique et 
visuellement plus attirant. 


M 39. Comme l'indique le schéma, un cäble ancré au sol en B exerce 
So sur l'extrémité A d’un mât (OA) une force de 100 N. 
forces indiquées dans le schéma. 


z4 


x 


a) Quelles sont les coordonnées du point À ? 


b) Quelles sont les coordonnées du point B? 


c) Quelles sont les composantes du vecteur AB? 
d) Quelle est la norme du vecteur AB? 


e) Étant donné que toute force F sécrit sous la forme 


2 40. Une plaque métallique est suspendue à l'extrémité d’une grue 
à l’aide de trois câbles d’acier qui exercent sur la plaque les 


Go dique le schéma. 


M 41. Un mât est maintenu en place par deux tiges, comme l’in- 


FE =||É|&, où ä est un vecteur unitaire donnant la direc- a) Quelles sont les coordonnées du point A? 
tion de la force, quelles sont les composantes du vecteur F ? b) Quelles sont les coordonnées du point B? 
f) Quelle est la projection orthogonale du vecteur É sur c) Quelles sont les coordonnées du point C? 
le mât? d) Quelles sont les composantes du vecteur AB? 
g) Quelle est la projection orthogonale du vecteur F sur e) Quelle est la norme du vecteur AB? 
2 — 
Jesol f) Quelles sont les composantes du vecteur AC ? 
g) Quelle est la norme du vecteur AC? 
h) Étant donné que toute force À sécrit sous la forme 
É= lÉlle, où 4 est un vecteur unitaire donnant la di- 
rection de la force, quelles sont les composantes du 
; " ; ; 4 : teur F? 
Les exercices récapitulatifs que les étudiants a 
: ; 2 " i) Quelle est la mesure de l'angle 8 déterminé par la tige AB 
peuvent faire après chaque section sont clairement et lé mate 
signalés aux endroits OPP ortuns. j) Quelle est la mesure de l'angle @ déterminé par la tige AC 


a tnt 


Calculez le déterminant de la matrice. 


—2 0 0 GNDENC 
ASUS ANT) b) B=|0 de 
Vous pouvez maintenant faire CAS ONDS 


les exercices récapitulatifs 12 à 17. 


et le mât? 


| RÉSUMÉ 


La théorie des matrices fut élaborée au milieu du xix* siècle 
par deux mathématiciens anglais, Cayley et Sylvester. Les 
matrices permettent de présenter de l'information numé- 
rique de manière concise sous forme de tableau. L'inter- 
prétation des différents éléments d’une matrice dépend 


d’une seule colonne. On trouve un triangle de nombres dans 
une matrice triangulaire supérieure ou inférieure. Tous 
les éléments d’une matrice symétrique sont disposés de 
manière symétrique par rapport à la diagonale principale. 
Dans le présent chapitre, on a également défini les concepts 


essentiellement del = 
ne MOTS clés 
On dit d'une mat 


La partie théorique de chaque 
chapitre se termine par un 
résumé, une liste des mots clés 
et un réseau de concepts. 


compte mn éléme| Contre-exemple, p. 19 
On note généralen| 


matrices sont égal Égalité de deu 


ment identiques : il Élément d'ürid e 
leurs éléments cor] : RÉSEAU de concepts 
Format d’une 


Matrice diagonale, p. 15 
Matrice échelonnée, p. 17 


Diagonale principale, p. 12 


Matrice, p. 9 


Trace 


C=fc] 


Format ou ordre 


Matrice antisy 
Matrice carré{ A=fa;],,,:formatm xn 


B=[b;] 


her 
: format q xr 


Matrice colon] le 


C= fc], ordren 


Tr(O) = Der 


Matrice triangulaire inférieure, p. 15 


Matrice triangulaire supérieure, 


Égalité 


A=[a],.,tB= [6] 


x ler 


aÿ = b;; pour tout i et tout j 
Ar E 5 P j 


m=qetn=r 


.15 


Types 
Matrice ligne 


Matrice colonne 

Matrice carrée 

Matrice nulle (O,,,, ) 

Matrice triangulaire supérieure 
Matrice triangulaire inférieure 
Matrice diagonale 

Matrice scalaire 

Matrice identité d'ordre n(1,) 
Matrice symétrique 

Matrice antisymétrique: 
Matrice échelonnée 

Matrice échelonnée réduite 
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UN PORTRAIT DE 
René Descartes 


Cogito, ergo sum («Je pense, donc je suis»). Cette phrase célèbre 
est tirée du fameux Discours de la méthode pour bien conduire 
sa raison, et chercher la vérité dans les sciences (1637) de René 
Descartes. Né en France en 1596 dans une famille noble, et mort 
à Stockholm en 1650, Descartes est considéré à juste titre comme 
l'un des fondateurs de la philosophie moderne et l'inventeur de 


la géométrie analytique. 


Les rubriques historiques ajoutent 
une dimension culturelle importante 
au contenu théorique. 


La santé 
(4 
à l'école UN PEU D'HISTOIRE 
fait que || 
teurluip| Wassily Wassilyevich Leontief est né le 5 août 1905 à Munich en système de 42 équations à 42 inconnues de façon à pouvoir le 
Descartd Allemagne. Ses parents étaient originaires de Russie. C'est dans traiter avec l'ordinateur Mark Il de l'université Harvard. I fallut 
les long] © dernier pays qu'il entreprit des études universitaires à l'univer-  S6heures à l'ordinateur pour résoudre ce système”. || s'agit là d'une 
sité de Leningrad à l'âge de 15 ans. Il y compléta l'équivalent d'une des premières utilisations de l'informatique pour résoudre un pro- 
rester en nee F ES Ë Fate Fr * # 
de réfl maîtrise à l'âge précoce de 19 ans. En raison de son opposition  blème de modélisation mathématique. En 1973, Leontief reçu le 
eTéleXl £érouche au communisme et parce qu'on le croyait atteint d'une Prix dela Banque de Suède en sciences économiques, en l'honneur 
Après del maladie mortelle, on l'autorisa à quitter la Russie en 1925. | pour- d'Alfred Nobel (appelé indûment Nobel d'économie, comme le rap- 
Descartd suivit ses études à l'université de Berlin où il obtint un doctoraten pelle Yves Gingras, professeur d'histoire et de sociologie des 
| 1928 avec une thèse portant sur les flux circulaires en économie. sciences de l'UQAM"), pour ses contributions au développement 
les armé > & ñ : & a é Re x 
Après ses études doctorales, Leontief occupa plusieurs emplois de de la planification économique des sociétés industrielles. I mourut 
en EUroP| consultant pour différentes agences de recherche et gouverne- à New York (oüil avait terminé sa carrière de professeur) le 5 février 
René Descartes fiques. Si mentales avant d'obtenir un poste de chercheur et de professeur 1999, à l'âge vénérable de 93 ans. 
lui offrit un poste de lieutenant général| à l'université Harvard où il développa l'analyse input-output. TES Des MOTS et des SYMBOLES 
ili é istics, il divisa l'éco- 2012, p.1. 
Utilisant les données du Bureau of Labor Statistics, il divisa éco, PE ol Le mot somme a été introduit dans l'usage par N. Chuquet (1445-1500) en 1484 (Triparty 
nomie états-unienne en 500 secteurs d'activité, chacun d'entre Ë ; à à à ë 
» TUE à AN Fes wwwledevoir.com] en la science des nombres). Ce mot vient du latin summus, qui se traduit par «qui est au 
eux étant modélisé par une équation linéaire. Il réduisit le tout à un nobel. - ee ë 5 
point le plus haut». À l'époque, les Romains calculaient de bas en haut, de sorte que le 


résultat d'une addition, la somme, se trouvait sur la ligne supérieure (le sommet) d'une 
colonne de chiffres. 


L'emploi de la majuscule grecque Z pour désigner une somme est attribuée à Leonhard 
Euler (1707-1783). Dans Institutiones calculi differentialis (1755), il écrivit: «Summam indica- 
bimus signo Z», ce qui se traduit par: «Nous indiquons une somme par le symbole Z. » 


EXERCICES récapitulatifs 


2125. Le prix d'équilibre, noté p, et la quantité d’équilibre, notée g, 
correspondent aux coordonnées du point d’intersection des 
courbes d'offre et de demande. On place la variable quan- 
tité g en abscisse et la variable prix p en ordonnée. La fonc- 
tion d’offre, notée p = O(q), exprime le prix en fonction de la 
quantité, tout comme la fonction de demande, notée p = D(q). 
La figure qui suit représente une courbe d'offre, une courbe de 
demande, p, q, ainsi que le surplus S> des producteurs (aire 
de la surface en vert) et le surplus des consommateurs Sc 
(aire de la surface en jaune). 


Icônes représentant 
les applications et les 
démonstrations 


2155. Trois forces dont les normes sont respectivement | El =100N, 

op A | = 250N et||E|| = 200 N agissent sur un œillet fixé à une 
poutre. Déterminez les composantes, la norme et la direction 
de la force résultante FE. 


4 Sciences de la vie 


\ 


Physique et ingénierie 


Chimie 


Administration et 
économie 


RA\ Sciences humaines 


q 


Les courbes d'offre et de demande dans un certain marché 
sont respectivement O(q) = 20 +6get D(q) = 120 — 4q. 


a) Déterminez le prix et la quantité d'équilibre. Utilisez les 
symboles appropriés dans votre réponse. 


Les exercices récapitulatifs à la fin de chaque 
chapitre sont nombreux, variés et gradués selon 
leur degré de difficulté : un triangle vert (A) 
indique un exercice facile, un carré jaune (bn) indique un exercice un peu plus difficile 
et un pentagone rouge (@) signale un exercice plus difficile encore. 


b) Sile prix est de 56 $, quel est l'écart entre la quantité deman- 
dée et la quantité offerte? Indiquez bien laquelle des deux 
quantités est la plus grande. 

c) Représentez graphiquement les courbes d'offre et de de- 
mande, indiquez le prix et la quantité d'équilibre, ombrez 
les régions correspondant au surplus des producteurs Sp 
et au surplus des consommateurs Sc. 

d) Évaluez Sp et Sc. 

| 


Les exercices récapitulatifs sont associés aux sections du manuel qui en traitent. 


En plus des exercices de calcul, les exercices récapitulatifs illustrent l’utilisation de 
l'algèbre linéaire tant en sciences humaines qu’en sciences de la nature, chaque domaine 
d’application étant désigné par une icône évocatrice. 
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EXERCICES der 


n (chapitres 1 à 8 


1. Dites si l’énoncé est vrai ou faux, et justifiez votre réponse. 
a) Toutes les bases de R° sont orthogonales. 


b) Toute opération élémentaire de ligne peut être inversée 


Les exercices de révision qui suivent 1 par une opération élémentaire de ligne. 
les exercices récapitulatifs des i c) SE x 5 = 0, alors # = ou v = 0. $ 
chapitres 2, 4, 6, 8 et 9 permettent ; | .  . 
Aux étudiants de:se placer dans un ; 2. Soit le parallélépipède rectangle (prisme rectangulaire) suivant: 
contexte d'évaluation et de repérer : ÈÊ : 
leurs faiblesses de manière précise. : 
É 7 


a) Remplacez l'expression par un seul vecteur. 
i HD+HE 
ii BC+EF 


ii. GA — FA + BA — CÉ 


RÉPONSES AUX 


1. a) PE pe 45 


52 70 30 
b) Les frais de transport du deuxième produit pour chacun des clients. 
c) Les frais de transport de chacun des deux produits pour le troisième client. 


d) Les frais de transport (45 $) du premier produit pour le deuxième client. 


1101 
2.a) A=|1 0 1 0 
0 1 0 1 
b) 4 
c) 5 


MATHÉMATIQUES 


LUC AMYOTTE 
areuacouagomonne | _, . _ | 
CRC 1 L'aide-mémoire qui accompagne le manuel 
ET JOSÉE HAMEL nl ; : - ñ 
1 présente une synthèse des notions préalables, 
1! A A Rs LE 
, 1 expose les concepts clés de l'algèbre linéaire 
! a 2 : : 
AIDE-MEMOIRE : et de la géométrie vectorielle, et propose des 
! 


INTRODUCTION À stratégies pour résoudre des problèmes. 


l'ALGÈBRE LINÉAIRE 


ET À SES APPLICATIONS 


S édition 


ERPI 


lusine U,? 
. Soit les vecteurs # =[-1 1 -1], 2# =[2 0 1], 
u; =[1 k 1]etuj =[0 0 1]. 
a) Que vaut 4uj + 203 — Suit 
b) Que vaut 4j -w ? 
c) Que vaut 7x E 
d) Pour quelle ou quelles valeurs de k peut-on exprimer le 


. Soit le plan d’équation x: x +y+2z =8. 


b) Effectuez l'opération matricielle déterminée en a. 


c) Quel fournisseur présente la facture la moins élevée pour 


vecteur 4; comme une combinaison linéaire des vecteurs 
Hi, u etus? 


a) Quels sont les points d’intersection du plan 7 avec les axes 
de coordonnées ? Notez ces points À (intersection de x et 
de l'axe des abscisses), B (intersection de x et de l'axe des 


ordonnées) et C (intersection de x et de l'axe des cotes). 
b) 
c) Quel est le barycentre P de l'origine et des points À, Bet C, 
soit le point P tel que PA + PB + PC + PO = 0? 


Quelle est l'équation vectorielle du plan x ? 


Les réponses à tous les exercices 
récapitulatifs se trouvent à la fin du 
manuel. Certaines sont détaillées. 
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AVANT-PROPOS 


De nos jours, le hasard ne favorise l’invention 
que pour des esprits préparés aux découvertes 
par de patientes études et de persévérants efforts. 


Louis Pasteur 


Comme son titre l'indique, Introduction à l'algèbre linéaire et à ses applications est un livre 
d'initiation à la théorie et aux applications de l'algèbre linéaire. L'étude de cette branche 
des mathématiques fait partie de plusieurs programmes parce que peu de matières sont 
aussi utiles à autant de disciplines (biologie, physique, chimie, sciences économiques et 
administratives, nutrition, démographie, etc.). 


UN APERÇU DE LA CINQUIEME EDITION 


Le contenu dela cinquième édition du manuel a été élaboré dans le respect des devis minis- 
tériels (compétence, éléments de compétence, critères de performance) des nouveaux 
programmes en sciences humaines et en sciences de la nature. J'ai apporté une attention 
particulière à présenter des situations issues de contextes tirés des sciences humaines et 
des sciences de la nature. J'ai également ajouté les éléments de contenus que ces nouveaux 
programmes requièrent. La structure générale du manuel demeure cependant très similaire 
à celle des éditions précédentes qui, selon les avis des utilisateurs, ont été appréciées. 


L'expérience m'a montré que la réussite d'un cours d'algèbre linéaire dépend du nombre 
d'exercices que les étudiants effectuent. C'est pourquoi Introduction à l'algèbre linéaire et 
à ses applications comporte cinq catégories d'exercices (questions éclair, exercices, exercices 
récapitulatifs, exercices de révision et exercices de révision des concepts) remplissant des 
fonctions différentes. 


Comme leur nom l'indique, les questions éclair admettent généralement des réponses 
brèves. S'il les utilise en classe, l'enseignant ou l'enseignante peut ainsi vérifier rapidement 
si un point particulier est bien compris ou encore siune étape de la résolution d'un problème 
en comportant plusieurs est bien maîtrisée. Tout comme les questions éclair, les exercices 
se trouvent dans le corps du texte, mais généralement à la fin d'une section. Les résoudre 
demande plus de temps et de réflexion de la part des étudiants que les questions éclair. Ils 
peuvent être utilisés en lieu et place des exemples donnés dans le livre pour rendre la pré- 
sentation en classe plus dynamique. Les questions éclair et les exercices sont repris dans les 
cahiers d'exercices à remplir, qui sont disponibles sur la plateforme i+ Interactif. 


Les exercices récapitulatifs se trouvent à la fin de chaque chapitre. Ils portent surles notions 
vues dans une ou plusieurs sections. Des renvois dans le texte précisent le moment où les 
étudiants peuvent s'y attaquer. 


Les exercices de révision, placés à la fin des chapitres 2, 4, 6, 8 et 9, sont l'occasion de faire 
la synthèse de l'ensemble des sujets traités antérieurement. Ainsi, les exercices de révision 
des chapitres 8 (sciences de la nature) et 9 (sciences humaines) permettent aux étudiants 
de se préparer à un examen final portant sur l'ensemble de la matière. 


Comme dans la quatrième édition, les réponses (certaines détaillées) à tous les exercices 
récapitulatifs se trouvent à la fin du manuel. En revanche, les solutions des questions éclair, 
des exercices (dans le corps du texte) et des exercices de révision ne sont données que dans 
le matériel complémentaire offert aux enseignants, qui peuvent, s'ils le souhaitent, les rendre 


AVANT-PROPOS XII 
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accessibles aux étudiants ou encore utiliser ces exercices à des fins d'évaluation formative 
ou sommative. 


La cinquième édition comporte également des nouveautés disponibles sur la plateforme 
i+ Interactif, dont les exercices de révision des concepts, les planifications d'enseignement 
et les revues des objectifs. 


REVISION DES CONCEPTS 


Selon leur profil (sciences humaines ou sciences de la nature), les étudiants pourront faire 
un tour d'horizon rapide des concepts vus dans chaque chapitre en complétant des phrases 
ou en répondant à des questions qui n'exigent que des réponses brèves dans les exercices 
de révision des concepts. Les réponses se trouvent à la suite des questions. 


REVUE DES OBJECTIFS 


Selon leur profil (sciences humaines ousciences de la nature), les étudiants pourront consulter 
une revue des objectifs qui met en relation chaque objectif présenté au début des chapitres 
avec les différentes composantes (théorie, questions éclair, exercices, exercices récapitula- 
tifs, exercices de révision) du manuel. En consultant ce document, les étudiants pourront 
vérifier la portée de chacun des objectifs et leur capacité à les atteindre. 


PLANIFICATION D'ENSEIGNEMENT 


Afin d'en faciliter l’utilisation par les enseignants, la cinquième édition d'Introduction à 
l'algèbre linéaire et à ses applications s'accompagne de deux planifications d'enseignement, 
l'une adaptée au programme de sciences humaines et l'autre au programme de sciences 
de la nature. Chacune de ces planifications met en relation directe la compétence, les élé- 
ments de compétence et les critères de performance avec les différentes composantes 
(théorie, questions éclair, exercices, exercices récapitulatifs, exercices de révision) du manuel 
de façon à garantir sa conformité avec le devis ministériel des deux programmes. Ainsi, 
l'enseignante ou l'enseignant pourra rapidement repérer les sections théoriques et les 
différents types d'exercices qui sont proposés pour répondre aux exigences des devis 
ministériels. 


Parmi les nouveautés, il faut également signaler: 


e_ l'ajout ou l'actualisation de nombreux exemples et exercices; 


e la présentation de nouveaux contextes tirés des sciences humaines et des sciences de la 
nature ; 


e_ l'ajout d'une section sur la méthode de Leontief appliquée à une économie fermée et à 
une économie ouverte; 


°_ l'ajout de plusieurs questions dans la banque d'exercices supplémentaires; 

° la mise à jour des banques d'examens; 

° la mise à jour de l'aide-mémoire; 

+ la présence dans la plateforme i+ Interactif des chapitres 7 (nombres complexes) et 
11 (espaces vectoriels) tirés de la quatrième édition. 

En bref, la cinquième édition d'introduction à l'algèbre linéaire et à ses applications, c'est: 

+ 206 exemples pour bienillustrer les notions théoriques; 

e 82 questions éclair pour valider rapidement la compréhension des étudiants; 


+ 105 exercices insérés à l'intérieur des chapitres pour consolider en temps opportunl'ap- 
prentissage des différentes notions; 


e 54lexercices récapitulatifs à la fin des chapitres pour acquérir une plus grande maîtrise 
des concepts de l'algèbre linéaire et de la géométrie vectorielle; 


e 50 exercices de révision pour faire une synthèse des notions vues dans un chapitre et 
dans ceux qui le précèdent; 


e 30 animations GeoGebra pour visualiser les concepts et les exemples; 


e 293 exercices de révision des concepts en sciences humaines (avec leurs réponses) dans 
le matériel complémentaire (plateforme i+ Interactif) offert aux étudiants; 


+ 258 exercices de révision des concepts en sciences de la nature (avec leurs réponses) 
dans le matériel complémentaire (plateforme i+ Interactif) offert aux étudiants; 


e 478 exercices supplémentaires (avec leurs solutions) dans le matériel complémentaire 
(plateforme i+ Interactif) offert aux enseignants. 


La cinquième édition d'Introduction à l'algèbre linéaire et à ses applications est plus 
qu'un manuel. Elle permet la réussite de l'apprentissage grâce au contenu de la plate- 
forme i+ Interactif, aux animations GeoGebra, au manuel numérique, aux activités interac- 
tives et au matériel complémentaire. 


Animations GeoGebra 


L'enseignante ou l'enseignant peut projeter en classe les 30 animations GeoGebra 
offertes sur la plateforme i+ Interactif, et les étudiants peuvent y accéder à leur guise. 
De plus, chaque animation est accompagnée d'activités visant à l'exploiter. Un code QR et 
une courte adresse URL dans les pages appropriées du livre permettent aussi d'accéder 
rapidement aux animations à l'aide d'un appareil mobile. Une liste complète des animations 
est donnée au début du livre. 


Manuel numérique 


Le manuel numérique propose les fonctions «surligneur» et «annotation», qui per- 
mettent de sélectionner le texte du manuel, de le surligner et d'ajouter une note au texte 
surligné. Les enseignants peuvent partager ces notes avec leurs étudiants. 


Matériel complémentaire 


Les étudiants trouveront aussi dans la plateforme i+ Interactif tout le matériel complémen- 
taire qui leur est destiné: 


e l'aide-mémoire: 
e Des cahiers d'exercices à remplir; 


e Des exercices de révision des concepts qui permettent de faire une synthèse rapide des 
concepts développés dans chaque chapitre, et ce, selon le profil (sciences humaines ou 
sciences de la nature) de l'étudiante ou de l'étudiant; 


e Des revues des objectifs selon le profil (sciences humaines ou sciences de la nature) de 
l’'étudiante ou de l'étudiant; 


e Des rappels des notions mathématiques préalables, chacuntraitant d'un sujet particulier: 
fonctions, stratégies pour résoudre différents types d'équations, pièges à éviter, etc.; 


+ Des adresses de sites internet qui traitent de mathématiques. 
En plus du matériel complémentaire destiné aux étudiants, les enseignants y trouveront 
aussi tout le matériel complémentaire qui leur est destiné: 


e Des cahiers qui reprennent les exercices et les questions éclair se trouvant dans l'exposé 
théorique (et leurs solutions détaillées) et qu'il est possible d'utiliser en classe; 


+ _ Une imposante banque d'exercices supplémentaires (et leurs solutions détaillées) divisée 
par chapitre et par thème. Ces exercices peuvent être utilisés comme questions 


LU 
d'examens; 
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QUELQUES CONSEIL 


Un recueil des solutions détaillées de tous les exercices récapitulatifs et exercices de 
révision; 
Trois examens en sciences de la nature et trois en sciences humaines avec leurs 
corrigés; 
Une planification d'enseignement en sciences de la nature et une autre en sciences 


humaines; 


Les figures et tableaux du manuel en format JPEG. 


UX ETUDIANTS 


Un bon manuel peut sans doute faciliter le travail des étudiants, mais il ne suffit pas. Per- 
sonne, même ceux dont on dit qu'ils ont la «bosse des maths», ne peut réussir un cours de 
mathématiques sans efforts. Voici donc des conseils à propos des attitudes qui contribuent 
à augmenter sensiblement les chances de réussite : 


Se préparer avant chaque cours en faisant une lecture sommaire des sections qui y seront 
abordées. 


Se concentrer en classe et essayer de comprendre les explications de l'enseignante ou 
de l'enseignant plutôt que de simplement retranscrire le texte écrit au tableau. 


En classe, éviter de se placer à côté d'une personne qui peut nous déranger, comme un 
ami ou une amie avec qui on aurait le goût de parler plutôt que d'écouterles explications 
de l'enseignante ou de l'enseignant: la classe n'est pas un lieu de socialisation, mais un 
lieu de travail. 


Poser des questions en classe, au centre d'aide ou au bureau de l'enseignante ou de 
l'enseignant dès qu'on éprouve une difficulté plutôt que d'attendre que celle-ci devienne 
insurmontable. 


Ne pas hésiter à faire appel à un ou à une camarade de classe qui a d'excellents résultats: 
les gens sont généralement flattés d'être reconnus pour leurs aptitudes et répondent 
avec empressement. 


Après chaque cours, relire attentivement ses notes avant même de tenter d'effectuerles 
exercices (Pourquoi avoir pris des notes si on ne les relit pas ?). Devant un exemple, lire 
l'énoncé, tenter de le refaire par soi-même plutôt que de simplement relire la solution 
E à 
présentée par l'enseignante ou l'enseignant, comparer sa solution avec celle de l'ensei- 
f . . x Je 

gnante ou de l'enseignant, prendre note des passages qui posent des problèmes et, s'il y 
a lieu, demander de l'aide. 


Refaire chaque exemple figurant dans le manuel jusqu'à pouvoir le reproduire par soi- 
même, sans aide, et être satisfait du résultat. Les étudiants qui adoptent cette stratégie 
sont généralement agréablement surpris de constater que les exercices proposés par 
l'enseignante ou l'enseignant sont plus faciles à faire. 


Porter une grande attention aux définitions des termes mathématiques : on ne peut pas 
apprendre une langue comme les mathématiques sans connaître le sens des mots. 


Effectuer les exercices proposés par l'enseignante ou l'enseignant en ayant toujours 
l'aide-mémoire à portée de main. En cas de retard, effectuer un exercice sur deux, ou un 
sur trois, afin de rattraper le temps perdu. Il ne faut pas oublier qu'en règle générale, les 
questions d'examens sont des problèmes semblables à ceux qu'on trouve dans les 
exercices. 


Se préparer aux examens en effectuant les exercices de révision proposés après les 
exercices récapitulatifs des chapitres 2, 4,6, 8 et 9. 


Après chaque examen, refaire les problèmes manqués parce queles questions d'examen 
portent généralement sur les points essentiels de la matière, ceux qui seront utiles pour 
le reste du cours ou pour les cours qui suivront. 
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LANGAGE MATRICIEL 


CHAPITRE 1 


L'algèbre est l'instrument intellectuel 
qui permet de rendre clairs les aspects 
quantitatifs du réel. 


Alfred North Whitehead 


Dès l'Antiquité, les mathématiques ont établi leurs fondements 
sur la géométrie et l'algèbre. Issue de ces deux branches des 
mathématiques, l'algèbre linéaire investit aujourd'hui le champ 
des applications tant en sciences de la nature qu'en sciences 
humaines. Comme toute discipline mathématique, l'algèbre 
linéaire repose sur des concepts clés, dont ceux de matrice 

et de vecteur. 


À un niveau élémentaire, les matrices servent entre autres à 
consigner sous différents critères des informations comme la 
présentation des données financières de banques ou à décrire 
les mouvements de population entre différentes régions. Elles 
constituent également un puissant outil pour résoudre des 
équations. 


Quant aux vecteurs, ils sont particulièrement utiles en physique 
et en ingénierie, où ils servent notamment à représenter des 
forces qui agissent sur des structures. 


OBJECTIFS 


e lllustrer à l'aide d'exemples de la vie principale, trace, etc.) qui s'y e Utiliser la notation Z pour représenter 
courante ce qu'est une matrice (1.1). rattachent (1.2). une somme (1.2). 

e Utiliser le langage matriciel pour ° Déterminer les conditions auxquelles + Calculer la trace d'une matrice carrée 
décrire un contexte (1.1). deux matrices sont égales (1.2). (1.2). 

* Interpréter, en contexte, un élément, Utiliser la notation appropriée pour e Donner le type (carrée, symétrique, 
une ligne ou une colonne d'une donner l'expression du terme général ligne, etc.) d'une matrice (1.2 et 1.3). 
matrice (1.1). d'une matrice, d'un élément d'une 


e Prouver des énoncés relatifs aux 


- Écrire la matrice des coefficients d'un matrice ou la valeur de celui-ci (1.2). eee a 


système d'équations linéaires (1.1). ° Construire une matrice à partir de 


e Définir le concept de matrice et les l'expression de son terme général 
termes (format, élément, diagonale (1.2). 
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11 Les matrices: une approche intuitive (p. 6) 
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LANGAGE MATRICIEL [3 


UN PORTRAIT DE 


James Joseph Sylvester 


James Joseph naquit à Londres, le 3 septembre 1814, dans une 
famille juive. À l'instar de son frère aîné, il ajouta à son nom le 
patronyme Sylvester, sous lequel il est mieux connu. Le génie 
mathématique du jeune homme se manifesta très tôt. À 14 ans, 
il fut l'élève du mathématicien Augustus De Morgan (1806-1871) 
à l'Université de Londres. À 15 ans, il entra au Royal Institution 
de Liverpool, où il étudia pendant deux ans. Dès la première 
année, il gagna un prix de mathématiques, de même qu'une 
bourse de 500 $ - somme rondelette pour l'époque — pour avoir 
trouvé la solution d'un difficile problème d'analyse combinatoire 
soumis par une société américaine d'actuaires. ll était tellement 
en avance sur ses confrères qu'on créa pour lui seul une classe 
spéciale de mathématiques. En 1831, il entra à l'Université de 
Cambridge, mais, malgré ses succès, il n'obtint pas de diplôme 
parce que, étant juif, il ne remplissait pas les prescriptions de 
l'Église d'Angleterre sur le «minimum de croyance religieuse 
nécessaire aux personnes rationnelles ». Ce n'est qu'en 1872 que 
l'Université lui décerna des diplômes de baccalauréat et de maî- 
trise honoris causa, c'est-à-dire «à titre honorifique ». 


À 24 ans, Sylvester devint professeur de philosophie naturelle 
(science et physique) au University College de Londres, qu'il 


James Joseph Sylvester 


quitta deux ans plus tard pour aller enseigner à l'Université de Virginie, où il ne resta que trois 
mois: un conflit avec des élèves de même que ses positions antiesclavagistes l'obligèrent à 
démissionner. De retour en Angleterre, même s'il était Fellow de la Royal Society depuis 1839, 
Sylvester ne put trouver un poste d'enseignant digne de son talent. Il choisit donc de pratiquer 
le droit et l'actuariat pendant une dizaine d'années. Il continua toutefois de donner des cours 
particuliers à quelques étudiants, notamment à Florence Nightingale (1820-1910), qui allait 
donner ses lettres de noblesse à la profession d'infirmière. En 1855, Sylvester accepta un 
poste de professeur dans une école militaire. Il occupa cette fonction pendant quelques années 
avant de s'installer à l'Université Johns Hopkins, où il fonda l'American Journal of Mathematics 
et travailla activement au développement des programmes d'études supérieures en mathé- 
matiques aux États-Unis. En 1884, âgé de 70 ans, il retourna en Angleterre pour enseigner 
les mathématiques à l'Université d'Oxford. Sylvester mourut à Londres en 1897. On a dit de 
lui qu'il possédait une très vaste culture, qu'il avait lu dans le texte les œuvres marquantes 
des littératures latine, grecque, anglaise, française, allemande et italienne, et qu'il prenait 
toujours plaisir à agrémenter ses articles scientifiques d'une citation tirée des classiques. 
Dans toute l'histoire, Sylvester et Gottfried Wilhelm Leibniz (646-1716) sont reconnus pour 
avoir introduit le plus grand nombre de termes nouveaux en mathématiques. Sylvester travailla 
pendant de nombreuses années avec un autre Britannique, son ami Arthur Cayley (821-1895). 
On considère, à juste titre, ces deux mathématiciens comme les fondateurs de la théorie des 
invariants algébriques. 
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LES MATRICES : UNE APPROCHE INTUITIVE 


L'algèbre linéaire est la branche des mathématiques qui a notamment pour objet 
l’étude d'équations linéaires, soit des équations du type 4x1 + 4,Xx, +---+4a,x, = b 
OÙ G, M, .…, &, et b sont des constantes et x, x, ..., x, sont des variables ou des 
inconnues. Ainsi, l'équation d’une droite (une ligne, d’où le mot linéaire) 2x + 3y = 5 
est un exemple d’une équation linéaire. L'algèbre linéaire s'intéresse également aux 
vecteurs et à certaines représentations géométriques (droites et plans) qui seront 
aussi abordés dans ce manuel. 


Pour résoudre certains problèmes d’algèbre linéaire, on recourt à des outils comme 
les matrices qui permettent notamment d'organiser de l'information de manière 
cohérente et fonctionnelle. 


EXEMPLE 1.1 


Le TABLEAU 1.1 présente des données financières des six plus grandes banques 
canadiennes (et leur symbole boursier). 


TABLEAU 1.1 


Données financières des six grandes banques canadiennes 
à la clôture du marché, le 22 juin 2022 


Capitalisation Cours de Dividende Ratio cours 
boursière (G$) | l’action ($) par action ($) bénéfice 
Banque Royale (RY) 175,586 125,23 Si? 10,95 
Banque TD (TD) 156,651 


Banque de Montréal (BMO) 84,107 
Banque Scotia (BNS) 93,247 
Banque CIBC (CM) 58,018 


Banque Nationale (NA) 29,251 


Source: < https://ca.finance.yahoo.com >, consulté le 22 juin 2022. 


Ce tableau constitue un exemple de matrice, c'est-à-dire un ensemble de nombres 
disposés en lignes et en colonnes. On interprète les informations contenues 
dans une matrice selon la position qu'elles y occupent. La première colonne du 
tableau 1.1 donne la capitalisation boursière (soit la valeur totale des actions en 
circulation) de chacune des banques. La sixième ligne de ce tableau donne les 
différentes données financières de la Banque Nationale. Ainsi, à la fermeture des 
marchés le 22 juin 2022, la capitalisation boursière de la Banque Nationale était 
de 22,251 G$ (milliards de dollars), le cours (soit le prix) de son action était de 
86,95 $, le dividende (soit le montant par action détenue versé à chaque action- 
naire) était de 3,68 $ et le ratio cours bénifice était de 8,92. 


Répondez aux questions à partir du tableau 1.1. 


a) Que représente la deuxième colonne de la matrice ? 
b) Que représente le nombre 5,56 dans cette matrice ? 


c) Quelle formule mathématique permet de calculer le ratio cours béné- 
fice? (Indice: Cherchez la définition de cette expression dans Internet.) 


d) Si le bénéfice net par action de la Banque Scotia à la clôture était de 8,27, 
quel était alors le ratio cours bénéfice de cette institution financière ? 


EXEMPLE 1.2 


Les matrices sont employées couramment pour classer de l’information numé- 
rique sous une forme concise. Ainsi, une entreprise pourrait représenter au moyen 
du TABLEAU 1.2 l’inventaire de trois produits qu'elle distribue et stocke dans deux 
entrepôts. Dans ce cas également, l'interprétation des nombres dépend de leur 
position respective dans la matrice. Comme le nombre 22 est situé à l’intersec- 
tion de la troisième ligne et de la deuxième colonne, on sait que l’entreprise 
dispose de 22 unités du produit C dans son deuxième entrepôt. 


TABLEAU 1.2 


Inventaire par entrepôt 


Entrepôt 1 | Entrepôt 2 


Produit A 
Produit B 
Produit C 


EXEMPLE 1.3 


Le TABLEAU 1.3 constitue un autre exemple de matrice. Il rend compte de la migra- 
tion interprovinciale entre le Nouveau-Brunswick, le Québec et l'Ontario au 
cours du premier trimestre de 2022. La matrice indique notamment que 306 per- 
sonnes ont quitté le Québec pour s'établir au Nouveau-Brunswick, alors que 
469 personnes ont migré en sens inverse. 


TABLEAU 1.3 


Migration interprovinciale au cours du premier trimestre de 2022 (janvier à mars), 
Nouveau-Brunswick, Québec, Ontario 


Province d’origine 


orne Nouveau-Brunswick Ontario 


Nouveau-Brunswick 
Québec 469 0 3 918 
Ontario | 784 3 373 0 


Source: Statistique Canada. < Tableau 17-10-0045-01 Estimations des migrants interprovinciaux selon 
la province ou territoire d’origine et de destination, trimestrielles >, consulté le 23 juin 2022. 


À l’aide du tableau 1.3, on peut construire la matrice de migration nette 
(TABLEAU 1.4). 


TABLEAU 1.4 


Migration interprovinciale nette au cours du premier trimestre de 2022 (janvier à mars), 
Nouveau-Brunswick, Québec, Ontario 


Province d’origine 


orne QE Nouveau-Brunswick Québec Ontario 


163 0 545 
Ontario | Er _545 0 


Source : Statistique Canada. < Tableau 17-10-0045-01 Estimations des migrants interprovinciaux selon 
la province ou territoire d'origine et de destination, trimestrielles >, consulté le 23 juin 2022. 


On peut tirer diverses informations de cette dernière matrice. Par exemple, au 
cours du premier trimestre de 2022, le nombre de personnes qui ont quitté le 
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TABLEAU 1.5 


Matrice des coefficients 


Rnb) 


Nouveau-Brunswick pour le Québec excède de 163 le nombre de personnes qui 
ont migré en sens inverse. Le solde migratoire net de l'Ontario par rapport aux 
deux autres provinces est de —2898 personnes (soit —2 353 — 545). Ce résultat 
signifie que les mouvements de population dans ces trois provinces ont provoqué, 
au cours du premier trimestre de 2022, une perte nette de 2 898 habitants pour 
l'Ontario, au profit du Québec et du Nouveau-Brunswick. 


EXEMPLE 1.4 


Les matrices constituent donc un puissant outil de description et d'organisation 
de l'information. Mais il y a plus! Elles sont aussi un objet d'étude théorique ; 
elles permettent notamment de représenter un système d’équations linéaires et 
de le résoudre. 


En mathématiques, on a parfois besoin de résoudre des équations linéaires (c’est- 
à-dire des équations du premier degré) à plusieurs inconnues. Par exemple, si on 
veut trouver la valeur des inconnues qui satisfont au système d’équations 
2X — 3y = 5 
—2Xx + 4y = 6 
on peut se servir d’une matrice pour représenter les coefficients des inconnues 
(TABLEAU 1.5). 


1. Examinez la matrice qui contient les notes de quatre élèves à un cours 
d’algèbre (TABLEAU 1.6). 


TABLEAU 1.6 


Notes obtenues à un cours d'algèbre 


Examen 1 | Examen 2 


Jérémie 


Olga 


a) Que représente la deuxième colonne de la matrice ? 
b) Que représente la troisième ligne de la matrice? 
c) Interprétez les nombres suivants tirés de la matrice des notes: 
i. 75 ii. 80 
2. Donnez la matrice des coefficients du système d’équations linéaires sui- 


vant. N'oubliez pas que l’interprétation des éléments d’une matrice 
dépend de la position qu'ils y occupent. 


DETENTE ES 
= 4 S 2 
VHS XESS C7 


UN PEU D'HISTOIRE 


C'est dans un article intitulé «Additions to the Articles On a New 
Class of Theorems, and On Pascal's Theorem», publié en 1850 par 
le mathématicien britannique James Joseph Sylvester (1814-1897), 
que le mot matrice fut employé pour la première fois pour désigner 


Cet ouvrage contient également les démonstrations des principales 
propriétés des matrices. 


Pour en savoir un peu plus sur les grandes étapes de l'histoire du 


concept de matrice, consultez le merveilleux site d'histoire des 
mathématiques de l'Université de St. Andrews (www-history.mces. 
st-and.ac.uk/history/). Le thème «Matrices and determinants » se 
trouve sous la rubrique «History Topics (Algebra) ». 


un tableau de nombres”. Sylvester voulait distinguer le concept de 
matrice de celui de déterminant (que nous aborderons au cha- 
pitre 3). Il choisit le terme matrice (du mot latin mater, qui signifie 
«mère ») pour indiquer qu'une matrice représente la «mère d'un 
déterminant ». C'est toutefois un collègue et ami de Sylvester, le 
mathématicien Arthur Cayley (821-1895), qui établit une véritable 
théorie des matrices. Dans une publication célèbre de 1858, intitu- 
lée A Memoir on the Theory of Matrices, Cayley définit les principaux 
termes et les opérations fondamentales de l'algèbre matricielle. 


* «À cette fin, il convient de commencer par une disposition non pas carrée mais rectan- 
gulaire des termes sur m lignes et n colonnes. Une telle figure représentera non pas un 
déterminant mais une matrice à partir de laquelle on pourra former divers systèmes 
de déterminants d'ordre p en sélectionnant librement p lignes et p colonnes.» 


27] PETIT LEXIQUE MATRICIEL 


DANS CETTE SECTION : matrice - format d'une matrice - élément d'une matrice - matrice 
ligne - matrice colonne - matrice carrée - ordre d'une matrice carrée - diagonale principale 
- trace d'une matrice carrée - égalité de deux matrices. 


Avant d'aborder les principales opérations sur les matrices et les applications du 
calcul matriciel, il faut connaître le vocabulaire matriciel de base. Vous devrez donc 
patienter encore un peu avant de passer à l’aspect pratique des matrices et du calcul 
matriciel. 


Une matrice de format m X n est un tableau de mn nombres disposés sur m lignes 
et n colonnes. On note généralement une matrice par une lettre majuscule, telle À, 
et, au besoin, on indique son format en indice: par exemple, A,,4,. Une matrice de 
format m x n, ou plus simplement une matrice m X n, s'écrit en abrégé A = [a] 
et a la forme générale suivante: 


Matrice 


Une matrice À = [a 1e est un tableau 


de mn nombres disposés sur m lignes 
et n colonnes. 

>. . mxn 
Format d’une matrice 


Le format d’une matrice indique le 


nombre de ses lignes et de ses colonnes. A = [al 

Une matrice de format m X n compte 

m lignes et n colonnes. Gi 2 j ** An 
1 dr Œj °° n 
Gi 2 7 Aÿ 7 in 
A1 m2 ynj Cyan 


Les nombres d’une matrice sont appelés éléments. L'élément situé à l’intersection 
de la ie ligne et de la j”* colonne est noté 4; : c'est le terme général de la matrice. 
À titre d'exemple, 44 (qui se prononce «a deux quatre» et non «a vingt-quatre ») 
est l’élément situé à l’intersection de la deuxième ligne et de la quatrième colonne 
de la matrice À. On emploie donc le nom de la matrice en minuscule pour en dési- 
gner les éléments. Ainsi, les éléments d’une matrice B sont notés b;, ceux d’une 
matrice C sont notés c;;, etc. 


Élément d’une matrice 


Un élément d’une matrice est un nombre 
de cette matrice. L'élément situé à l’inter- 
section de la sè"% ligne et de la ji" co- 
lonne d’une matrice À est noté Gi. 


iÿ> 


*_ Dans certains manuels, on utilise des parenthèses plutôt que des crochets pour représenter les matrices. 
Aüïnsi, on trouve la notation À = (aÿ) 7 plutôt que À = [ai] _ Pour notre part, nous avons choisi 
mxn mxn 


d'employer des crochets. 
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Matrice ligne 


Une matrice ligne est une matrice de 
format 1 X n. 


Matrice colonne 


Une matrice colonne est une matrice 
de format m X 1. 


EXEMPLE 1.5 


Étudions les caractéristiques de la matrice 


2 -3 O 10 12,1 
A=|10 24 8 1,5 
% 65 1 4,7 


La matrice A est de format 3 x 5 puisqu'elle comporte 3 lignes et 5 colonnes; elle 
compte donc 15 éléments. L'élément situé à l'intersection de la troisième ligne et 
de la quatrième colonne, soit 1, est noté 434. De même, a;, représente l’élément 
situé à l’intersection de la deuxième ligne et de la troisième colonne et vaut donc 
4, alors que 43, représente l’élément situé à l'intersection de la troisième ligne et 
de la deuxième colonne et vaut donc 6. 


Combien d’éléments une matrice 6 x 5 compte-t-elle ? 


Pour des raisons évidentes, une matrice 1 X n est appelée matrice ligne, et une 
matrice m X 1 est appelée matrice colonne. Dans une matrice ligne ou une matrice 
colonne, un seul indice suffit pour noter les éléments. Ainsi, une matrice ligne de 
format 1 x n s'écrit 


Soit la matrice 


2 OU 
un: 
B = 
0,2 1 8 
9 10 


a) Quel est le format de la matrice B? 
b) Que vaut b;,? ba? b34? 


c) Dans cette matrice, comment note-t-on le nombre 10? le nombre 8? 


EXEMPLE 1.6 
La matrice B = [b;],.,, définie par b; = i+ 3/, s'écrit 


1 1x 
b,, b 
B= | 11 12 | 
bi Bb 


1. 
2+3! 2+32 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 1 à 5. 


Des MOTS et des SYMBOLES" 


Le mot matrice a pour origine le mot latin mater, qui veut dire «mère». Initialement, le mot 
français matrice avait le sens d'«utérus», puis il en vint à désigner le registre dans lequel 
on consigne les naissances. Cette extension de sens éclaire le lien entre le mot matrice et 
ses dérivés matricule et immatriculation. On comprend donc alors ce qui a amené les mathé- 
maticiens à choisir ce mot pour désigner un tableau dans lequel on enregistre des nombres. 


Arthur Cayley (1821-1895) utilisa des barres verticales, soit| |, pour représenter un déter- 
minant et des barres verticales doubles, soit || ||, pour représenter des matrices. Plus tard, 
d'autres mathématiciens recoururent aux parenthèses, soit ( ), ou aux accolades, soit { }. 
Il semble que ce soit Cuthbert Edmund Cullis qui, dans son ouvrage Matrices and Determi- 
noids, fut le premier à utiliser les crochets, soit] |, pour désigner une matrice. De nos jours, 
même si quelques ouvrages utilisent encore des parenthèses pour représenter une matrice, 
il semble que la notation la plus courante soit celle des crochets. 


* La plupart des informations réunies dans la rubrique «Des mots et des symboles» proviennent des sources suivantes: 
sites Internet < https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Miller/mathword/ > et < https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/ 
Miller/mathsym/ >; F. Cajori, À History of Mathematical Notations, New York, Dover, 1993 (réimpression de l'édition de 
1928-1929); B. Hauchecorne, Les mots & les maths. Dictionnaire historique et étymologique du vocabulaire mathématique, 
Paris, Ellipses, 2003. 


Soit À = [ai ls où dj = i+ 2j. Que vaut 3? 432? 435? 453? 


EXEMPLE 1.7 


Déterminons le terme général (a;;) de la matrice 


—2 —3 —4 
A=| 3 4 5 
—4 —5 —6 


On constate que tous les éléments d’une ligne impaire sont négatifs et que tous 
les éléments d’une ligne paire sont positifs. On obtient ce résultat à l’aide du 
facteur (—1). De plus, on constate que la valeur absolue de chaque élément cor- 
respond à la somme des indicateurs de sa position dans la matrice, soit i + j. Par 
conséquent, 4j = (—1) (i+ j). 


1. Écrivez la matrice A = [a]... où @; = (-1)*?(2;)(j). 


2. Soit la matrice 


2 3 4 5 
3 4 5 —6 
Do 5 —6 7 
5 —6 7 -8 


a) Que vaut b,,? bu? 
b) Comment note-t-on le nombre —8 ? 


c) Quelle est l'expression du terme général b;;? 
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Matrice carrée 


Une matrice carrée est une matrice qui 
comporte un même nombre de lignes et 
de colonnes. On dit d’une matrice carrée 
quelle est d'ordre n lorsqu'elle comporte n 
lignes et n colonnes; elle est alors notée 


Alfa] 
Ordre d’une matrice carrée 


Lordre d’une matrice carrée est le nombre 
de ses lignes (ou de ses colonnes). 


Diagonale principale 

La diagonale principale d'une matrice 

carrée À = [c;] est formée des élé- 
nxn 

ments a; de A. 


Trace d’une matrice carrée 


La trace d’une matrice carrée d'ordre n, 


soit À =[a;] ee SS la somme des élé- 
nxn 


ments de la diagonale principale de A: 


Tr(A) = Ÿ à; 
i=1 


Une matrice n X n comporte un même nombre de lignes et de colonnes. Elle pré- 
sente donc une forme carrée plutôt que rectangulaire. C’est pourquoi on appelle 
matrice carrée d'ordre n toute matrice n x n. Une telle matrice a la forme générale 
suivante : 


A=la;],., 
Gi 2 *** Ai ** Un 
1 2 *** x *** y 
di di dj; din 
dyi dy2 Qui lun 


Combien d'éléments une matrice carrée d'ordre n compte-t-elle ? 


Étant donné la forme carrée de cette matrice, tous les éléments 4;; (en rouge) sont 
situés sur une diagonale. C'est pourquoi on appelle diagonale principale de la 
matrice l’ensemble des éléments 4;. La trace d’une matrice carrée À, notée Tr(A), 
est la somme des éléments de sa diagonale principale. 


EXEMPLE 1.8 


Les matrices À, B et C suivantes sont des matrices carrées d'ordre 1, 2 et 3 res- 
pectivement. 


À … 1 7 
A=[4] B=|$ 5] c=|s 
i 0,5 5 3 
De plus, 

Tr(A) = 

Tr(B)=2+5 
Tr(C) = 1+ (6) +3 


= —2 


Évaluez si possible la trace de chacune des matrices. 


Du = (0) 
NCIS 
7 [0,2 1 8 E 
= à ii 
9 10 


rh bk 


La trace d’une matrice carrée A = [a;]., est donnée par 
nxn 


Tr(A) di + di eee 


n 
i=1l 


Le nouveau symbole que nous venons d'introduire, >, est la lettre majuscule sigma 
de l’alphabet grec, laquelle correspond à $, la première lettre du mot somme. L'ex- 


n 
pression Y'a signifie «effectuer la somme des 4; en laissant l’indice i prendre 
i=1 
toutes les valeurs entières de 1 jusqu’à n». La notation Z est couramment utilisée 
en mathématiques pour abréger ou pour simplifier l'écriture d’une somme de termes. 


Des MOTS et des SYMBOLES 


Le mot somme a été introduit dans l'usage par N. Chuquet (1445-1500) en 1484 (Triparty 
en la science des nombres). Ce mot vient du latin summus, qui se traduit par «qui est au 
point le plus haut ». À l'époque, les Romains calculaient de bas en haut, de sorte que le 
résultat d'une addition, la somme, se trouvait sur la ligne supérieure (le sommet) d'une 
colonne de chiffres. 


L'emploi de la majuscule grecque Z pour désigner une somme est attribuée à Leonhard 
Euler (4707-1783). Dans Institutiones calculi differentialis (1755), il écrivit : «Summam indica- 
bimus signo Z», ce qui se traduit par: «Nous indiquons une somme par le symbole X.» 


EXEMPLE 1.9 
On abrège l'écriture de 3! + 3? + 35 +34 + 3° +36 + 37 + 3% au moyen de l’ex- 


8 
pression >: alors que 
i=1 
0 
2i 
i=1 


5 
2+4+6+8+10+-..:+98 +100 = 


9 

Inversement, pour développer l'expression De + 1)4;, on écrit la somme de tous 
i=4 

les termes de la forme (21 + 1)a; en donnant à i les valeurs entières allant de 4 à 9: 


9 
DE +1)a; = 94 + 114 + 1346 + 1547 + 1748 + 19% 
i=4 


EXEMPLE 1.10 


m n 


Da, alors que la somme des éléments de la troisième ligne s'écrit DE ds 


L 
L 
L 
l 
! 
! La somme des éléments de la deuxième colonne d’une matrice À = [a | , s'écrit 
! mxn 
l 
i 
l 
- i=1 j=1 


7 
1. Développez l'expression Dire +1). 


i=4 
2. Écrivez la somme 3 +5 +7 +...+ 35 au moyen de la notation >. 
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Égalité de deux matrices 


Deux matrices À = C7 etB={b; Le 
sont égales si et seulement si elles ont 

le même format (m = p et n = get 

que leurs éléments correspondants 


sont égaux (a; = b;). 


Matrice nulle 


Une matrice nulle est une matrice dont 
tous les éléments valent 0. La matrice 
nulle de format m X n est notée O,,,,. 


3. Exprimez la somme des éléments de la if" ligne d’une matrice 
A =[a;],., au moyen de la notation £. 


Lorsque nous étudierons le calcul matriciel (chapitre 2), nous aurons besoin du 


concept d'égalité de deux matrices. Deux matrices À =[a;| et B=[b;]. sont 
7 Imxn 6] pxq 


égales lorsqu'elles sont tout à fait identiques, c’est-à-dire si et seulement si: 


. elles ont le même format, à savoir m = petn = q; 


+ tous les éléments correspondants sont égaux, à savoir a; = b;; pour toutes les 
valeurs de i et de j. 


EXEMPLE 1.11 


Soit les deux matrices 


0 
0 etB=| 
0 


à — a 


0 0 0 


© © © 


Ces matrices ne sont pas égales parce qu’elles n’ont pas le même format: À est 
une matrice 3 X 2, alors que B est une matrice 2 x 3. 


EXEMPLE 1.12 


Soit les matrices 


_[x 0 1 _F8 0 2z 
| ce[2, jenef x à] 


Ces deux matrices sont de format 2 x 3. De plus, leurs éléments correspondants 
sont égaux si et seulement si x = 8, y = % et z = 1. Ainsi, les matrices Cet D sont 
égales si et seulement si x = 8, y = Zetz=l. 


Examinez les matrices 
_[*% à _[1 0 
a=f* vjt8=f “4 


Existe-t-il une valeur de x pour laquelle les matrices A et B sont égales ? Si oui, 
donnez cette valeur. Sinon, comment modifieriez-vous la matrice B de manière 
qu'elle soit égale à À pour une valeur de x? 


QUELQUES MATRICES PARTICULIÈRES 


DANS CETTE SECTION : matrice nulle - matrice triangulaire supérieure - matrice triangulaire 
inférieure - matrice diagonale - matrice scalaire - matrice identité - matrice symétrique - 
matrice antisymétrique - matrice échelonnée - pivot d'une ligne - matrice échelonnée réduite. 


Dans ce manuel, nous ferons appel à différents types de matrices particulières que 
nous définissons dans la présente section. 


Une matrice nulle est une matrice dont tous les éléments valent 0. Comme nous le 
verrons plus loin, cette matrice joue le rôle d’élément neutre pour l'addition de 
matrices. Une matrice nulle est donc de la forme À = [a]. où 4; = 0 pour toutes 


les valeurs de ji et de j. La matrice nulle de format m x n est notée O,,4, = [0]... 


Matrice triangulaire supérieure 


Une matrice triangulaire supérieure est 
une matrice carrée dont tous les éléments 
situés sous la diagonale principale sont 
nuls: À =[a; 1m est une matrice triangu- 


laire supérieure si et seulement si a; = 0 
pour tout i > j. 


Matrice triangulaire inférieure 


Une matrice triangulaire inférieure est 
une matrice carrée dont tous les éléments 
situés au-dessus de la diagonale principale 


sont nuls: À = [a] A st une matrice 
nxn 


triangulaire inférieure si et seulement si 
a = 0 pour tout i < j. 


Matrice diagonale 


Une matrice diagonale est une matrice 
carrée dont tous les éléments situés de 
part et d'autre de la diagonale principale 


sont nuls: À = [a;] en St diagonale si et 
nxn 


seulement si a; = 0 pour tout i # j. 


Matrice scalaire 


Une matrice scalaire est une matrice 
diagonale dont tous les éléments de la 
diagonale principale sont identiques. 


Matrice identité 


Une matrice identité est une matrice sca- 
laire dont tous les éléments de la diagonale 
principale valent 1. La matrice identité 
d'ordre n est notée 1,. 


EXEMPLE 1.13 


Les matrices O1, Ox> et O2 sont des matrices nulles de format 1 X 1, 1 X 2 et 
! 3 x 2 respectivement. 


0 0 
O2 =|0 0 
0 0 


Une matrice carrée dont tous les éléments situés sous la diagonale principale sont 
nuls est appelée matrice triangulaire supérieure. De façon analogue, une matrice 
carrée dont tous les éléments situés au-dessus de la diagonale principale sont nuls 
est une matrice triangulaire inférieure. En langage symbolique, une matrice 
A = [al est une matrice triangulaire supérieure si et seulement si 


dj = 0 pour tout i > j, et À est une matrice triangulaire inférieure si et seulement 
si a; = Opourtouti < j. 


EXEMPLE 1.14 


Les matrices À, B et C suivantes sont des matrices triangulaires supérieures 
d'ordre 1, 3 et 4 respectivement. Les matrices À et D sont des matrices triangu- 
laires inférieures d’ordre 1 et 5 respectivement. 


120 ont 

A=[4 B=|050| c=- 
a 0 0 3 4 
0 0 0 5 

10 0 0 0 

23 0 0 0 

D=|45 60 0 

68 34 0 

9 2 —-1 4 —3 


Une matrice carrée dont tous les éléments situés de part et d’autre de la diagonale 
principale sont nuls est appelée matrice diagonale. Ainsi, la matrice À = [al est 


diagonale si et seulement si 4; = 0 pour tout i # j. 


Une matrice diagonale dont tous les éléments de la diagonale principale sont iden- 
tiques est appelée matrice scalaire. 


Une matrice scalaire d'ordre n dont tous les éléments de la diagonale principale 
valent 1 s'appelle matrice identité d'ordre n. Nous verrons bientôt que la matrice 
identité joue le rôle d’élément neutre pour la multiplication de matrices. On note la 
matrice identité d'ordre n par 1,. 


EXEMPLE 1.15 


Soit les matrices 


10 0 _. 0 0 0 
A=[4] B=1050 AE \ O3x3 =|0 0 0 
0 0 4 0 0 0 
10000 
0 10 00 
£=|6 2] Z=|00100 
0 0 0 1 0 
00001 
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Matrice symétrique 


Une matrice symétrique est une matrice 
carrée À = ll. telle que 4; = a; 
pour toutes les valeurs de i et de j. 


Matrice antisymétrique 


Une matrice antisymétrique est une 


matrice carrée À = [a;] ., telle que 
nxn 


dj = —a;j pour toutes les valeurs de i 
et de j. 


La matrice B est une matrice diagonale d'ordre 3. Les matrices À, C et O;,; 
sont non seulement des matrices diagonales, mais également des matrices sca- 
laires d'ordre 1, 2 et 3 respectivement. En plus d’être des matrices scalaires, et 
donc diagonales, les matrices I, et I; sont les matrices identités d'ordre 2 et 5 
respectivement. 


1. Quelle est la matrice scalaire d’ordre 5 dont la trace vaut 15? 


2. Complétez: Si, = [6; PE alors’ 


=] — 


3. Complétez: Si À = [a]. est une matrice scalaire, alors 


si i— j 
si ÎÆ j 


Une matrice carrée À = [a;]| nest appelée matrice symétrique si et seulement si 
nxnh 


Hi 
si et seulement si dj = 


= 4; pour toutes les valeurs de jet de j. Elle est nommée matrice antisymétrique 
—a; pour toutes les valeurs de j et de j. 


Ainsi, la forme générale d'une matrice symétrique d'ordre 2 est 
Le ol 
c b 


alors que celle d’une matrice antisymétrique d'ordre 2 est 
0 —a 
a 0 


La plupart des cartes routières contiennent une matrice des distances entre Les 
villes principales, comme celle du TABLEAU 1.7. Cette matrice est, bien sûr, symé- 
trique. En effet, la distance entre Québec et Montréal est évidemment la même 
qu'entre Montréal et Québec. 


EXEMPLE 1.16 


TABLEAU 1.7 


Distance en kilomètres entre différentes villes 


Re 0 | | 


Sherbrooke 


Ottawa 


Source: Ministère de l'Énergie, des Mines et des Ressources, Canada: Carte de planification des 
vacances, Ottawa, 1977. 


Par contre, la matrice de migration interprovinciale nette entre les provinces de 
l'Atlantique (tableau 1.4, p. 7) est une matrice antisymétrique. 


* La notation ô; est appelée symbole de Kronecker en l'honneur du mathématicien allemand Leopold 
Kronecker (1823-1891), qui considérait que les mathématiques ne devaient reposer que sur les entiers 
et les processus finis. On lui doit une phrase célèbre : « Les entiers sont l'œuvre de Dieu, tout le reste est 
invention humaine. » 


Matrice échelonnée 


Une matrice échelonnée est une matrice 
dont toutes les lignes nulles sont situées 
sous les lignes non nulles, dont le premier 
élément non nul de chaque ligne, le pivot, 
vaut 1, et dont le pivot de chaque ligne 

se trouve à droite du pivot de la ligne 
précédente. 


Pivot d’une ligne 


Le pivot d’une ligne d’une matrice est le 
premier élément non nul de cette ligne. 


Matrice échelonnée réduite 

Une matrice échelonnée réduite est une 
matrice échelonnée telle que, dans une 
colonne contenant un pivot, tous les 
éléments autres que le pivot valent 0. 


Soit À = [ai Le OÙ d35 = —5. 
a) Si A est une matrice symétrique, que vaut 453 ? 
b) Si À est une matrice antisymétrique, que vaut 453? 


c) Si A est une matrice antisymétrique, que vaut 444 ? 


Une matrice échelonnée possède les trois propriétés suivantes: 

1. Toutes les lignes nulles de la matrice (c’est-à-dire constituées entièrement de 
Zéros) sont situées sous les lignes qui comptent des éléments non nuls. 

2. Le pivot d’une ligne, soit le premier élément non nul de cette ligne, vaut 1. 

3. Le pivot d’une ligne est toujours situé à droite du pivot de la ligne précédente. 

Une matrice échelonnée réduite est une matrice échelonnée qui possède une qua- 

trième propriété: 

4. Dans toute colonne qui contient un pivot, tous les éléments autres que le pivot 


sont nuls. 


Au chapitre 4, nous recourrons aux matrices échelonnées pour résoudre des sys- 
tèmes d’équations par la méthode de Gauss, et aux matrices échelonnées réduites 
pour appliquer la méthode de Gauss-Jordan. 


EXEMPLE 1.17 


Les matrices À, B, C, D et E suivantes sont des matrices échelonnées. 
1 3 0 13 65 0 0 0 
A=|0 1 0 B=|10 1 60 C=|0 0 0 
0 0 0 0 0 O0 1 0 0 0 


1 0 0 4 3 
Hs | #- 


OS 

(+) 
OO 
SO Or © 


Cependant, seules les matrices C, D et E sont également échelonnées réduites. En 
effet, dans les matrices À et B, la deuxième colonne contient un élément non nul 
autre que le pivot, soit 3. Les matrices À et B ne possèdent donc pas la quatrième 
propriété. 


Les matrices F, G, H et K suivantes ne sont pas des matrices échelonnées. 


2 3 0 1 
F=]0 10 G=|1 
0 0 0 0 


© 
S © 
ni 
(ee) 


000 SA 
Oroo rom 
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Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 6 à 31. 


1.4 


Théorème 

Un théorème est une proposition générale 
qui découle de propositions déjà démon- 
trées, de définitions ou d’axiomes. 


1. Sachant qu'elle est échelonnée, inscrivez les éléments manquants de la 


matrice A. 
ml 
A=| O0 _K 1 
0 0 O0 1 


2. Sachant qu'elle est échelonnée réduite, inscrivez les éléments manquants 
de la matrice B. 


si 
in 
OU 
0 0 0 


3. Expliquez pourquoi les matrices F, G, H et K de l'exemple précédent ne 
sont pas des matrices échelonnées. 


Des MOTS et des SYMBOLES 


Le mot échelonnée tire son origine du mot latin scala qui veut dire «échelle » ou «escalier ». 
La disposition des zéros dans une matrice échelonnée prend généralement la forme des 
marches (qui ne sont pas toujours de la même largeur) d'un escalier, comme on peut le 
constater dans la matrice échelonnée suivante: 


OSEO) — 
© © = 
(eo) 

(es) 


OO 1 


Notons également que l'exigence que le pivot de chaque ligne vaille 1 ne fait pas l'unanimité. 
Ainsi, de nombreux auteurs ne requièrent pas que les pivots vaillent 1 pour qualifier une 
matrice d'échelonnée. C'est là une des rares occasions où les mathématiciens ne s'entendent 
pas sur une définition commune pour un mot. La définition que nous avons adoptée semble 
toutefois être la plus courante. 


LES PREUVES EN MATHÉMATIQUES 


DANS CETTE SECTION : théorème - contre-exemple - preuve. 


Dans cette section et ailleurs dans le manuel, vous serez appelés à démontrer (prouver 
ou montrer) des théorèmes. Un théorème est une proposition générale qui découle 
d’autres propositions déjà démontrées, de définitions ou d’axiomes. L’énoncé d’un 
théorème comporte une ou plusieurs hypothèses (A) et une conclusion (B). Il est 
essentiel de bien distinguer les hypothèses de la conclusion. Généralement, on peut 
énoncer un théorème sous la forme «Si À, alors B», où À représente les hypothèses, 
et B, la conclusion. 


Lorsqu'on fait une démonstration, on veut prouver par une suite d'arguments 
logiques que la conclusion découle des hypothèses, c'est-à-dire que « A implique B», 
ce qu'on écrit sous la forme symbolique À = B. On doit être en mesure d'expliquer 


chaque argument avancé dans le cours de la démonstration. En outre, il ne suffit 

pas de montrer que la proposition s'applique dans un ou plusieurs cas particuliers: 

il faut montrer qu'elle est toujours vraie. Un exemple, aussi convaincant soit-il, ne 

constitue jamais la preuve d’un énoncé. Par contre, on peut établir la fausseté d’un 

énoncé par un exemple qui l’infirme: c'est ce que les mathématiciens appellent un 
Contre-exemple contre-exemple. 


Un contre-exemple est un cas particulier : : Fe A He L : 
een le) qu otn (ont it un La démonstration de théorèmes est de première importance en mathématiques. Elle 


énoncé général. Il sert à établir qu'un demande beaucoup de savoir-faire et d’ingéniosité, mais, avec le temps, vous verrez 
énoncé est faux. que prouver un théorème est très stimulant puisque cela représente chaque fois un 
défi à relever. 


À propos des démonstrations mathématiques, André Joyal, mathématicien qué- 
bécois de renommée internationale, a tenu les propos suivants au journaliste 
Normand Baillargeon, du quotidien Le Devoir’: 


L'objectif serait que chacun comprenne ce qu'est une théorie, comment, à partir 
d’axiomes et de règles de déduction, on peut arriver par le raisonnement déductif à 
démontrer des choses qui ne sont pas évidentes. Il ne s’agit pas de faire des élèves des 
géomètres, ni même des mathématiciens, mais bien des citoyens qui puissent juger 
par eux-mêmes, qui auront fait l'expérience d’une démonstration et appris que le 
savoir humain ne repose pas entièrement sur l'observation empirique, qu'on peut 
comprendre la nature par le raisonnement, sans en faire l'expérience directe. Faire 
une démonstration plutôt que d’imposer une vérité est une exigence au cœur de la 
démocratie. Celui qui avance une proposition a la responsabilité d’en faire la démons- 
tration s’il veut convaincre les autres. Les mathématiques sont démocratiques en ce 
sens: elles convainquent sans avoir recours ni à la force ni à l'argument d'autorité. 


és] 


Une démonstration, une preuve est une stragégie qui permet à celui qui défend une 
proposition de la défendre jusqu’au bout avec succès et qui peut faire face à un oppo- 
sant pouvant défendre le contraire. 


Preuve En mathématiques, une preuve (ou une démonstration) comporte les éléments sui- 
Une preuve est un raisonnement servant à vants présentés dans l’ordre indiqué: 
établir la vérité d’une proposition à l’aide 
d'énoncés considérés comme vrais. + L'énoncé qu'on veut prouver. 
+ Le mot Preuve pour indiquer le début de l'argumentation. 
+ L'argumentation ou le raisonnement (le cœur de la preuve). 


+ Un symbole pour indiquer la fin de la démonstration. Dans ce manuel, nous 
employons le symbole [=]. 


En guise d'initiation, voici la démonstration de deux théorèmes. Il ne faut pas croire 
que toutes les preuves mathématiques soient aussi simples. 


La trace de la matrice identité d'ordre n est n. 


Avant d'aborder la preuve, distinguons les hypothèses et la conclusion en 


reformulant le théorème: «Si À est une matrice identité d'ordre n, alors la 
trace de À est n.» L'hypothèse est: la matrice À est une matrice identité 
d'ordre ñn; et la conclusion est: la trace de À est n. 


*_N. Baïllargeon, « Le langage des maths», Le Devoir, 17 novembre 1997, p. BI. 
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Pour prouver le théorème 1.1, il ne suffit pas de vérifier que la proposition est 
vraie pour la matrice identité d’ordre 1, 2 ou 5. Il faut montrer que cet énoncé 
est vrai quel que soit l’ordre n. 


PREUVE 


Si À est une matrice identité d'ordre n, alors À = 1,, et les n éléments de sa 
diagonale principale valent tous 1. Par conséquent, 


Tr(A) = Tr(1,) 


(Re Sn 
a —— 


n termes. 


De manière plus formelle, on écrit 


Tr(A) = D 
i=1 


Il 
1 


ES} [=] 


Le théorème 1.2 comporte pour sa part l'expression « si et seulement si», expression 
qu'on trouve dans l’énoncé de plusieurs théorèmes. On peut réécrire ce théorème 
sous la forme symbolique À & B, soit une double implication (ou une bicondition- 
nelle) qu'on lit «A est équivalent à B». Dans un tel cas, le théorème comprend deux 
parties: À = B (une affirmation qu’on lit «A implique B» ou «B est une consé- 
quence de A», ou encore «Si À, alors B») et À = B (une affirmation qu'on lit «B 
implique A» ou «A est une conséquence de B», ou encore «Si B, alors A»). La 
démonstration comportera donc elle aussi deux parties qu'on distinguera en 
employant les symboles = et «=. 


Une matrice est diagonale si et seulement si elle est à la fois triangulaire infé- 


rieure et triangulaire supérieure. 


PREUVE 


(=) Distinguons l'hypothèse et la conclusion: si À est une matrice diagonale 


(hypothèse), alors À est une matrice triangulaire inférieure et triangulaire 
supérieure (conclusion). 


Si À est une matrice diagonale, alors À est une matrice carrée dont tous les 
éléments n’appartenant pas à la diagonale principale sont nuls. Par consé- 
quent, tous les éléments situés au-dessus de la diagonale principale sont nuls: la 
matrice À est triangulaire inférieure. De plus, tous les éléments situés au-dessous 
de la diagonale principale sont nuls : la matrice À est triangulaire supérieure. 
La matrice À est donc à la fois triangulaire supérieure et triangulaire inférieure. 


Nous venons de prouver la conclusion: À est une matrice triangulaire infé- 
rieure et triangulaire supérieure, étant donné l'hypothèse: À est une matrice 
diagonale. Dans la deuxième partie de la preuve, hypothèse et conclusion sont 
inversées. 


(=) Distinguons l'hypothèse et la conclusion: si A est une matrice triangu- 
laire inférieure et triangulaire supérieure (hypothèse), alors À est une matrice 
diagonale (conclusion). 


Soit À une matrice à la fois triangulaire inférieure et triangulaire supérieure. 
Les éléments de À situés au-dessus de la diagonale principale sont nuls, parce 
que À est triangulaire inférieure. De plus, les éléments situés au-dessous de la 
diagonale principale sont nuls, parce que la matrice est triangulaire supé- 
rieure. Par conséquent, tous les éléments qui ne sont pas sur la diagonale prin- 
cipale de À sont nuls, et, en vertu de la définition de matrice diagonale, A est 
une matrice diagonale. 


Si on recourt au langage symbolique, on peut abréger l'écriture de la preuve: 
le 


est une matrice triangulaire & a; =0Vi>jetVj>i 
supérieure et inférieure 


& À est une matrice diagonale [=] 


Des MOTS et des SYMBOLES 


Vous avez sans doute remarqué que nous avons indiqué la fin des preuves par le symbole 
F1. L'utilisation d'un symbole pour marquer la fin d'une démonstration vient du mathématicien 
américain d'origine hongroise Paul R. Halmos (1916-2006), qui l'introduisit dans son livre 
Measure Theory.ll utilisa le symbole I qui servait à marquer la fin d'un article dans les revues 
populaires, plutôt que le QED (Quod erat demonstrandum) traditionnel, qui signifie «Ce qu'il 
fallait démontrer». En français, on employa longtemps le sigle CQFD (Ce qu'il fallait démon- 
trer), que certaines mauvaises langues ont associé à «Ce qui fait dormir» ou, mieux encore, 
à «Ce que le frère disait ». Aujourd'hui, on emploie plutôt un symbole. Halmos créa également 
l'abréviation iff pour «if and only if », qui a pour équivalent français ssi, «si et seulement si ». 


Les symboles = et & indiquant une implication et une équivalence sont attribués à «Nicolas 
Bourbaki» (1935), pseudonyme collectif d'un groupe de mathématiciens français réputés. 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 32 et 33. Montrez que toute matrice diagonale est symétrique. 
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La théorie des matrices fut élaborée au milieu du x1x° siècle 
par deux mathématiciens anglais, Cayley et Sylvester. Les 
matrices permettent de présenter de l'information numé- 
rique de manière concise sous forme de tableau. L'inter- 
prétation des différents éléments d’une matrice dépend 
essentiellement de leur position. 


On dit d’une matrice À quelle est de format m X n si elle 
compte mn éléments disposés sur m lignes et # colonnes. 
On note généralement une telle matrice A = [a;],,,. Deux 


mx 
matrices sont égales si et seulement si elles sont parfaite- 


ment identiques: il faut quelles aient le même format et que 
leurs éléments correspondants soient égaux. 


Il existe plusieurs types de matrices. Le nom de ces types 
est souvent descriptif. Une matrice carrée a la forme d’un 
carré et on dit d’une telle matrice, qui compte # lignes et 
n colonnes, qu'elle est d'ordre n. Dans une matrice diago- 
nale, tous les éléments autres que ceux de la diagonale 
principale sont nuls, et chaque élément de la diagonale 
principale peut prendre une valeur quelconque. Si tous les 
éléments de la diagonale principale d’une matrice diagonale 
sont identiques, on dit quelle est une matrice scalaire. La 
matrice identité d'ordre n est une matrice scalaire dont tous 
les éléments de la diagonale principale valent 1. Une ma- 
trice nulle nest formée que de zéros. Une matrice ligne ne 
compte qu’une seule ligne. Une matrice colonne est formée 


d’une seule colonne. On trouve un triangle de nombres dans 
une matrice triangulaire supérieure ou inférieure. Tous 
les éléments d’une matrice symétrique sont disposés de 
manière symétrique par rapport à la diagonale principale. 
Dans le présent chapitre, on a également défini les concepts 
de matrice antisymétrique, de matrice échelonnée et de 
matrice échelonnée réduite. Ces deux derniers types de 
matrices seront particulièrement utiles dans la résolution 
de systèmes d'équations linéaires, et leur définition fait appel 
à la notion de pivot d’une ligne, soit le premier élément non 
nul de cette ligne. 


La rigueur en mathématiques repose essentiellement sur 
des fondements méthodologiques. Toute affirmation doit 
être étayée par une démonstration construite à l’aide d’argu- 
ments logiques reposant sur des théorèmes déjà prouvés, 
des axiomes ou des définitions. Faire une preuve consiste 
donc à établir une suite d'arguments logiques qui permettent 
de déduire une conclusion à partir d’une ou de plusieurs hy- 
pothèses. Une preuve mathématique commence par l'énoncé 
à prouver, suivi du mot Preuve — qui sert à indiquer le début 
de la preuve elle-même -, puis de l'argumentation. On marque 
la fin de la démonstration par un symbole comme {s]. 


Un exemple, aussi convaincant soit-il, ne constitue jamais la 
preuve d’un énoncé. En revanche, un contre-exemple per- 
met détablir qu’un énoncé est faux. 


MOTS clés 


Contre-exemple, p. 19 
Diagonale principale, p. 12 
Égalité de deux matrices, p. 14 
Élément d’une matrice, p. 9 
Format d’une matrice, p. 9 
Matrice, p. 9 

Matrice antisymétrique, p. 16 
Matrice carrée, p. 12 

Matrice colonne, p. 10 


Matrice diagonale, p. 15 

Matrice échelonnée, p. 17 
Matrice échelonnée réduite, p. 17 
Matrice identité, p. 15 

Matrice ligne, p. 10 

Matrice nulle, p. 14 

Matrice scalaire, p. 15 

Matrice symétrique, p. 16 


Matrice triangulaire inférieure, p. 15 
Matrice triangulaire supérieure, 
p. 15 
Ordre d’une matrice carrée, p. 12 
Pivot d’une ligne, p. 17 
Preuve, p. 19 
Théorème, p. 18 
Trace d’une matrice carrée, p. 12 


RÉSEAU de concepts 


Format ou ordre Trace 


C o [il 


Tr(C) = 52 


i=1 Matrice nulle (O,,x,) 


Types 
Matrice ligne 


Matrice colonne 


Matrice carrée 


aÿ = bij pour touti et tout j 


m=getn=r 


Matrices 


Matrice triangulaire supérieure 
Matrice triangulaire inférieure 
Matrice diagonale 

Matrice scalaire 

Matrice identité d’ordre n(I,) 
Matrice symétrique 

Matrice antisymétrique 
Matrice échelonnée 


Matrice échelonnée réduite 


EXERCICES récapitulatifs 


| SECTIONS 1.1 ET 1.2 


À 1. Un fabricant de composants électroniques vend deux pro- 
duits différents à trois clients. Les deux produits sont fabri- 
qués dans des usines différentes. Les frais de transport de 
chaque produit, pour chaque client, sont indiqués dans le 
schéma suivant. 


Client 1 
e 
50 $ 52$ 
Client 2 
Produit 1 = e 70 $ Produit 2 
555$ 30 $ 
e 
Client 3 


a) Présentez les informations contenues dans le schéma sous 
la forme d'une matrice À de format 2 X 3 et où a; repré- 
sente les frais de transport à payer pour expédier le pro- 
duit i au client j. 

b) Quelle information la deuxième ligne de la matrice 
contient-elle ? 


c) Quelle information la troisième colonne de la matrice 
contient-elle ? 


d) Quelle information a, donne-t-il? 


1 2. Une archéologue a étudié trois sites funéraires et y a réper- 

[TA torié quatre types de poterie. Elle a consigné ces informations 
dans le schéma suivant, où la présence d’un type de poterie 
dans un site est indiquée par un segment de droite joignant 
le numéro du site et le type de poterie. 


Numéro du site Type de poterie 
1 1 
2 2 
3 3 
4 


Vous voulez consigner les renseignements du schéma dans 
une matrice d'observation À = [a; 1e où 

si le ième site ne contient pas 

une poterie du j'"® type 

si le ième site contient 

une poterie du j"® type 
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a) Construisez la matrice À. 


Un autre archéologue a construit une matrice d’observa- 
tion B sur le même modèle que la matrice A. 


B = 


m © © © 
m © km © 


1 
1 
0 
1 


Or © 
OS © OH 


b) Combien de sites cet archéologue a-t-il étudiés ? 
c) Combien de types de poterie a-t-il répertoriés ? 


d) Quelle information peut-on tirer de la quatrième colonne 
de la matrice B? 


e) Quel site contient le plus petit nombre de types de poterie ? 


f) Donnez le sens et la valeur de b;.. 


À 3. Une entreprise compte 524 employés, soit: 1 président, 
F2 3 vice-présidents, 20 cadres intermédiaires et 500 syndiqués. 
"Leurs salaires annuels de base sont les suivants: le président 
reçoit 600 000 $, chaque vice-président 250 000 $, chaque 
cadre intermédiaire 100 000 $, et chaque syndiqué 50 000 $. 
En plus de leur salaire de base, les employés touchent une 
prime annuelle et des actions de la compagnie. La prime an- 
nuelle correspond à 10 % du salaire de base, et chaque employé 
reçoit une action par tranche de 1 000 $ de salaire. La valeur 


d’une action est de 5 $. Construisez la matrice de la rému- 
nération des employés de l’entreprise de manière que les lignes 
représentent les catégories d'emploi, et les colonnes les diffé- 
rentes modalités de rémunération (dans l’ordre où ces données 
apparaissent ci-dessus). 


LU 4. On a mené une enquête auprès de 105 détenteurs de permis 

 RA\ de conduire, dont 75 sont des hommes. On a dénombré 70 ré- 
pondants et 25 répondantes qui ont affirmé toujours attacher 
leur ceinture de sécurité lorsqu'ils conduisent. On a aussi 
dénombré 7 personnes, dont 3 femmes, qui ont déclaré atta- 
cher leur ceinture la plupart du temps. Enfin, les autres per- 
sonnes ont déclaré ne jamais attacher leur ceinture. Cons- 
truisez une matrice de format 2 X 3 où seront consignées les 
informations concernant le sexe des détenteurs de permis de 
conduire et la fréquence du port de la ceinture de sécurité. 
Les données de la première ligne de la matrice se rapportent 
aux hommes. Les colonnes de la matrice représentent la fré- 
quence du port de la ceinture de sécurité (dans l’ordre: toujours, 
la plupart du temps, jamais). 


b 5. En 1936, Wassily Leontief (1906-1999) a proposé de décrire 
É les interrelations entre les différents secteurs industriels d’une 
économie à l’aide d’une matrice carrée. Considérons une éco- 
nomie ouverte comptant n secteurs différents, chacun pro- 
duisant des biens (Poutput) à partir de biens qu’il a fabriqués 


lui-même ou encore qu’il a fait produire par un des autres 
secteurs (l’input). La matrice des coefficients techniques (ou 
matrice input-output) est la matrice À = [a;; ee où 4; donne 
la valeur requise de l’input du secteur i pour produire 1 $ de 


valeur d’output du secteur j. 


Soit À la matrice des coefficients techniques d’une économie. 
0,15 0,41 0,09 
A=1|0,12 0,13 0,35 
0,31 0,24 0,28 
a) Combien de secteurs industriels cette économie compte- 
t-elle ? 
b) Quelle est la valeur de l’input du deuxième secteur néces- 
saire à la production de 1 $ d'output du troisième secteur ? 
c) Quelle information le nombre 0,41 donne-t-il? 


d) Donnez une raison économique qui expliquerait pourquoi 
la somme des éléments d’une colonne d’une matrice 
d’input-output doit être inférieure à 1. 


| SECTIONS 1.2 ET 1.3 


À 6. 


Si A ={a;].. quelle est la relation (<, >, ou =)c entre les 
indices i et j des éléments de À situés: 


a) sur la diagonale principale? 
b) au-dessous de la diagonale principale ? 


c) au-dessus de la diagonale principale ? 


. Soit les matrices 
2 6 0 1 4 i 4 
—6 —1 23 9 
AZ! 3 15 2 10 rer 
0 125 7 
1 
0 2 —4 
2 0 2 
C = D=|-2 0 —6 E = 
Lo 2 4 6 0 : 
—9 
15 0 2 7 
F=[2 4 6] G=[fiI] H- À 
01 6 3 Y 3 


32 1 000 
2 8 0 0 1 4 
ro L=l 430 m=|, à] 
2135 
1 0 0 
0 0 0 0 1 
Eee) P=|020 a-[; cl 
0 0 3 


a) Donnez le format de chaque matrice et, s’il y a lieu, 
calculez-en la trace. 


b) Si possible, donnez la valeur de chacun des éléments sui- 
vants: 4535 G355 V233 b15 C223 di25 €31 5 €135 Mie. 


Lesquelles des matrices données sont: 
c) des matrices carrées ? 

d) des matrices lignes ? 

e) des matrices colonnes ? 

f) des matrices nulles ? 


g) des matrices triangulaires inférieures ? 


A 8. 


À 10. 


À 11. 


À 12. 
EH 13. 


M 14. 


M15. 


L\16. 


h) des matrices triangulaires supérieures ? 
i) des matrices diagonales ? 

j) des matrices scalaires ? 

k) des matrices identités ? 

D des matrices symétriques ? 

m) des matrices antisymétriques ? 

n) des matrices échelonnées ? 


o) des matrices échelonnées réduites ? 


Soit À une matrice symétrique et B une matrice antisymé- 
trique. Inscrivez les éléments manquants des matrices. 


SÉRIEUSES 
—1 4 9 3 
A=|____—-1 6 _ 
4 k _ 8 m 
—2 ___—5 ___ O0 
0 3 
—1 9 ___ —3 
B=|]__ __ 0 6 5 
4 k ___ O0 m 
—2 —5 0 


. Construisez la matrice des coefficients de chacun des sys- 


tèmes d’équations suivants : 


a) 2x + 3y — Zz + w 


5X + w + 3z = 
—3x — 2Z + 3y + 5w — 9 
4w = 12 


b) x + y - 35 
2x + 3y + 4 


Énoncez les critères d'égalité de deux matrices A et B. 


Pour quelles valeurs des paramètres x et y les matrices A et B 


sont-elles égales ? 
2x+3 8 x? 8 
A = B = 
y 4 _5 4 
Construisez les matrices Ox1, Orx3 et 13. 


Quelle est la forme générale d’une matrice diagonale 
a) dordre 3? 
b) dordre n? 


Quelle est la forme générale d’une matrice antisymétrique 
ordre 3? 


Donnez la forme générale d’une matrice à la fois symétrique 
et antisymétrique. 


Une matrice 2 X 2 échelonnée réduite peut avoir la forme 

1 k 

0 0 
où k est une constante. Quelles sont les autres formes possibles 
d’une matrice 2 X 2 échelonnée réduite ? 


M 17. 


11 18. 


À 19. 


Dites si l’énoncé est vrai ou faux, et justifiez votre réponse. 


a) Toutes les colonnes d’une matrice comportent le même 
nombre d'éléments. 


b) Une matrice 50 x 60 compte plus de lignes que de 
colonnes. 


c) Il n’y a que deux matrices lignes 1 X 6 qui soient éche- 
lonnées. 


d) Il n’y a que deux matrices colonnes 6 X 1 qui soient éche- 
lonnées. 


e) La seule matrice diagonale d'ordre 3 qui soit échelonnée 
réduite est J3. 

f) Une matrice [a; Le peut être antisymétrique. 

8. MTS IE A] 

h) La trace d’une matrice antisymétrique vaut 0. 

i) Une matrice diagonale est nécessairement échelonnée. 


j) Les éléments de la diagonale principale d’une matrice 
carrée À sont notés a. 


k) La matrice À = [a]. où 4j = i X j est symétrique. 


1) La matrice À = C7 où 4; = i— j est antisymétrique. 


Une matrice de format 8 X 4 compte 12 éléments. 


n) La somme de tous les éléments d’une matrice antisymé- 
trique est égale à la trace de cette matrice. 


o) Les matrices d'ordre 1 sont des matrices scalaires. 


Une matrice carrée d’ordre n telle que chacune de ses lignes 
et chacune de ses colonnes ne comptent qu’un seul élément 
non nul valant 1 porte le nom de matrice de permutation. 


a) Écrivez toutes les matrices de permutation d'ordre 2. 
Combien y en a-t-il ? 

b) Écrivez toutes les matrices de permutation d'ordre 3. 
Combien y en a-t-il ? 


Construisez les matrices suivantes : 


A = [a - où dj = (—1}*{ j2 
B=[b; Le où b; =i+2j 

: (1) (+ j) 
C:= [cu Le où Cÿ = pR. 
D = [d; la où d;; = 9) 
E = [el où ej = (2) j 


1120. Donnez l'expression du terme général (aÿ ; bi; CE dj; ej) de 


chacune des matrices suivantes: 


100 0 
222] 2222] os 
A=|22%4| 5 C= 
ee 33318 0 09 0 
44494 0 0 O 16 
ne ne. 
D=|-1 1-1] E= 
ve 05.513 
-4 4 4 -4 
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» 21. Soit un rectangle dont les côtés mesurent respectivement dans laquelle a;; représente la valeur (en milliards de dol- 


6 cm et 8 cm, et dont les sommets sont numérotés 1, 2, 3 et 4. lars [G$]) des biens importés par le ième pays du jme pays. 
1 8cm 2 Pays 1 
6cm 
20 30 35 40 
+ 3 
34 
a) Formez la matrice À = {|a;; où 4; représente la dis- aa 
_ [ î 1 : ni à 38 


tance entre les jième et jième sommets. 

Lorigine de la flèche indique le pays exportateur, et l'ex- 
trémité le pays importateur, alors que le nombre indique 
la valeur des importations ou des exportations. 


b) Vérifiez que la matrice À est symétrique et expliquez ce 
résultat dans le contexte. 


À 22. Le schéma suivant fait état de la migration interprovinciale b) Expliquez pourquoi les éléments de la diagonale princi- 
ITA au premier trimestre de 2022, dans les provinces de l'Ouest pale d’une matrice des échanges commerciaux entre des 
canadien. pays valent toujours 0. 


c) À partir du schéma présenté en 4, construisez la matrice B 
de la balance commerciale dans laquelle b;; représente la 
balance commerciale du fiè"e pays à l'endroit du jième pays. 


d) Comment doit-on interpréter un élément négatif dans la 
matrice B? 


ag —— | 


| Lo e) Construisez la matrice C = [é; je des échanges commer- 

a) À partir des renseignements contenus dans ce schéma, ciaux entre trois pays où c;; représente la valeur (en mil- 

complétez le tableau suivant présentant la matrice de mi- liards de dollars [G$]) des biens importés par le ième pays 
gration interprovinciale nette dans les provinces de du jième pays, sachant que cj = ii ÿ. 

APE f) Donnez l'expression générale de l'élément d;; de la ma- 

Migration interprovinciale nette au cours du premier trimestre de 2022 trice D où d; représente la valeur de la balance commer- 

(janvier à mars), Manitoba, Saskatchewan, Alberta ciale du "€ pays à l'endroit du j""€ pays, pour les trois 


ays de la question e. 
Province d’origine pey q 


e g) Donnez le sens et la valeur de d3. 
Province de ; 
FREE Manitoba Saskatchewan Alberta 224 è ; Fe : 
destination h) Vérifiez que la matrice D est antisymétrique. Expliquez ce 
Manitoba résultat dans le contexte. 
Saskatch x NT 
ee b 124. Un professeur donne un cours par tutorat à trois élèves 
Alberta [IA (James, Jasmine et Julien). L'évaluation des élèves repose sur 
Source: Statistique Canada. < Tableau 17-10-0045-01 Estimations des quatre examens notés sur 25. 
migrants interprovinciaux selon la province ou territoire d’ori- a) Quels sont les formats possibles de la matrice R servant à 
gine et de destination, trimestrielles >, consulté le 23 juin 2022. consigner les résultats de ces élèves à chacun des examens ? 


b) Écrivez une matrice R donnant les résultats des trois élèves 
à chacun des examens, si les résultats de chaque élève 
se retrouvent sur des lignes différentes de R, selon lordre 


b) Faites la somme de tous les nombres de la matrice. Expli- 
quez le résultat. 


c) Quelle province affiche le solde migratoire interprovincial alphabétique. 
net le plus élevé ? à 
d) Quelle province affiche le solde migratoire interprovincial c) Donnez le sens de DE pour la matrice construite en b. 
net le plus faible ? Pol 
3 
+ 23. On peut représenter les échanges commerciaux (valeur des 2 


importations et des exportations) entre des pays sous forme d) Donnez le sens de pour la matrice construite en b. 
matricielle. On peut également représenter la balance com- 


merciale (valeur des exportations moins valeur des impor- 


b 25. Lorsque plusieurs espèces animales vivent dans un même 


tations) sous forme matricielle. (s écosystème, elles entrent généralement en compétition pour 
a) À partir du schéma suivant, construisez la matrice leur alimentation. Lorsque deux animaux se disputent la 
A = [aÿ he des échanges commerciaux entre trois pays même nourriture, le gagnant est celui qui réussit à s’ap- 


26. 


proprier l’objet de convoitise. Supposons qu’un animal de 
l'espèce i l'emporte sur un animal de l'espèce j dans une pro- 
: i 
portion de €; = —. 
i+ j 
a) Construisez la matrice de compétition, C = [ci 1 entre 
trois espèces animales d’un même écosystème. 


b) Quelle espèce gagne le plus souvent lorsqu'elle est en com- 
pétition avec les autres espèces ? 


c) Que vaut c; + c;;? Expliquez ce résultat. 


Une souris se déplace entre les compartiments d’un laby- 


RA\ rinthe qui en compte trois. 


n27. 


Chaque fois qu'elle entend une cloche, elle change de compar- 
timent en passant au hasard par une des portes existantes. La 
matrice de transition P = [p;| , donne les probabilités des 


3x 
déplacements d’un compartiment à l'autre: 


Pi = probabilité que la souris se déplace 
du compartiment j au compartiment i 


a) Donnez le sens et la valeur de p1. 
b) Que vaut p; ? Expliquez votre réponse. 


c) Construisez la matrice de transition P. 


3 
d) Que vaut + P:2 ? Expliquez votre réponse. 
i=1 


Au cours du dernier mois, trois revendeurs de service inter- 
urbain se sont livrés une concurrence féroce. Ces trois en- 
treprises détiennent la totalité du marché. L'entreprise 1 a 
conservé 80 % de sa clientèle, mais en a perdu 10 % au profit 
de lPentreprise 2. L'entreprise 2 a retenu 75 % de sa clientèle, 
mais en a perdu 5 % au profit de l’entreprise 3. Enfin, l’en- 
treprise 3 détient toujours 90 % de sa clientèle, mais elle en 


28. 


@ 29. 


À 30. 


a perdu 5 % au profit de l’entreprise 2. La matrice de transi- 


tion T ={f; qui représente les mouvements de clientèle 
1 3x3 


est définie par 
t = part de la clientèle de j qui passe à i 


Construisez la matrice de transition du marché de l’inter- 
urbain. 


Un agent de sécurité effectue sa ronde entre 6 postes diffé- 
rents (notés I, 2, 3, 4, 5 et 6) où il doit signaler électronique- 
ment sa présence. Après avoir atteint un poste donné, il y 
reste 15 min et se dirige par 
la suite vers un autre poste qui 
lui est adjacent. La direction 
qu'il prend alors est complète- 
ment aléatoire, chaque direction 
ayant donc une même probabi- 
lité d’être prise. Le schéma qui 
suit indique les trajets possibles 
entre les différents postes. 


il 


2 


3 


a) Construisez la matrice T =[f; 1e 


babilité de passer, après une pause de 15 min, du poste j 
au poste i lorsque lagent se déplace entre deux postes 
adjacents qui sont liés entre eux. 


où f; représente la pro- 


b) Expliquez pourquoi les éléments de la diagonale princi- 
pale de la matrice T sont tous nuls. 


c) Expliquez pourquoi la somme des éléments d’une colonne 
de T donne 1, quelle que soit la colonne considérée. 


Un amateur de radio, synthonise toujours une de cinq fré- 
quences qu'on note fi, f, fx fa et 5. Après 15 min d’écoute, 
il change de station radio selon les règles suivantes: 


. Sil écoutait fi, alors il synthonise f,. 
. Sil écoutait f;, alors il synthonise f1. 


. Sil écoutait f, (où k = 2,3 ou 4), alors il synthonise 
fe avec une probabilité de et f,,, avec une proba- 
bilité de %. 

Construisez la matrice T = ff; 12 où t;; représente la proba- 

bilité de passer de la fréquence jf; à la fréquence f; lorsque 

l'auditeur effectue un changement de fréquence après une 
période d'écoute de 15 min. 


Au jeu d’échecs, on joue à deux sur un échiquier formé de 
64 cases alternativement noires et blanches, qui forment 
8 lignes et 8 colonnes. Chaque joueur dispose de 16 pièces 
(un roi, une reine, deux fous, deux 5 FT d ve à E 
cavaliers, deux tours et huit pions). AL ARARE 
Un joueur possède des pièces 
blanches (les Blancs) et l’autre des 
pièces noires (les Noirs). La posi- 
tion initiale des pièces sur l’échi- 
quier est indiquée dans la figure 
ci-contre. 
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Étant donné la forme de l'échiquier, on peut représenter un et j sont liés par une arête et a; = 0 dans le cas contraire. 


jeu d'échecs par une matrice. On détermine d’abord la valeur Voici un graphe simple et sa matrice d’adjacence. 
des pièces comme suit. 
0 1 0 0 0 
Valeur des pièces D 4 10010 
Couleur 2 A=)0 0001 
0 1001 
0 0 1 1 0 


a) Combien de sommets le graphe compte-t-il? 


b) Quel est le format de la matrice d’adjacence du graphe? 


c) Quel est le format de la matrice d’adjacence d’un graphe 
simple qui compte 


i. huit sommets ? 
ii. n sommets ? 
On note la position de chacune des cases de l'échiquier comme d) 


| re ne : . . La matrice d’adjacence du graphe simple illustré précé- 
si celui-ci constituait une matrice; puis on associe à chaque 


demment est symétrique. Peut-on dire que la matrice 
d’adjacence de nimporte quel graphe simple est symé- 
trique? Si vous répondez oui, justifiez votre réponse. 
Si vous répondez non, donnez un contre-exemple. 


case occupée le nombre correspondant à la valeur de la pièce 
qui s’y trouve, et à chaque case libre la valeur 0. Si on note la 
matrice par À =[a; be alors, par exemple, ags = 9, parce 
qu'au début du jeu le roi blanc se trouve à l'intersection de la 


huitième ligne et de la cinquième colonne. e) Quelle est la matrice d’adjacence du graphe simple 


suivant ? 
a) Complétez la matrice suivante, qui représente la position 
initiale des pièces sur un jeu d'échecs. 1 
2 4 8 _ 5 
—1 —1 -1 2 4 
0 0 0 0 0 0 0 0 3 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 f) Construisez un graphe simple dont la matrice d’adja- 
0 0 0 0 0 0 0 0 cence est 
0 1 0 
9 A=|1 01 
0 1 0 


b) Voici la matrice représentant la position des pièces sur 


léchiquier après plusieurs coups. Quelle notation ma- g) Pourquoi la matrice suivante ne peut-elle pas être la ma- 
tricielle emploie-t-on pour désigner le roi noir dans cet trice d'adjacence d’un graphe simple ? 
échiquier ? 0 1 1 
0 0 0 0 00 0 0 RU 
0 8 0 0 00 0 0 PRE 
0 -1 0 0 00 0-1 h) Si un graphe est formé de sommets et de flèches, on dit 
à —1 0 0 —9 0 0-1 0 qu'il est orienté. La matrice d’adjacence À = [a Le d'un 
7 0 0-1 1-4 0 0 0 graphe orienté est définie comme suit: 
NS RO 1 siune flèche part de i vers j 
HU IN 0 l autrement 
0 0 0 0 04 9 0 
Construisez la matrice d’adjacence À du réseau de liens 
c) Quelles sont les pièces restantes des Blancs ? aériens entre cinq villes représenté par le graphe orienté 
d) Quelle matrice obtiendra-t-on si les Blancs déplacent leur suivant : 


fou dans la case située au-dessus de leur roi ? © o 


À 31. La théorie des graphes est la branche des mathématiques qui 
étudie les réseaux (sociaux, électriques, de communication, 
de transport, etc.). Un graphe simple est un ensemble fini de 
points (appelés sommets) et de liens entre ces points (des 
segments de droite appelés arêtes). La matrice d’adjacence 
d’un graphe simple est À = [a;] où a; = 1 siles sommets à 


nx 


i) Construisez le graphe orienté représenté par la matrice 


0 0 1 0 
À = 


Or + 


0 1 
1 0 
0 1 


So + 


| SECTION 1.4 


À 32. Prouvez l’énoncé. Au préalable, distinguez les hypothèses et 


[1] la conclusion. 


a) Une matrice nulle carrée est une matrice scalaire. 


b) Une matrice scalaire dont la trace vaut 0 est une matrice 
nulle. 


c) La diagonale principale d’une matrice antisymétrique ne 
comporte que des zéros. 


à 33. Montrez que deux matrices scalaires de même format sont 
[en] égales si et seulement si leurs traces sont égales. 
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OPÉRATIONS SUR LES MATRICES 


CHAPITRE 2 


Tel est l'avantage d’une langue bien 
construite que sa notation simplifiée 
est souvent à lorigine de théories 
profondes. 


Pierre Simon, marquis de Laplace 


Comme nous l'avons vu au chapitre 1, dans le contexte d'un 
cours d'algèbre, les matrices sont constituées de nombres. 
Ilest donc normal de penser que nous pourrions effectuer 
des opérations sur les matrices, d'autant plus que nous avons 
déjà défini le concept d'égalité. Les quatre opérations de 
base sur les nombres réels sont l'addition, la soustraction, 

la multiplication et la division, mais peut-on étendre ces 
opérations aux matrices ? 


Qu'entend-on par l'addition de deux matrices ? Quel sens 
doit-on donner à cette opération ? Peut-on toujours additionner 
deux matrices ? Chaque matrice possède-t-elle son opposée ? 
Que dire de la multiplication? Existe-t-il un élément neutre ? 
Peut-on élever une matrice à une puissance entière? Peut-on 
diviser des matrices ? Les opérations matricielles ont-elles une 
quelconque utilité? Voila quelques questions auxquelles nous 
répondrons dans le présent chapitre. 


OBJECTIFS 


Additionner deux ou plusieurs matrices 
lorsque c'est possible (2.1). 


Multiplier une matrice par un scalaire 
(2.2). 


Trouver la matrice opposée d'une 
matrice (2.2). 


Transposer une matrice (2.3). 


Multiplier deux matrices lorsque c'est 
possible (2.5). 


Vérifier si une matrice est idempo- 
tente ou nilpotente, et, s'il y a lieu, 
trouver l'indice de nilpotence (2.5). 


interpréter le résultat d'une opération 
matricielle en contexte (2.1, 2.2 et 2.5). 


SOMMAIRE 
Un portrait de Arthur Cayley 


Déterminer l'opération matricielle à 
effectuer en contexte (2.1, 2.2 et 2.5). 


Invalider un énoncé relatif aux matrices 
à l'aide d'un contre-exemple approprié 
(2.6). 


Illustrer ou prouver des propriétés 
relatives aux opérations matricielles 
en recourant, s'il y a lieu, à la 
notation Z (2.4 et 2.6). 


Construire la matrice de transition 
et le diagramme de transition d'une 
chaîne de Markov simple (2.7). 


Déterminer la matrice d'état de 
niveau m d'une chaîne de Markov (2.7). 


2.1 Addition de deux matrices (p.34) 
2.2 Multiplication d'une matrice par un scalaire (p. 38) 
2.3 Transposition d'une matrice (p. 40) 


2.4 Propriétés de l'addition, de la multiplication par un 
scalaire et de la transposition (p. 41) 


2.5 Multiplication de matrices (p.43) 
2.6 Propriétés de la multiplication de matrices (p. 50) 
2.7 Chaînes de Markov (p.56) 


2.8 Produit matriciel et système d'équations linéaires 
(p. 62) 

Résumé (p. 64) 

Mots clés (p. 65) 


Réseau de concepts (p.66) 


Exercices récapitulatifs (p.66) 


Exercices de révision (chapitres 1 et 2) (p.77) 


Exprimer un système d'équations 
linéaires sous forme matricielle (2.8). 


Définir l'inverse d'une matrice carrée 
(2.8). 


Trouver la matrice inverse d'une 
matrice carrée d'ordre 2 qui est 
inversible (2.8). 


Résoudre un système d'équations 
linéaires en utilisant l'inverse de la 
matrice des coefficients des inconnues 
du système (2.8). 
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UN PORTRAIT DE 


Arthur Cayley 


Arthur Cayley naquit en 1821 à Richmond, en Angleterre. Entré 
au Trinity College de l'Université de Cambridge à l'âge de 17 ans, 
le jeune Cayley manifesta rapidement son immense talent pour 
les mathématiques. Il obtint son diplôme avec les plus hautes 
distinctions et devint Fellow, c'est-à-dire membre émérite, du 
Trinity College. Un des examinateurs, impressionné par les 
prouesses de Cayley, écrivit à côté de son nom qu'il se trouvait 
dans une classe à part, au-dessus du premier. 


Cayley dut toutefois penser à gagner sa vie. Or, aucun poste 
de professeur n'était alors disponible pour un laïc. Il s'inscrivit 
donc en droit et devint avocat. Il exerça cette profession pen- 
dant 14 ans, ce qui ne l'empêcha pas de publier durant cette 
période près de 300 articles portant sur différents sujets en 
mathématiques. 


En1863, grâce à un legs de Lady Sadler, l'Université de Cambridge 
ouvrit une chaire de mathématiques pures, dont Cayley devint 
le premier titulaire. En dépit de la piètre rémunération offerte, 
Cayley fut très heureux de pouvoir enfin se consacrer entière- 
ment à sa passion: les mathématiques. || occupa ce poste de 
Arthur Cayley professeur à Cambridge jusqu'à sa mort en 1895. 


Cayley toucha à presque toutes les branches des mathématiques 
pures, mais il manifesta un intérêt particulier pour l'algèbre et la géométrie (euclidienne et 
non euclidienne). Ainsi, il fut le premier à étudier la géométrie à n dimensions, il inventa le 
calcul matriciel, il élabora la théorie des invariants algébriques et il apporta une contribution 
importante à la théorie des déterminants. Ses travaux sur les matrices servirent d'ailleurs de 


fondement à la mécanique quantique, que Werner Heisenberg (1901-1976) développera à 
compter de 1925. 


Cayley s'intéressa aussi au célèbre problème du coloriage des cartes géographiques. En1852, 
Francis Guthrie (1831-1899) avait émis l'hypothèse qu'il suffisait de quatre couleurs pour 
dessiner une carte géographique (quelle qu'en soit la configuration géopolitique) telle que 
deux pays ayant une frontière commune soient de couleurs différentes. En1879, Cayley publia 
sur le sujet un article intitulé On the Colouring of Maps.Il y présenta notamment les difficultés 
inhérentes à la preuve de cette conjecture. L'hypothèse de Guthrie ne fut prouvée qu'en 1976 
par les mathématiciens Kenneth Appel (né en 1932) et Wolfgang Haken (né en 1928). Le théo- 
rème des quatre couleurs fut le premier théorème majeur dont la preuve, obtenue grâce à 
un ordinateur, exigea 1 200 heures de calcul informatique”. Il va sans dire que cette démons- 
tration, basée sur un programme informatique, et donc laissée à un automate, souleva un 
grand débat dans la communauté mathématique puisqu'elle reposait sur une méthode d'épui- 
sement de cas ne pouvant être vérifiés directement par des mathématiciens. 


James Joseph Sylvester (dont nous avons esquissé un portrait au début du chapitre 1), un 
ami et collègue de Cayley, disait de lui qu'il embellissait tout ce qu'il touchait («nihil tetigit 
quod non ornavit »). D'ailleurs, la collaboration de Cayley et de Sylvester dans l'élaboration 
de la théorie des invariants fut si étroite qu'on les désigne souvent comme les invariant twins 
(les «jumeaux invariants »). 


Cayley compte parmiles trois auteurs les plus prolifiques en mathématiques, les autres étant 
Leonhard Euler (1707-1783) et Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Son œuvre mathématique se 
compose de 13 volumes d'environ 600 pages chacun; on y dénombre 966 articles spécialisés. 


* Pour en savoir un peu plus sur le théorème des quatre couleurs et son histoire, consultez le site d'histoire des 
mathématiques de l'Université de St. Andrews (www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/). Le sujet «Four Colour 
Theorem » se trouve dans la section «Geometry and Topology » sous la rubrique «History Topics Index ». 
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ADDITION DE DEUX MATRICES 


DANS CETTE SECTION : addition de deux matrices - incompatibilité pour l'addition. 


Au chapitre précédent, nous avons établi le vocabulaire utile à l'étude de l’algèbre 
matricielle. De même qu'il est possible d'effectuer des opérations mathématiques 
sur les nombres réels, il est possible d'en effectuer sur les matrices. Dans le présent 
chapitre, nous aborderons l’addition de matrices, la multiplication d’une matrice 
par un scalaire, la transposition d’une matrice et la multiplication de deux matrices. 
Nous examinerons également les principales propriétés de ces opérations. 


Des MOTS et des SYMBOLES 


Le mot algèbre a pour origine le terme arabe a/-jabr, qui signifie «reconstruire ou remettre 
en place ». Ce mot a été employé pour la première fois par le mathématicien persan al-Khwa- 
rizmi (environ 788-environ 850) dans son ouvrage Xitab al jabr wa mugabala pour décrire 
le transfert d'un terme d'un membre à l'autre membre d'une équation. La latinisation du 
nom d'al-Khwarizmi (a/gorismus) a donné le vocable algorithme. Un des livres d'al-Khwarizmi 
(dont seule la traduction latine Algoritmi de numero indorum nous est parvenue) a été 
déterminant dans l'histoire des mathématiques puisqu'il a introduit en Occident le système 
positionnel décimal que nous connaissons. 


Initialement, l'algèbre avait donc pour objet la résolution d'équations ou de systèmes 
d'équations. On a longtemps considéré cette branche des mathématiques comme l'«arith- 
métique des lettres». Toutefois, au XIX® siècle, des mathématiciens, plus enclins à la théorie 
qu'au simple calcul, ont enrichi l'algèbre. Ils en ont fait la partie des mathématiques qui 
étudie les ensembles munis d'opérations et de propriétés (associativité, commutativité, 
distributivité, fermeture, etc.) et ont ainsi créé le concept de structure algébrique. 


Illustrons l'addition de deux matrices en la présentant dans un contexte simple. 


EXEMPLE 2.1 


James, Jasmine et Julien ont décidé de présenter sous forme matricielle le nombre 
d'actions des compagnies W, X, Y et Z acquises en septembre (TABLEAU 2.1) et en 
octobre (TABLEAU 2.2). 


TABLEAU 2.1 


Nombre d'actions acquises en septembre 


Julien 


TABLEAU 2.2 


Nombre d'actions acquises en octobre 


Julien 


Jasmine a alors eu l’idée de combiner ces deux matrices afin de mesurer la somme 
de leurs acquisitions au cours des deux mois. Voici les calculs qu'elle a effectués 
(TABLEAU 2.3) et les résultats qu'elle a obtenus (TABLEAU 2.4), 


Addition de deux matrices 


Laddition de deux matrices de même 
format, À = [a; LL. etB={b; Le 
est une opération matricielle dont le 
résultat (la somme) est la matrice 
A+B=[a; +b;] 


mxn 


Incompatibilité pour l'addition 

Si deux matrices n'ont pas le même format, 
on dit quelles sont incompatibles pour 
laddition ou encore que l'addition n'est 
pas définie pour ces deux matrices. 


TABLEAU 2.3 


Nombre d'actions acquises en septembre et en octobre 


W X W Z 
James 10 + 8 20 +7 13-721 14 +19 
Jasmine 15 +5 18 +3 12-51 17 +16 
Julien 2129 11+0 2)3) 4e 29) 25 + 34 
Nombre d'actions acquises en septembre et en octobre 
W X We 7 
18 27 34 33 
Jasmine 20 21 43 33 
- 


En combinant les deux matrices comme elle l’a fait, Jasmine a, dans les faits, 
procédé à leur addition. Elle a calculé la somme des éléments qui occupent une 
même position dans la matrice du nombre d’actions acquises en septembre et 
dans celle du nombre d’actions acquises en octobre. Cet exemple nous amène à 
la définition de l'addition de deux matrices. 


L'addition de deux matrices de même format, À = C2 et B = [b; ls est une 


opération matricielle dont le résultat (la somme) est la matrice À + B = [a + Pl 


A+B= 


Ami m2 


Gi + bi 


di + bn 


Gi + bn 


ni + bn Am2 “ by2 


=[a+b;],., 


ni 
2 + by 


A + bn 


Gj2 + ba 


din 


bi 


L'élément situé à l'intersection de la ie ligne et de la je colonne de la matrice 
somme est donc égal à la somme des éléments qui se trouvent à l’intersection de la 
ième ligne et de la ji" colonne dans les deux matrices à additionner. Notez que le 
résultat de l’addition de deux matrices de format m X n est également une matrice 
de format m X n. C’est pourquoi on dit que l’opération d’addition dans l’univers des 


matrices de format m X n possède la propriété de fermeture. 


En vertu de la définition de l’addition de deux matrices, on ne peut additionner que 
des matrices de même format. Si deux matrices sont de formats différents, on dit 
qu'il y a incompatibilité pour l'addition ou encore que l’addition n'est pas définie 


pour ces deux matrices. 
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L'expression A+B =[a;+b;] contient deux signes d’addition. Le premier 
a mxn 
—_—., — 


Addition 


de matrices. Addition 


de réels. 

représente l’addition de deux matrices, et le second l'addition de deux nombres 
réels. L’addition des matrices À et B est une opération sur deux éléments d’un 
ensemble (les matrices de format mx n) dont le résultat appartient au même 
ensemble. L'addition des éléments a; et b;; est une opération sur deux éléments d’un 
autre ensemble (les nombres réels) dont le résultat appartient à cet autre ensemble. 
On emploie le même symbole (le signe «+») pour désigner ces deux opérations 
différentes (qui portent sur des ensembles différents), mais c'est seulement parce 
qu’elles sont intimement liées. Il importe que vous sachiez reconnaître ces deux sens 
du signe «+» pour bien comprendre les démonstrations des propriétés des matrices 
que nous étudierons bientôt. 


EXEMPLE 2.2 


Soit les matrices 


L'addition des matrices À et C n’est pas définie parce que ces matrices ne sont pas 
de même format: À est une matrice 2 X 2, alors que C est une matrice 3 x 2. De 
même, l’addition des matrices C et O,,, n’est pas définie. 


Par contre, 


asB-[iie 4+2 | 


3+6 2 + (-4) 


_[fo | 
7 [9 —2 
_[1+0  . 
7 [3+0 2+0 


“L | 


Et 6+0 


À + Os 


2+0 3+0 
4+0 9+0 


C + O2 


Il 
EE 
= D 
© W& 
———————, 


Les résultats des deux dernières opérations portent à croire que les matrices 
nulles jouent le rôle d’élément neutre pour l’addition. Cette intuition est juste, 
mais la propriété reste à démontrer! 


Soit les matrices 


3 5 —8 il 5 = 1 4 
A=|1 0 4 B=| 93 2 C=| 2 0 
GS ON —1 4 


Si elle est définie, effectuez l'opération. 
a) A+C 
b) A+B 


c) B+ A. Comparez le résultat avec celui que vous avez obtenu en b. Que 
constatez-vous ? D’après vous, s'agit-il d’une coïncidence ou est-ce une 
propriété générale de l'addition de matrices ? 


EXEMPLE 2.3 
Soit les matrices 
A=fa] où =f+ÿ et B=[b;]., où b; =2ÿ 
Si on pose C = À + B, alors C=[c;]., où 
Cÿ = Gÿ + Dj 
=(2+ÿ)+2ÿ 
= (+5 


Ainsi, C3 = (3+1) =16etcys = (4 +5) = 81. De plus, comme la matrice Cest 
carrée et que 


cy = (i+j) 
=G+Y 
— Ci 
la matrice Cest symétrique. 
3 5 -8 
SiA=|1 0 4|etB= LP où b; = (—1) j°, que vaut À + B? 
6 7 7 
Des MOTS et des SYMBOLES 


En théorie, il faut distinguer les mots addition et somme, de même que les mots multiplication 
et produit. Les termes addition et multiplication désignent des opérations, alors que les 
termes somme et produit désignent les résultats de ces opérations. Dans ce manuel, nous 
ne tiendrons pas compte de cette distinction. 


OPÉRATIONS SUR LES MATRICES 


Multiplication d’une matrice 
par un scalaire 


La multiplication d’une matrice 

À = [aÿ 1 par un scalaire (un nombre) 
k est une opération dont le résultat est la 
matrice kA = [ka; | 


mxn° 


MULTIPLICATION D'UNE MATRICE 
PAR UN SCALAIRE 


DANS CETTE SECTION : multiplication d'une matrice par un scalaire - matrice opposée. 


La deuxième opération sur les matrices que nous définissons est la multiplication 
d’une matrice par un scalaire. 


EXEMPLE 2.4 


James, Jasmine et Julien ont comptabilisé leurs achats d’actions pendant trois 
mois. Le TABLEAU 2.5 donne la représentation matricielle de leurs achats de sep- 
tembre à novembre. 


TABLEAU 2.5 


Nombre d'actions acquises de septembre à novembre 


W x Y 7 

James 30 48 Sil | 54 
63 a 81 45 
Julien F 42 78 | 60 


James a alors eu l’idée de calculer le nombre moyen d'actions acquises par cha- 
cun d'eux. Comme la période compte trois mois, James a multiplié chaque élé- 
ment de la matrice par Y. Il a donc multiplié chaque élément de la matrice par 
un scalaire (le nombre ). Le TABLEAU 2.6 en donne la représentation matricielle. 


TABLEAU 2.6 
Nombre moyen d'actions acquises par mois de septembre à novembre 
w x Y > | 
James 10 16 17 18 | 
Jasmine 2) 25 7 15 | 


Cet exemple nous amène à la définition de la multiplication d’une matrice par 
un scalaire. 


La multiplication d’une matrice A = [ai]. par un scalaire (un nombre) k donne 


une nouvelle matrice de même format que À, notée kA = [ka]. On multiplie 


donc chaque élément de la matrice À par le nombre k pour obtenir le produit KA. Si 


di 2 ‘'" Gi; Un 
dun 22 ** dj * Eh 
1 : : 
dj di dj; din 
An A2 ni yann 


Matrice opposée 
La matrice opposée d’une matrice 
A=l{a;] . est la matrice 
mxn 
—A=T[-a;] La somme de deux 
mxn 


matrices opposées est la matrice nulle 
de format m X n, cest-à-dire que 
A+(-A)=A-A=O,. 


alors 


ka Ka :: ka; : ka, 
Ka: Ka AD ka; ; Ru ka, 
on Ka: ka; ss ka;; s.< Küin 


Kn Kus ee Ka - ka, 


: [Ka; le 


Par conséquent, la multiplication d’une matrice de format m X n par un scalaire est 
une matrice de même format, de sorte qu'on peut dire que l’univers des matrices de 
format m X n est fermé par rapport à la multiplication par un scalaire. 


EXEMPLE 2.5 


Soit les matrices 


Alors, 


5(1) 5(4) 
L Es ol 


_[ 5 20 
” [15 10 


e DCD (-DG) 
CDB=| Cn@ (14 


Par ailleurs, 


= Osx2 
ga= |? 7 S]Quevau +4: 
school ra 


On note la matrice (—-1)A par —A et on appelle —A la matrice opposée de A. Les 
matrices opposées possèdent une propriété intéressante: si À = [a 12: alors 


— À = La] et 
A+(-A)= A-A 


= Oyxn 


La matrice —A joue donc le rôle d’inverse additif de la matrice À. 
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Transposée d’une matrice 
La transposée d’une matrice À = [a;] 
mxn 


: Fe ; s 
est la matrice A = (ail qu'on obtient 


en intervertissant les lignes et les colonnes 
de A. 


Soit les matrices 


Si elle est définie, effectuez l'opération. 
a) —2C 
b) 3A + 2B 
c) 3D + 4C 
d) -2A + D 


TRANSPOSITION D'UNE MATRICE 


DANS CETTE SECTION : transposée d'une matrice - matrice symétrique - matrice 
antisymétrique. 


La transposition d'une matrice est une opération dont nous nous servirons dans les 
prochains chapitres. La transposée d’une matrice A, notée A! (ou AT), est la matrice 
obtenue en intervertissant les lignes et les colonnes de la matrice A. Ainsi, la pre- 
mière ligne de A devient la première colonne de A’, etc. Si A=[a;]., alors 


A = {[a;],.,,: la transposition d’une matrice de format m x n donne une matrice 


de format n x m. 


EXEMPLE 2.6 


Soit les matrices 


F5 2 _[ 04 _f1 45 : 
UE d g=| < . c=|; 3 . D=d;],, où dj =2i- j 


Soit les matrices 


1 3 3 5 -8 
A=[14 -8] B=| 2 1 ie À D=| 50 7 
—1 4 —ù % I 
Effectuez l'opération. 
a) A’ 
b) B! 


Matrice symétrique 

Une matrice symétrique est une matrice 
carrée À = [a; Lun telle que 4; = a; pour 
toutes les valeurs de i et de j. Ainsi, une 
matrice carrée À est une matrice symé- 
trique si et seulement si À = À'. 


Matrice antisymétrique 

Une matrice antisymétrique est une 
matrice carrée À = [a; Le telle que 

aÿ = —a; pour toutes les valeurs de j et 
de j. Ainsi, une matrice carrée À est une 
matrice antisymétrique si et seulement 
si À = — A ou, ce qui est équivalent, si 
et seulement si Af = —A. 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 1 à 3. 


2.4 


c) C'. Émettez une hypothèse à propos de la transposée d’une matrice 
antisymétrique. 

d) D'. Émettez une hypothèse à propos de la transposée d’une matrice 
symétrique. 


À la section 1.3 du chapitre 1, nous avons dit qu'une matrice symétrique est une 


matrice carrée À = [a], telle que 4; = a; pour toutes les valeurs de ï et de j. Nous 


pouvons maintenant reformuler cette définition en recourant au concept de trans- 
posée: une matrice symétrique est une matrice À telle que À = A. 


Par ailleurs, nous avons dit qu’une matrice antisymétrique est une matrice carrée 
À = [al telle que a; = —a;; pour toutes les valeurs de i et de j. Nous pouvons 


également reformuler cette définition à l’aide du concept de transposée : une matrice 
antisymétrique est une matrice À telle que À = —Af ou, ce qui est équivalent, telle 
que A = —A. Ces deux définitions - qu’on trouve dans l’article d'Arthur Cayley 
intitulé A Memoir on the Theory of Matrices — sont très utiles pour prouver quelques- 
unes des propriétés des matrices symétriques et des matrices antisymétriques. 


Soit les matrices 


3 5 -8 
A=|10 4 mL É . 

67 7 

1 4 

sit 


Si elle est définie, effectuez l'opération. 
a) 3Bt —- 2C 
b) 34! +2B 


c) (B:) . Que constatez-vous? D’après vous, s'agit-il d’une coïncidence ou 
est-ce une propriété générale des matrices ? 


d) (A+ DY 


e) Àf + D'. Comparez le résultat avec celui que vous avez obtenu en d. Que 
constatez-vous ? D’après vous, s'agit-il d’une coïncidence ou est-ce une pro- 
priété générale des matrices ? 


PROPRIÉTÉS DE L'ADDITION, DE LA 
MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE 
ET DE LA TRANSPOSITION 


Les opérations que nous venons de définir possèdent des propriétés intéressantes 
(théorème 2.1, p. 42) qui découlent pour la plupart des propriétés correspondantes 
des opérations sur les nombres réels. Il va sans dire que les propriétés d’une opération 
sur des matrices ne sont vérifiées que si l'opération est définie. Ainsi, l’affirmation 
A+B=B+A a un sens seulement si les matrices À et B sont de même format. 


OPÉRATIONS SUR LES MATRICES 


THÉORÈME 2.1 


Soit À, Bet C des matrices de format m x n, et k et r des scalaires (des nombres 
réels). Alors, 


1. A+B=B+A Commutativité de l'addition. 
. (A+B)+C=A+(B+C) Associativité de l'addition. 


5 ZALSE (—A) = Oyxn Les matrices À et -A sont opposées. 


2 
3. A+O,yxn = À Existence d’un élément neutre pour l'addition. 
4 
5 


. K(A+B)=KkA+KB Distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport 


à l'addition de matrices. 


. (&k+r)A = kA+TrA  Distributivité de la multiplication par un scalaire par rapport 


à l'addition de nombres réels. 

7. (kr) A = k(rA) 
8. 14 = À 
JDA =O,,, 

: KOpxr = Onxn 

7 

. (KAŸ = kA' 

. (A+BŸ) = Af + B! 


Nous allons maintenant prouver les propriétés 1, 3, 9 et 11 du théorème 2.1. Nous 


vous laissons démontrer les autres propriétés en guise d'exercice. 


PROPRIÉTÉ 1 


Si À et B sont deux matrices de format m X n, alors À + B = B+A. 


PREUVE 


Si À = 1721 et B = Le alors 
A + B = [a + b;| ; Définition de l’addition de deux matrices. 
mxn 
= [b; + a; | , Commutativité de l’addition dans les réels. 
mxn 


— B+ A Définition de l'addition de deux matrices. 


PROPRIÉTÉ 3 


Si À est une matrice de format m X n, alors À +O,,4, = À. 


PREUVE 


Si À = CARE alors 


À +Oyxn = [a + 0... Définition de l'addition de deux matrices. 


= [a] . Le nombre 0 est l’élément neutre pour l’addition dans les réels. 
mxn 


= À Définition de A. 


OI 


PROPRIÉTÉ 9 


Si À est une matrice de format m x n, alors OA = Oyxn. 


PREUVE 


Si À = [a | P alors 


mx 


OA = [O X a] : Définition de la multiplication d’une matrice par un scalaire. 
mxn 


= [0},x» Le nombre 0 est l’élément absorbant pour la multiplication dans les réels. 


= Oyxn Définition de O,,xy. [= 


PROPRIÉTÉ 11 


Si À est une matrice de format m X n, alors (A' } = A, 


PREUVE 
A=fa;l,., = A'=fail,, = (4) =fa;]l,, = (4) =A 
Définition de la Définition de la 
transposée. transposée. [s] 


Prouvez les propriétés 6, 7, 8 et 10 du théorème 2.1, à savoir (k + r)A = kA + rA, 
(kr) A = K(rA), 1A = A et KO = Onxn. 


Signalons au passage que l’ensemble des matrices de format m X n - que nous dési- 

gnerons par llyxn - Muni des opérations d’addition et de multiplication par un 

Vous pouvez maintenant faire scalaire, forme ce que nous appelons un espace vectoriel parce que cet ensemble est 
les exercices récapitulatifs 4 à 7. fermé sous ces deux opérations et qu'il vérifie les propriétés 1 à 8 du théorème 2.1. 


—22Z MULTIPLICATION DE MATRICES 


DANS CETTE SECTION : produit de deux matrices - matrice idempotente - matrice nilpotente - 
indice de nilpotence. 


Nous avons introduit les opérations d’addition de deux matrices et de multiplication 
d'une matrice par un scalaire de manière intuitive à l’aide d’un exemple simple. 
Faisons de même pour la multiplication de deux matrices, bien que cette opération 
ne soit pas aussi facile à illustrer. 


EXEMPLE 2.7 


La valeur, notée v, de g actions dont le prix unitaire est de p $ est égal au produit 
v = qp$. Ainsi, la valeur de 5 actions dont le prix unitaire est de 7,31 $ est de 
v=qgp$=5Xx7,31$ = 36,55$. Voyons comment généraliser, à l’aide de la mul- 
tiplication de matrices, la valeur de trois portefeuilles d'actions en deux moments 
différents. 


Le nombre d'actions dans les portefeuilles de James, de Jasmine et de Julien sont 
données dans le TABLEAU 2.7 (p. 44). 


OPÉRATIONS SUR LES MATRICES 


TABLEAU 2.8 


Prix unitaire des actions à la clôture 
des marchés 


TABLEAU 2.7 


Nombre d'actions de chaque compagnie détenues par James, Jasmine et Julien 


James 


Jasmine 


Le prix unitaire des actions varie quotidiennement (TABLEAU 2.8). 


Nous voulons représenter sous forme matricielle la valeur du portefeuille de cha- 
cune des trois personnes à la clôture du marché le lundi et le mardi. Nous inspi- 
rant des calculs effectués lorsque nous n'avions qu'une quantité et qu’un prix, 
nous voulons déterminer la matrice de la valeur, notée V, en calculant le produit 
de la matrice des quantités, notée Q, par la matrice des prix, notée P. 


Déterminons d’abord le format de la matrice des valeurs. Comme il y a trois 
personnes et deux périodes, cette matrice est de format 3 X 2; par conséquent, 
V = {v; LL. La première ligne de V représente la valeur du portefeuille de James, 


la deuxième, celle du portefeuille de Jasmine, et la troisième, celle du portefeuille 
de Julien. La première colonne représente la valeur des portefeuilles de chacune 
des trois personnes à la clôture du marché le lundi, et la deuxième colonne, la 
valeur des portefeuilles à la clôture du marché le mardi. 


La valeur du portefeuille de Julien à la clôture le lundi est donc notée v;., et celle 
de Jasmine à la clôture mardi par v,. Évaluons chacun de ces éléments: 


V31 = 12(5,25 $) + 11(12,00 $) + 0(21,32$) + 23(10,41$) 
= 434,43$ 

Va) = 18(5,40 $) + 14(11,72$) + 9(21,48 $) + 17(10,44$) 
= 632,08$ 


Pour évaluer v,, nous avons dû effectuer une opération qui consiste en quelque 
sorte à «multiplier » la froisième ligne de la matrice Q des quantités par la pre- 
mière colonne de la matrice P des prix. On obtient ainsi la matrice V des valeurs 
des portefeuilles 


V = QP 
5,25 5,40 
on la 7 
D 1 0 23 |2232 2148 
10,41 10,44 


et V31 — Y31Pu1 + 32Pa1 + 33 Pa1 + GsaPar. 


On obtient donc l'élément de la matrice des valeurs situé à l'intersection de la 
ième ligne et de la j" colonne, soit v;, en «multipliant» de la même façon la 
ième ligne de la matrice Q des quantités par la ji" colonne de la matrice P des 
prix: 


Vi = QnPij + Gi2P25 À Gi3P3j + GiaPa; 
La matrice V des valeurs des portefeuilles est donc 


555,25 552,40 
V =] 631,35 632,08 
434,43 433,84 


Par conséquent, la valeur du portefeuille de Julien (troisième ligne) à la clôture 
de marchés le mardi (deuxième colonne) était de 433,84 $. 


Nous sommes maintenant en mesure de définir de manière formelle le produit 


Produit de deux matrices matriciel. Étant donné deux matrices À = [a] en € B = [b;] 7 le produit des 
mxn n 
Le produit de deux matrices À = [a;; : : He ne ; 
P ; [45 Lu matrices À et B, dans cet ordre, est la matrice C = AB=[c;] . , définie comme suit: 
etB=[b; Le est le résultat de la multi- mxp 
plication de ces deux matrices, dont 
. Gi 2 * j *** An Ba Bo ++ BG; ++ &, 
l'expression est AB = Su | | Gi An ‘** M; An by D» --- b,; ss bip 
k=1 mx p . 
AB=| : : : 
ii Gp °° dj Gin bi Ba + bg + b, 
m1 m2 Œynj Ann bn by b, bp 
C1 C2 Cij Cip 
C1 C2 ‘** Cj ‘°° Ch 
Ci Ci Ci Cp 
Cm1  Cm2 Cmj Cmp 
où 


Cÿ = nb; + dobr; + Gsbs; +++ ab, 


n 
D axbi; 
k=1 


Autrement dit, 


C = AB 


Sub, | 
k=1 


Il n'est pas nécessaire d’employer cette formule pour calculer le produit de deux 
matrices. Il suffit de se rappeler que pour trouver l'élément du produit matriciel AB 
situé à l'intersection de la "ligne et de la je colonne, soit c;;, on «multiplie» en 
quelque sorte la se ligne de la matrice A par la ji" colonne de la matrice B, dans 
cet ordre. Toutefois, il faut employer la formule contenant le symbole de sommation 
pour prouver les principales propriétés de la multiplication de deux matrices. 


mxp 


On sait qu'on ne peut additionner deux matrices que si elles ont le même format. Il 
existe également une condition relative aux formats de deux matrices pour qu'on 
puisse les multiplier : le produit matriciel AB, où À est une matrice de format m x n 
et B une matrice de format r X p, est défini seulement si n = r, c'est-à-dire si le 
nombre de colonnes de la matrice À est égal au nombre de lignes de la matrice B. 
Dans ce cas, la matrice AB est de format m x p: 


A B = ‘€ 
U*X© ex: "y 
ttt TT 


Si A est une matrice de format 2 x 3 et B une matrice de format 3 X5, alors AB est 
une matrice de format 2 x 5. Cependant, le produit BA n’est pas défini puisque 5, le 
nombre de colonnes de B, n’est pas égal à 2, le nombre de lignes de À. 
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Cette dernière constatation nous amène à faire une remarque importante au sujet 
du produit matriciel. On sait que ab = ba pour tous nombres réels a et b. À l’inverse, 
il existe des matrices À et B telles que AB Z BA. Contrairement à la multiplication 
de réels, la multiplication de matrices n’est pas commutative. Il faut donc être très 
prudent: n'étant pas des nombres réels, les matrices n'en possèdent pas toutes les 
propriétés. 


Soit les matrices 
—8 


5 
1 7 
FT 


1 4 
c-| ) D= [ay]. où dj = (1) 
—1 4 


Si le produit matriciel est défini, donnez le format du résultat de l'opération. 
D ACMDACAN CPE DICO ADO NRA CNP AIDE) 


Illustrons maintenant le produit matriciel à l’aide d’un exemple numérique. 


EXEMPLE 2.8 


Soit les matrices 


1 2 4 —4 2 
a=[. | si B=|; 5 4 


Le produit AB est une matrice de format 2 X 3, tandis que le produit BA n’est pas 
défini en raison du format des matrices. 


Si on pose C = AB, alors l'élément c, est tiré de la première ligne de la matrice A 
et de la première colonne de la matrice B de la façon suivante: 


Ci1 — 1(4) + 2(2) 
= 8 


En procédant de la même façon pour tous les éléments du produit matriciel, on 
obtient: 


Cu = 1(4)+ 2(2) = 8 C2 = 1(-4) + 2(5) = 6 G3 = 1(2) + 2(5) = 12 
Cn =-1(4)+3(2)=2 © =-1(-4)+3(5)=19 c3 = —1(2) + 3(5) = 13 


8 ee 


Par conséquent, C = È 19 13 


Soit les matrices 


Si elle est définie, effectuez l'opération. 
a) AC 
b) CA 
c) BC 
d) CB 
e) AD 


f) DA. Comparez le résultat avec celui que vous avez obtenu en e. Que 
constatez-vous ? Cela vous étonne-t-il? 


La multiplication de matrices possède un large champ d’application. Elle sert notam- 
ment à décrire la propagation d’une maladie contagieuse transmissible par contact 
direct entre deux individus. 


EXEMPLE 2.9 


Un premier groupe de trois personnes, atteintes d’une maladie contagieuse, a été 
en contact direct avec un deuxième groupe de cinq personnes. On désigne la 
matrice des contacts directs entre les individus des premier et deuxième groupes 


par À = [ai le où 


a; 


4 si l'individu 1 n’a pas été directement en contact avec 
ij — 


1 si l'individu i a été directement en contact avec j 


Les individus du deuxième groupe qui ont eu des contacts directs avec ceux du 
premier groupe peuvent à leur tour infecter les individus d’un troisième groupe 
avec lesquels ils entrent en contact. On dit alors que les individus du troisième 
groupe ont été indirectement en contact avec ceux du premier groupe. Si les 
individus du deuxième groupe ont eu des contacts directs avec les quatre indivi- 
dus d’un troisième groupe, on désigne la matrice des contacts directs entre les 
individus des deuxième et troisième groupes par B = [Lil où 


: si l'individu i n’a pas été directement en contact avec j 
ui] _ 


1 si l'individu j a été directement en contact avec j 


Soit les matrices de contacts directs 


0 O0 1 O0 

0010 1 0 0 0 
A=|0 01 1 0O| et B=|0 1 0 0 
10011 1 0 01 

0 1 0 O0 


Par exemple, 4; = 1 indique que le deuxième individu du premier groupe a été 
directement en contact avec le troisième individu du deuxième groupe. Par 
contre, le premier individu du premier groupe n’a pas eu de contact direct avec 
le quatrième individu du deuxième groupe puisque 44 = 0. De façon similaire, 
la cinquième ligne de la matrice B indique que seul le deuxième individu du troi- 
sième groupe a été directement en contact avec le cinquième individu du deuxième 
groupe. 
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On construit la matrice qui donne le nombre de contacts indirects entre les indi- 
vidus des premier et troisième groupes en calculant le produit matriciel C = AB. 


Ona 
5 
Cÿ — D'axby 
k=1 
= db; + G2b2; + sb; + ab; + abs; 
Or, 
ô si l'individu k (2° gr.) n’a pas été directement 
b en contact avec i (x gr.) ou j (° gr.) 
kOk — —.—— _. 
bi j si l'individu k (2° gr.) a été directement en contact 


aveci (Le gr.) et j Fi gr.) 
de sorte que a;by; vaut 1 si l'individu j (3° gr.) a été indirectement en contact avec 
l'individu i (1% gr.) par l'intermédiaire de l’individu k (2° gr.). 


Par conséquent, c;; représente le nombre de contacts indirects de la personne j (3° gr. 
ÿ 
avec la personne i (1% gr.) par l'intermédiaire des personnes du deuxième groupe. 


C = AB 

0 O0 1 0 
00 101})[1 0 0 0 
=|0 0 1 1 0|[0 1 0 O0 
10011]/[1 0 01 
0 1 0 0 

0 2 0 0 

=|1 1 0 1 

1 1 1 1 


Ainsi, la deuxième personne du troisième groupe a eu 2 contacts indirects avec 
la première personne du premier groupe puisque 2 = 2. 


Combien de contacts indirects avec la maladie la deuxième personne du troi- 
sième groupe a-t-elle eus en tout ? 


Vous savez que la multiplication de matrices ne possède pas les mêmes propriétés 
que la multiplication de nombres réels. Par exemple, ab = ba pour tous nombres 
réels a et b. En revanche, nous avons vu que la multiplication de matrices n’est pas 
commutative: il existe des matrices À et B telles que AB Z BA. 


De façon analogue, l'expression 4" est définie pour tout nombre réel a et pour tout 
nombre naturel n. Mais l'expression A” = AA --: A nest définie que si la matrice A 
est une matrice carrée’. n facteurs. 


* Cette affirmation repose sur l’associativité de la multiplication de matrices, une propriété que nous 
énoncerons dans la prochaine section. 


Matrice idempotente 


Une matrice carrée À d'ordre n est idem- 
potente si et seulement si A2 = À. 


Matrice nilpotente 

Une matrice carrée À d'ordre n est nilpo- 
tente si et seulement s’il existe un entier 
positif k tel que A* = O,,,. 


Indice de nilpotence 

Si À est une matrice nilpotente, alors le plus 
petit entier positif k tel que AË = O,,, est 
appelé indice de nilpotence de A. 


Soit les matrices 


3 5 —8 
A=|1 0 4|et B=|; n: | 
GT 


Si elle est définie, effectuez l'opération. 
a) B“ b) A2 


Lorsque nous avons défini les matrices particulières, à la section 1.3 du chapitre 1, 
nous avons dû omettre deux types de matrices parce que nous n’avions pas encore 
vu la multiplication de matrices. Voici donc la définition de ces deux types. Une 
matrice carrée À d'ordre n est dite idempotente si A2 = À. Une matrice carrée 
d'ordre n est dite nilpotente s’il existe un entier positif k tel que AF = O,,,; le plus 
petit entier k qui vérifie cette égalité est appelé indice de nilpotence de À. 


EXEMPLE 2.10 


1 0 0 
3 —] 
Les matrices À = | 6 —2 l B=|0 0 1/|etO,,, sont des matrices idempotentes. 
0 0 1 


En effet, il est facile de vérifier que A? = A, que B? = Bet que Of,, = O,xn 
Quant à la matrice C = Ê Es | elle est nilpotente d’indice 2 puisque C? = O;,,2. 


La matrice C n'est pas nulle, et pourtant CC = C? = O,,2. Voilà un autre résultat 
surprenant de la multiplication de deux matrices. Le produit de deux nombres 
réels vaut 0 si et seulement si l’un des deux nombres est nul. Par contre, le produit 
de deux matrices peut être la matrice nulle sans qu'aucune des deux matrices ne 
soit nulle: 


AnxnBnxp — Oyxp RP Ayxn = Onxn OÙ Byxp — Osxp 


Des MOTS et des SYMBOLES 


Les mots idempotent et nilpotent furent introduits en mathématiques vers 1875 par l'Amé- 
ricain Benjamin Peirce (1809-1880). Le premier tire son origine de deux mots latins, soit 
idem qui veut dire «identique » et potens qui veut dire «puissant ». Le sens du mot est donc 
facile à retenir: idempotente veut dire «identique dans ses puissances ». Quant au second, 
sa première particule tire son origine du mot latin nihil, qui se contracte en nil et qui signifie 
«rien». Le sens de ce mot est donc facile à retenir: niljpotente veut dire «nulle pour une 
certaine puissance ». 


Déterminez si les matrices suivantes sont idempotentes ou nilpotentes. 


IH X 
a=l$$ 


0 1 1 
| B=10 02 Or 2 Ouxa 
0 0 O0 
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UN PEU D'HISTOIRE 


Nous avons déjà mentionné que le mathématicien Arthur Cayley 
821-1895) élabora une véritable théorie des matrices. Dans une 


Il voulut par la suite exprimer la matrice des coefficients de la trans- 
formation liant les variables x” et y” aux variables x et y. 


publication célèbre de 1858, intitulée A Memoir on the Theory of 
Matrices, il définit les principaux termes et les opérations fonda- 
mentales de l'algèbre matricielle. De plus, il y démontra plusieurs 
propriétés de l'algèbre matricielle. Ainsi, il écrivit que deux matrices 
de même format sont égales lorsque leurs éléments correspon- 
dants sont égaux, que la somme de deux matrices est la matrice 
dont les éléments sont égaux à la somme des éléments correspon- 
dants des deux matrices à additionner, qu'on obtient le produit 
d'une matrice par un scalaire en multipliant chaque élément de la 
matrice par ce scalaire. Cayley affirma également que l'addition de 
matrices est associative et convertible (commutative). 


Si, dans la seconde transformation, on substitue à x’ et à y’ leurs 
valeurs dans la première transformation, on obtient: 


x = b(anx + y) + b2(8xX + &2Y) 


= (b,&, + b,,8,)x + (ba, + b,8,,)y 


y” = b,(a,x + y) + b,, (ax + y) 
hi en ONE 7 


La matrice des coefficients de la transformation des variables x et 
yenx”ety”est donc 


bia vi b,8 


+ 283 


b; d2 


d'une matrice et la proposition, non prouvée, (AB) = BA. Cayley ee 
AE 


y définit également les concepts de matrice symétrique et de 
matrice antisymétrique de la façon suivante: si A = À, alors la 
matrice À est dite symétrique: si A = —A, alors la matrice A est 
dite antisymétrique. ll poursuivit en démontrant que toute matrice 
carrée s'écrit comme la somme d'une matrice symétrique et d'une 
matrice antisymétrique. 


L'article de Cayley contient en outre la définition de la transposée | + b_a | 
12722 


+ b28» 


baêr 


Cayley choisit donc de définir la multiplication de deux matrices de 
façon que le produit BA soit égal à cette dernière matrice. C'est 
cette définition que nous avons énoncée dans la section 2.5. 


Cayley poursuivit son article en affirmant que la multiplication de 


} LA : deux matrices est associative, mais qu'elle n'est pas commutative. 
Cayley élaborale langage matriciel pour représenter l'effet de deux 
transformations successives, soit Signalons enfin que, dans une note de 1855, Cayley fut le premier 
ro = So à parler du concept d'inverse d'une matrice. Dans À Memoir on the 
, Theory of Matrices, il explicita cette notion fondamentale. 
Pop een)? 
Par cette publication remarquable, Arthur Cayley jeta les fonde- 
ments de l'algèbre matricielle et il éveilla l'intérêt de la communauté 
mathématique de son époque pour l'étude de structures algébriques 


abstraites. 


suivie de 


DE ’ 0 
x” = b,x" + b,,y 


y” = DES A by’ 


Il construisit les matrices des coefficients de ces deux transfor- 
mations: 
+ € b b 
À = | 11 12 | et B= 11 12 
dn 2 by 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 8 à 42. 


PROPRIÉTÉS DE LA MULTIPLICATION 
DE MATRICES 


DANS CETTE SECTION : Matrice stochastique. 


La multiplication de matrices possède, comme les autres opérations, plusieurs 
propriétés intéressantes. Celles-ci sont toutefois un peu plus — souvent beaucoup 
plus — difficiles à prouver en raison de la complexité de la définition du produit 
matriciel. C’est pourquoi nous nous contenterons d'en démontrer seulement 
quelques-unes. Nous vous demanderons de prouver les autres propriétés en guise 
d'exercice, ou simplement de les illustrer. 


Le théorème 2.2 énonce les principales propriétés de la multiplication de matrices. 


THÉORÈME 2.2 


Soit À, B, C, D, E et F des matrices telles que les opérations sont définies, et r 
un scalaire. Alors, 


1. il existe des matrices À et B telles que AB Z BA; 


La multiplication de matrices n’est pas commutative. 
. (AB)C = A(BC) Associativité de la multiplication de matrices. 
. T(AB) = (rA)B = A(rB) 


+ Ayxnln = Amxn Et InByxp = Byxp Existence d’un élément neutre pour 
la multiplication. 


. A(B+C) = AB+ACet(D+E)F = DF+EF 


Distributivité de la multiplication de matrices par rapport à l'addition. 


CHE 

D OnxnAnxp = Onxp et Ayx pOpxq = en 

- nb = Ouxp RP Ayxn = Onxn OÙ Byxp = Osxp 
LA AC ES JC, 


La formulation de certaines de ces propriétés, comme la propriété 4, comporte deux 
égalités: l’une pour la multiplication à droite et l’autre pour la multiplication à 
gauche. C’est la non-commutativité de la multiplication de matrices qui nous oblige 
à faire cette distinction. 


EXEMPLE 2.11 


La propriété 1 du théorème 2.2 énonce essentiellement que la multiplication de 
deux matrices n'est pas nécessairement commutative même lorsque le produit 
matriciel est défini. Il suffit de trouver un contre-exemple infirmant l'égalité 
AB = BA; autrement dit, il faut trouver deux matrices À et B telles que AB Z BA. 


Soit les matrices 
1 4 


3 —4 2 
ie | 2 1 


—1 4 


Le produit AB est une matrice de format 2 X 2, alors que BA est une matrice de 
format 3 x 3. Comme deux matrices de formats différents ne peuvent être égales, 
AB # BA. 


La fausseté d’un énoncé s'établit à l’aide d’un contre-exemple. Cependant, on ne 
peut jamais prouver la véracité d’un énoncé général en donnant un ou même 
plusieurs exemples. 


La preuve de la propriété 2 du théorème 2.2 n'est pas très compliquée, mais elle est 
ennuyeuse comme la pluie. C’est pourquoi nous nous contenterons d’illustrer cette 
propriété par un exemple. 
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EXEMPLE 2.12 


Soit les matrices 


1 4 
3 —4 2 3 —2 
a=[; | LE c=[ 1 


—1 
On veut vérifier que (AB)C = A(BC). Or, 


ane-[[5 +2]: 2] À 
31 


[5 
et 
auo-[5 À 31] 2 0] 2) 
7 6 
Le ie <] 
= [3 7] 


Ainsi, nous avons vérifié que la propriété 2 du théorème 2.2 (p. 51) est vraie pour 
les trois matrices données. Toutefois, il ne s’agit pas d’une preuve valable de cette 
propriété pour toutes les matrices dont le produit est défini. 


L 
l 
L 
! 
! 
! 
! 
[) 
l 
! 
! 
! 
1! 
l 
l 
! 
! 
[| 
! 
! 
! 
|; 
! 
! 
! 
! 
0 
! 
! 
! 
! 
l 
l 
L 
! 
! 
! 
: 
| | 
! 
: 
! 
! 
: 
Li 
l 
: 
! 
1 
0 
l 
! 
1: 
! 
! 
! 
1: 
! 
l 
! 
! 
[l 
0 
! 
! 
! 
| 
! 
D) 
l 
! 
! 
! 
! 
l 
! 
! 
! 
! 
!_ Rappelons encore une fois qu'un exemple, aussi convaincant soit-il, ne constitue 
! . . > 4 L4 2. 

!_ jamais la preuve d’un énoncé. Tout au plus, un exemple permet d'illustrer un 
énoncé et d'en envisager la validité. En revanche, un exemple bien choisi permet 
1 2e . LA L4 2 

!_ d’invalider un énoncé: c'est le contre-exemple. 

Nous allons prouver les propriétés 4, 6 et 8 du théorème 2.2 (p. 51). À vous de 
démontrer les propriétés 3, 5, 7 et 9, en guise d'exercice. 


La propriété 4 est particulièrement importante. Elle affirme essentiellement que la 
matrice identité joue le rôle d’élément neutre pour la multiplication. Nous recour- 
rons bientôt à cette propriété pour résoudre un système d’équations linéaires. 


Apxnln = Amxn € LiBixp = Bixp 


PREUVE 


1 pour i = j 
La matrice identité est définie par 1, =[6;]., où &; = nr 


Si A= [al et si AI, =C=[c;] 
matriciel, 


, alors, selon la définition du produit 


mxn 


n 
cÿ = Dax dy 
k=1 
= dj; + A0); +- + 00; +++ 4,0; 
= dj (0) + G2(0) +--.+ 4; (1) +---+ a, (0) 
pe dj 


Par conséquent, AI, = C =|| = [a;],., = À. La seconde partie de la 


Cÿ]xn 
preuve est analogue. [=] 


La propriété 6 surprend à première vue. Pourquoi faut-il inverser l’ordre des matrices 
lorsqu'on prend la transposée du produit de deux matrices? En d’autres mots, 
pourquoi n’a-t-on pas (AB) = A‘B!? La raison en est fort simple: il arrive que le 
produit AfBf ne soit pas défini même si le produit AB l’est. En effet, si À est une 
matrice de format m x n et B une matrice de format # X p, alors le format de A 
est n x m et le format de B' est p x n. Les matrices (AB) et B'A' sont donc défi- 
nies, alors que A’B' ne l’est pas nécessairement. De plus, le format de B‘Af est le 
même que celui de (AB), soit p x m. Toutefois, il ne suffit pas que deux matrices 
aient le même format pour qu'elles soient égales, il faut de plus que les éléments 
correspondants des deux matrices soient égaux. 


Avant de démontrer la propriété 6, illustrons-la à l’aide d’un exemple. 


EXEMPLE 2.13 


Soit les matrices 


1 4 
3 —4 2 
sp su-[rel 


—1 4 


On veut vérifier que (AB) = B'A'. D'une part, 


D'autre part, 


Par conséquent, pour les matrices À et B données, (AB) = B'A'. 


PROPRIÉTÉ 6 


(AB) = B‘A' 
PREUVE 


Si A=T[a;] et B=[b;]., alors les matrices (AB) et B'A' ont le même for- 
TImxn TInx p 


mat, soit p x m. La première condition pour que deux matrices soient égales est 
donc remplie. 
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Il reste à vérifier que les éléments correspondants de (AB} et de B‘A' sont égaux. 
Or, l'élément situé à l’intersection de la "ligne et de la ji" colonne du produit 
AB est 

db; + G2b; ++ d,b,, 


D'après la définition de la transposée d’une matrice, cette valeur se situe à l’in- 
tersection de la jè"* ligne et de la fè"e colonne de la matrice (AB). 


On obtient l’élément de la matrice BfA' situé à l'intersection de la ji" ligne 
et de la ième colonne en «multipliant» en quelque sorte la jiè"e ligne de B!, 
c'est-à-dire la jme colonne de B, par la ii" colonne de Af, soit la siè"e ligne de A. 
Selon la définition du produit matriciel, cet élément est donc 


bijan + bij +++ bija, 
Or, 
bijoj + ba, ++ b,;a, = dhb; + 42h; +++ 4,b,; 


Ainsi, les éléments situés respectivement à l’intersection de la jièe ligne et de la 
jème colonne de (AB) et de B'A! sont égaux. Par conséquent, les éléments 
correspondants de (AB) et de B'A!' sont égaux, d’où (AB) = B'A!. [=] 


PROPRIÉTÉ 8 


AynxnBnxp T Oyuxp R Ayxn = Omxn OÙ Byxp T Osxp 


PREUVE 
Il suffit de trouver deux matrices non nulles dont le produit est une matrice nulle. 

: . 1 0 
Or, le produit des matrices À = | 


si 0 0 
Osx2 a é 4 


Donc AB = O,,,, mais ni À ni B n’est une matrice nulle. [=] 


| et B= F «| est la matrice nulle 


À l’aide des matrices 
1 0 2 6 2 6 
a=[5 À B=[; | c=fS | 


vérifiez la propriété 9 du théorème 2.2 (p. 51): AB= AC BB B=c. 


La démonstration de certaines propriétés de la multiplication de matrices exige le 
recours à la notation Y. 


PROPRIÉTÉS DE LA NOTATION } 


n 
1. Sirest une constante, alors Dr = nr. Addition de n termes égaux à r. 
i=1 


n n 
2. Sirest une constante, alors Yra; = rD &. Mise en évidence de la constante r. 
i=1 i=1 


2. (a; + b;) = (Sa }* (Se | Commutativité et associativité de l'addition. 


i=1 i=1 
n n n 
4 d = D = D = Possibilité de renommer un indice de sommation 
i=1 k=1 1=1 
n Mm m nn 
5. DX7 = > äÿj Possibilité de changer l’ordre des sommations lorsque 
i=1 j=1 j=li=1 les indices de sommation sont indépendants. 


mm n m 
6. D 8; = ES b; Ya; Mise en évidence du terme dont l’indice est indépendant de 
j j celui de la sommation. 


Familiarisez-vous avec les trois premières propriétés de la notation ZX en faisant 
l'exercice 2.8. 


Soit À et B deux matrices carrées de même ordre, et k un scalaire. Montrez que 
a) Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B). 
b) Tr(kA) = KTr(A). 


Examinons les trois dernières propriétés de la notation X à l’aide d’un exemple et 
d’un exercice. 


EXEMPLE 2.14 
Si À et B sont des matrices carrées de même ordre, alors Tr(AB) = Tr(BA). 


PREUVE 
Si À = [al B= LE C = AB = [ul et D = BA = [dl alors 


= Ÿ ab et Tr(AB) = Ÿ cu Sandy 
k=1 


i=1 k=1 


= Ÿ bird et Tr(BA) = Ya NS 
k=1 


i=1 k=1 


Or, k et i n'étant que les noms des indices, on peut les changer à volonté. Ainsi, 
dans l'expression de la trace du produit BA, on peut remplacer i par k et k par i, 
c'est-à-dire nommer les deux indices différemment. De plus, les valeurs de jet de 
k sont indépendantes, de sorte que 


Tr(BA) = DS br 


i=1 k=1 


= =D Te Gik 


=1i=1 


= DS axbr: 


i=1 k=1 
= Tr(AB) [=] 
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Matrice stochastique 


Une matrice stochastique est une matrice 
carrée dont tous les éléments sont supé- 
rieurs ou égaux à 0 et dont la somme des 
éléments de chaque colonne, quelle qu'elle 
soit, vaut 1. 


2.7 


Une matrice stochastique est une matrice P = | Pile qui possède les deux pro- 
priétés suivantes : 


._ tous les éléments de P sont non négatifs, c'est-à-dire que p;; Z 0 pour toutes 
les valeurs de i et de j; 


n 
+ la somme des éléments de n'importe quelle colonne vaut 1: >. Pi =1 
i=1 
Complétez la démonstration de la proposition suivante: 


Si P est une matrice stochastique, alors P? est également une matrice stochas- 
tique. 


PREUVE 


Si P=[p;],, est une matrice stochastique, alors P?=C=fc;] où 


nxn 


n 
Ci = », Pix pr. I est clair que c; Z 0 parce que 
k=1 
Il ne reste donc qu’à vérifier que la somme des éléments de chaque colonne de P? 


n 
vaut 1, c'est-à-dire que D cy = 1 quelle que soit la valeur de j. Or, 
i=1 


Pik Pr 
i=1 i=1k=1 
LL) LL] 
= D PikPrj Propriété de la notation X. 
k=1i=1 
h n 
= >» Phi y Pix | Propriété _ de la notation ZX. 
k=1 i=1 


. Par consé- 


De plus, D Pix = 1 parce que 


i=1 


quent, ÿ{ Px >, n) = D Pri = 1 parce que 
=1 


i=1 k=1 


On en conclut que dé = Let que la matrice P? est une matrice stochastique. [#] 
i=1 


CHAÎNES DE MARKOV 


DANS CETTE SECTION : chaîne de Markov - matrice de transition - diagramme de transition - 
matrice d'état de niveau m. 


Certains phénomènes sont caractérisés par le passage, entre deux intervalles de 
temps, d’un état à un autre parmi un nombre fini d’états possibles, chaque change- 
ment (ou maintien) d’état pouvant se réaliser avec une certaine probabilité” et 
chacun des états étant incompatible avec les autres. 


*_ Dans cette section, nous appliquons le concept mathématique de probabilité. Pour comprendre cette 


section, il faut notamment savoir que la probabilité d'un événement est un nombre réel compris entre 
0 et 1, et que la somme des probabilités de chacun des différents états possibles donne 1. 


Chaîne de Markov 


Le processus de changement en vertu 
duquel des états futurs dépendent de 
manière probabiliste des états présents 
porte le nom de chaîne de Markov ou 
de processus de Markov. 


Matrice de transition 

Dans une chaîne de Markov présentant 
n états mutuellement exclusifs, notés 1, 
2, …,n, la matrice T = (él , dont 

nxn 

l'élément f;; représente la probabilité du 
passage de l'état j à l'état ä, porte le nom 
de matrice de transition. 


Diagramme de transition 


Le diagramme de transition d’une chaîne 
de Markov est le graphe orienté qui repré- 
sente la matrice de transition. 


Diagramme de transition 


0,4 


MT os 


0,2 


Ainsi, un spécialiste en marketing peut s'intéresser au mouvement des consomma- 
teurs entre les différentes marques d’un même produit sur plusieurs périodes. Dans 
ce contexte, on peut considérer chaque marque comme étant un état, et le passage 
d’une marque à une autre (ou la fidélité à la marque) entre deux périodes comme 
étant le passage d’un état à un autre (ou le maintien d’un état). Ainsi, entre deux 
périodes d'observation, sur un marché où trois marques (4, B et C) sont offertes, 
un consommateur pourrait demeurer fidèle à sa marque de prédilection ou opter 
pour une des deux autres marques offertes. 


De manière similaire, un sociologue pourrait s'intéresser à la mobilité intergénéra- 
tionnelle entre les différentes classes socioéconomiques, c'est-à-dire au passage 
d’une classe socioéconomique à une autre, d’une génération d’individus à celle de 
ses descendants. 


En mathématiques, le processus de changement en vertu duquel des états futurs 
dépendent de manière probabiliste des états présents porte le nom de chaîne de 
Markov ou de processus de Markov en l'honneur du mathématicien russe Andreï 
Andreïevitch Markov (1856-1922), qui en fut l’inspirateur. Les chaînes de Markov 
recourent à la fois à l’algèbre linéaire (multiplication matricielle et résolution de 
systèmes d’équations linéaires) et à la théorie des probabilités. 


Dans une chaîne de Markov présentant n états mutuellement exclusifs, notés 1, 
2, .…, n, la matrice T = [f; LL dont l’élément f;; représente la probabilité du passage 


de l’état j à l’état , porte le nom de matrice de transition. 


Une matrice de transition est une matrice stochastique (voir l'exercice 2.9) puisqu'elle 
est carrée, que tous ses éléments sont supérieurs ou égaux à 0 et que la somme des 
éléments de chaque colonne vaut 1. 


Lorsque le nombre d’états possibles d’une chaîne de Markov est petit, on peut repré- 
senter l'information contenue dans une matrice de transition à l’aide d’un graphe 
orienté qu'on appelle diagramme de transition. 


EXEMPLE 2.15 


0,6 0,2 
0,4 0,8 
élément de la matrice est supérieur ou égal à 0 et que la somme des éléments de 
chaque colonne donne 1. 


La matrice carrée T = | | est une matrice de transition puisque chaque 


De cette matrice de transition, on déduit que, dans 40 % des cas, entre deux 
périodes d'observation, il y a un passage de l’état 1 à l’état 2 puisque f1 = 0,4, 
alors que dans 60 % des cas, il n’y a pas de changement d’état à partir de l’état 1 
puisque f, = 0,6. 


De même, entre deux périodes d'observation, l’état 2 est maintenu dans 80 % des 
cas puisque {> = 0,8, et on constate un passage de l’état 2 à l’état 1 dans 20 % 
des cas puisque f;, = 0,2. 


Le diagramme de transition associé à la matrice T apparaît à la FIGURE 2.1. 


Dans un tel diagramme, l'origine d’une flèche indique l’état initial, et son extré- 
mité l’état après l'observation. 
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FIGURE 2.4 


Diagramme de transition 


0,70 


1. Construisez la matrice de transition associée au diagramme de transition 
de la FIGURE 2.2. 


2. Soit 
0,25 0,31 0,71 
T =|0,42 0,12 0,14 
0,33 0,57 0,15 


une matrice de transition d’ordre 3. Complétez le diagramme de transi- 
tion associé à cette matrice (FIGURE 2.3). 


Diagramme de transition Diagramme de transition 


EXEMPLE 2.16 


Un sociologue étudie la mobilité intergénérationnelle des classes socioécono- 
miques dans une population donnée. À cette fin, il considère trois classes socio- 
économiques qu’il désigne par les nombres 1 (classe inférieure), 2 (classe moyenne) 
et 3 (classe supérieure). 


Il a construit la matrice T donnant les probabilités qu’un enfant d’un individu 
d’une classe donnée se trouve dans la même classe ou dans une autre classe: 
T— LIRE où f;; représente la probabilité qu'un enfant d’un individu de la 
classe j se trouve dans la classe i. 


0,70 0,18 0,05 
T'=|0,20 0,60 0,15 
0,10 0,22 0,80 


On déduit de cette matrice qu’il y a une probabilité de 0,7 (f,, = 0,7) qu’un enfant 
issu de la classe 1 (classe inférieure) y demeure. De même, il y a une probabilité 
de 0,2 (f, = 0,2) qu'un enfant issu de la classe 1 (classe inférieure) se retrouve 
dans la classe 2 (classe moyenne) et une probabilité de 0,1 (f3, = 0,1)a qu'un 
enfant issu de la classe 1 (classe inférieure) se retrouve dans la classe 3 (classe 
supérieure). 


Le diagramme de transition associé à la matrice T apparaît à la FIGURE 2.4. 


Dans un tel diagramme, l’origine d’une flèche indique l’état initial, et son extré- 
mité l’état après l'observation. 


Diagramme de transition 


0,9 
mn 
0,05 
€ AD D 
0,1 


Matrice d'état de niveau m 

Dans une chaîne de Markov, la matrice 

Pt) = [ 2 | , où p{"? représente la 
nx1 


u 
probabilité que le phénomène étudié se 
trouve dans l'état ; parmi les n états pos- 
sibles après m observations, porte le nom 
de matrice détat de niveau m. La matrice 
d'état de niveau 0 est dite d'état initial et 
est notée PU), 


1. Complétez le diagramme de transition (FIGURE 2.5) en y consignant les proba- 
bilités manquantes et formez la matrice de transition. 


2. Dites pourquoi les matrices À et B ne sont pas des matrices de transition. 


a=[0 047 pelos 08 0: 
7 [0,8 0,6 Le a 
0,5 0,4 0,6 


3. Soit 


0,55 0,12 0,05 0,14 
0,15 0,73 0,21 0,17 
0,22 0,11 0,48 0,25 


une matrice de transition d'ordre 4. 
a) Donnez la valeur et le sens de f,3. 


b) Complétez la quatrième ligne de la matrice T. 


Définissons maintenant la matrice de probabilité PC) = [ Fu La où p{"? représente 


la probabilité que le phénomène étudié se trouve dans l’état i parmi les n états 
possibles après m observations. Dans ce contexte, PO) = LP] 4 représente la 


matrice de probabilité initiale. Comme P®) est une matrice colonne de probabi- 
lité, il faut que les éléments qui la composent soient supérieurs ou égaux à 0 et que 
leur somme donne 1, ce qui s'écrit en langage symbolique sous la forme p{"” > O et 


n 

y pr) = 1. La matrice P(") porte le nom de matrice d'état de niveau m d’une 
i=1 
chaîne de Markov. 


Soit T=[f;]., la matrice de transition d’une chaîne de Markov. Analysons le 


n 
résultat du produit matriciel TPO. On a TPO = be 7] . Or, tx représente 
k=1 nx1 


la probabilité de passer de l’état k à l’état 5, et po la probabilité d’être initialement 


dans l’état k, de sorte que f; p° représente la probabilité de passer à l’état étant 
donné l’état initial k. Comme il faut qu'en tout temps le phénomène soit dans un 


n 
des n états possibles mutuellement exclusifs, l'expression tx po représente la pro- 
k=1 
babilité d’être dans l’état i après une observation quel que soit l’état initial. Par 


n 
conséquent, pl) = D p%), de sorte que P = TPO), 
k=1 
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Si la matrice de transition demeure la même à chacune des périodes d'observation, 
on peut en déduire que 


PO) = TP) 

p@) = Tpù — T(TPO) = T2p0) 
PÉ} = TPO = T(T2PÔ))= TP 
P@ = TPpO) = TE p0)) = T4pC) 


pt) = TP(r-D = HDMI) = Tr po 


On peut donc trouver les probabilités d’être dans un état donné après m observa- 
tions à partir des probabilités initiales. 


EXEMPLE 2.17 


Reprenons le contexte de l'exemple 2.16 (p. 58) avec la matrice de transition 


0,70 0,18 0,05 
T'=|0,20 0,60 0,15 
0,10 0,22 0,80 


Soit la matrice d’état initial (niveau 0) 


0,2 
PO = |0,7 
0,1 


On en déduit que la probabilité initiale d’être dans la classe 1 (classe socioéco- 
nomique inférieure) est de 20 %, que celle d’être dans la classe 2 (classe socio- 
économique moyenne) est de 70 %, et que celle d’être dans la classe 3 (classe 
socioéconomique supérieure) est de 10 %. 


Après une génération, ces probabilités changent. Elles sont consignées dans la 
matrice 


p® = TPO 
0,70 0,18 0,05 |[ 0,2 
0,20 0,60 0,15 || 0,7 
0,10 0,22 0,80 | 0,1 
0,271 
0,475 
0,254 


Par conséquent, après une génération, la probabilité d’être dans la classe 1 
(classe socioéconomique inférieure) est de 27,1 %, celle d’être dans la classe 2 
(classe socioéconomique moyenne) est de 47,5 % et celle d’être dans la classe 3 
(classe socioéconomique supérieure) est de 25,4 %. La proportion de la popula- 
tion dans la classe moyenne a diminué, alors que celles des deux autres classes 
ont augmenté. 


Après deux générations, ces probabilités changent encore. Elles sont consignées 
dans la matrice 
PQ = T2pO 
0,2879 
0,377 3 
0,3348 


Par conséquent, après deux générations, la probabilité d’être dans la classe 1 
(classe socioéconomique inférieure) est de 28,79 %, celle d’être dans la classe 2 
(classe socioéconomique moyenne) est de 37,73 % et celle d’être dans la classe 3 
(classe socioéconomique supérieure) est de 33,48 %. On constate à nouveau que 
la proportion de la population dans la classe moyenne a diminué, alors que celles 
des deux autres classes ont augmenté. 


On pourrait continuer de la sorte et obtenir les probabilités après n généra- 
tions, à condition bien sûr de considérer que la matrice de transition demeure 
inchangée. 


Notez également que la somme des éléments de chacune des matrices d’état PU), 
P%) et PO) donne 1. Il en serait de même pour les éléments de toute matrice 
d'état P(), 


Diagramme de transition 


1. Soit le diagramme de transition de la FIGURE 2.6. 
a) Construisez la matrice de transition associée à ce diagramme. 
0,3 


0,4 ,, 
b) Si la matrice d’état initial est PO = É .l évaluez la matrice d’état de 
0,2 , 


niveau 3, soit PO). 


2. Les amis d’Andreï ont compilé des données sur son humeur. Ils ont constaté 
que, si une journée il était plutôt heureux (état 1), dans 90 % des cas il l'était 
encore le lendemain. De même, ils ont constaté que, s’il était malheureux 
(état 2) une journée, dans 95 % des cas il s'en remettait dès le lendemain. 


a) Construisez la matrice et le diagramme de transition correspondant à cette 
situation. 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 43 à 61. 


b) Vous avez rencontré Andreï aujourd’hui et il était franchement de bonne 
humeur. Évaluez la probabilité qu’il le soit encore dans 3 jours. 


UN PEU D'HISTOIRE 


Le mathématicien russe Andreï Andreïevitch Markov (1856-1922) 
énonça le processus qui porte aujourd'hui son nom dans un article 
de 1906 traitant de la loi des grands nombres. Toutefois, il n'appli- 


Markov était un libre penseur et n'hésitait pas à contester les au- 
torités. Ainsi, en 1913, lorsqu'on lui demanda à titre de membre 
de l'Académie des sciences de participer aux cérémonies du 


qua jamais le concept en science. Les seuls exemples qu'il utilisa sont 
tirés de la littérature. Dans ce contexte, les deux états possibles étaient 
«consonne » et «voyelle ». Ainsi, pour illustrer son propos, il fit une 
étude statistique de l'alternance des consonnes et des voyelles dans 
Eugène Onéguine, un roman en vers de Pouchkine (1799-1837). 


300 anniversaire de la dynastie des Romanov, il décida d'organiser, 
en lieu et place, une commémoration du 200® anniversaire de 
la publication, à titre posthume, d'un ouvrage de Jacques Bernoulli 
(654-1705) où est exposée une forme de loi des grands nombres. 


OPÉRATIONS SUR LES MATRICES | 61 … 


PRODUIT MATRICIEL ET SYSTÈME 
D'ÉQUATIONS LINEAIRES 


DANS CETTE SECTION : matrice inverse. 


À la section 1.1 du chapitre 1, nous avons vu qu’il est possible de représenter les 
coefhcients des inconnues d’un système d’équations linéaires à l’aide du langage 
matriciel. La forme générale d’un système d’équations linéaires comportant n équa- 
tions et n inconnues est la suivante: 


G1Xi + G2X2 A nXn — b 
GX + A2X)2 etes DnXn — b, 
dnXi + ApXo + + AunXn = D, 


Dans ce système, les inconnues sont x, X, .… et x,, alors que b,, b,, ..… et b, sont des 
constantes, et que 4; est le coefficient de l’inconnue x; dans la sème équation. 
ij 


On peut écrire ce système sous la forme matricielle AX = B où A =[a;|., est 


la matrice des coefficients, X =[x;]. la matrice des inconnues, et B ={b;] 


la matrice des constantes: 


nx1 nx1 


À X = B 
di 2 +. din X1 b, 
dJ1 2 n || X2 | | b; 
Ay1 An2 dan Xh b, 
EXEMPLE 2.18 
Le système d'équations 
2x +3y=13 
3x + 4y — —6 


s'écrit sous la forme matricielle AX = B: 


En effet, 


2x +3 2x +37y =13 
AX=B « 4 A = 4 
3x +47y = —-6 


Soit le système d'équations linéaires 
dE = ÿ = 25 
LD VC ET) 
VE27E 250 


Quelles sont la matrice À des coefficients et la matrice B des constantes ? 


On résout l’équation à une seule inconnue ax = b où a Z 0 en multipliant chaque 
membre par l'inverse de a, soit 4”!. Puisque a # 0, alors 


ax=b = a lax= a tb = 1x=a tb = x = ab 


Les équations ax = b et AX = B se ressemblent par leur forme. Il est donc naturel 
de penser qu’on peut résoudre l'équation matricielle, c’est-à-dire trouver l’expres- 
sion de la matrice des inconnues (et donc la valeur de chacune des inconnues), en 
employant une méthode similaire à celle utilisée pour résoudre l'équation à une 
seule inconnue. Pour ce faire, il faut d’abord définir le concept de matrice inverse. 
Si A et D sont des matrices carrées d'ordre n telles que AD = DA = 1,, alors on dit 


Matrice inverse que D est la matrice inverse’ de A. En général, la matrice inverse (ou l'inverse) d’une 
Si elle existe, la matrice inverse d’une matrice À est notée A7, Malheureusement, comme nous le verrons sous peu, toutes 
PHAtMIES Cartes 2 done net lé matnice, les matrices ne sont pas inversibles: certaines matrices n'ont pas d’inverse. 


notée A7, telle que AA! = AA =T,. 


EXEMPLE 2.19 


: 2 3 
Soit A = | >| 
Ona 
É 11: Ar « 
3 4 3 —2] [O0 1 
et 


3 —-2/[3 4] 10 1 
; .. [| —4 
Par conséquent, la matrice | 3 


—4 3 
2 = 
donc A =| 3 >| 


3 nes 2 3 ne 
est la matrice inverse de Ê ï j On écrit 


Nous avons vu que le système d’équations 
2x +37 = 13 
3x + 4y = —-6 


s'écrit sous la forme matricielle AX = B où 


a=[5 4] x-0] #-[4] 


On peut donc résoudre ce système de la façon suivante: 


AX=B = ATAX=AIB = I,X= AB = X=A B 
a — ——” 


————— = à 
Multiplication par A ! Définition de A”1, Théorème 2.2, 
par la gauche. propriété 4. 


FI 210 
[3 


On en déduit que x = -70et y = 51 est la solution du système d'équations donné. 


Par conséquent, 


*_ Au prochain chapitre, nous prouverons que toute matrice inversible ne possède qu’une seule matrice 
inverse. Cest pourquoi nous utilisons l'expression « la matrice inverse » plutôt que «une matrice inverse ». 
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Vous pouvez maintenant faire les 
exercices récapitulatifs 62 à 69. 


Soit le système d'équations linéaires 
PE M 
NM NE CE ENT) 


3x FE & = À 
—2 1 2 
Si A! =|-13 7 11 /|est la matrice inverse de la matrice À des coeffi- 
6 —3 —5 


cients du système d’équations linéaires, déterminez la matrice X des incon- 
nues et donnez la solution de ce système. 


Au chapitre 3, nous verrons comment trouver la matrice inverse d’une matrice car- 
rée inversible d'ordre n. Pour le moment, nous nous contentons de signaler que la 


matrice inverse de À = É A est Al = ——| . lorsque ad — bc Æ 0. 
c d ad-bcl—C 4 


1. Résolvez le système d’équations linéaires suivant à l’aide de la multiplication 
de matrices et de l'inverse de la matrice des coefficients. 


X+y=S5 
2x—-7y=l 
2. Vérifiez que C est la matrice inverse de À si 
1 1 1 0,5 0,5 0 
|: —1 - et C=|0,5 0  —0,5 
L = à 0 —0,5 0,5 


3. Résolvez le système d’équations linéaires suivant à l’aide de la multiplication 
de matrices et de l’inverse de la matrice des coefficients. Servez-vous du résul- 
tat obtenu en 2. 


X+y+2z= 3 
X—y—-2z—-Il 


X—y+2z= 1 


On définit de la façon suivante les opérations consistant à m Transposition: si À = LE alors Af = [a;] 


nxm 


additionner des matrices, à les multiplier par un scalaire, à 


les transposer et à les multiplier entre elles. 


m Addition de deux matrices: si A=f[a;] et et B=[b;] alors AB = Sub | 
mxn — [fs = ik Ok 
B = LE alors À + B = [a + bi d k=1 Fe 


# Multiplication de deux matrices: si A={a;] 


XP 


= Multiplication d’une matrice par un scalaire: Il ressort de ces définitions que les opérations sont définies 


si A=[a;] et k est un scalaire, alors Seulement si certaines conditions sont remplies: on peut 
ÿ ? : . : A 

a = be additionner deux matrices uniquement si elles ont le même 

= [ 177 DNA format, sinon on dira quelles sont incompatibles pour 


l'addition; on peut calculer le produit AB de deux ma- 
trices uniquement si le nombre de colonnes de A est égal au 
nombre de lignes de B, etc. En raison de cette dernière res- 
triction, l'opération qui consiste à élever une matrice À à 
une puissance entière positive n n'est pas toujours définie. 
En fait, l'expression A" nest définie que pour une matrice 
carrée. 


Le concept de transposée d’une matrice sert à définir les 
notions de matrice symétrique et de matrice antisymétrique. 
En effet, une matrice carrée À est symétrique si A = A, et 
elle est antisymétrique si A! = —A ou, ce qui est équiva- 
lent, si À = —A'. On emploie ces deux nouvelles définitions 
pour démontrer plusieurs propriétés de la transposée. Nous 
avons de plus défini deux autres types de matrices. Comme 
leur nom l'indique, une matrice idempotente est une matrice 
dont le carré (puissance 2) est égal à la matrice elle-même, 
et une matrice nilpotente donne la matrice nulle lorsquon 
l'élève à une certaine puissance, la plus petite de ces puis- 
sances s'appelant indice de nilpotence. 


Les théorèmes 2.1 (p. 42) et 2.2 (p. 51) énoncent les prin- 
cipales propriétés des opérations matricielles. Ils stipulent 
notamment que la matrice nulle et la matrice identité jouent 
le rôle d'élément neutre pour l'addition et la multiplication 
respectivement. La matrice —A est la matrice opposée de la 
matrice À. On note que les opérations sur les matrices ne 
possèdent pas exactement les mêmes propriétés que les 
opérations sur les réels. Ainsi, l'addition et la multiplication 
de deux nombres réels donnent toujours un nombre réel, 
mais la somme et le produit de deux matrices ne sont pas 
nécessairement définis. 


Les opérations matricielles se distinguent des opérations 
sur les réels de nombreuses autres façons. Par exemple, le 
produit matriciel n'est pas commutatif, et il existe des ma- 
trices non nulles dont le produit est la matrice nulle. 


On peut recourir à la multiplication de matrices dans des 
contextes très variés. Signalons quon l'utilise notamment 


Markov présentant n états mutuellement exclusifs notés 1, 


Zi 11, là thatrice T = le dont l'élément f;; représente 


la probabilité du passage de l'état j à l'état , est une matrice 
stochastique et porte le nom de matrice de transition. 
Cette matrice permet de déterminer la matrice d'état de 


niveau m, notée PU) = ele: où pr 


représente la 
probabilité que le phénomène étudié se trouve dans l'état à 
parmi les n états possibles après m observations. Dans ce 


contexte, on peut vérifier que 

pt) = Tpim-1) = LUE pO)) = Tmpt) 
Notez quen présence d’un petit nombre détats possibles, on 
peut utiliser un diagramme de transition pour représenter 


graphiquement les informations contenues dans une ma- 
trice de transition. 


On peut également utiliser la multiplication de matrices 
pour représenter le système de n équations linéaires à n in- 
connues 


diXi + G2X2 SE ŒnXn — b 
duXy + AX + + + DyXy = D 
dnXi + Ay2Xo + ee + AyXn = D, 


sous la forme matricielle AX = B. Dans cette dernière 
équation, À = [a]. est la matrice des coefficients, 


X =[x;],,, la matrice des inconnues, et B = [b;|,,, la ma- 


nx1 
trice des constantes. Étant donné la forme de l'équation 
matricielle AX = B, il est naturel de penser quon peut la 
résoudre en employant une méthode similaire à celle utili- 
sée pour résoudre l'équation ax = b, soit en multipliant 
chaque membre par l'inverse de À, dans la mesure où cet 
inverse existe. La matrice inverse de À, notée A1, est la ma- 
trice qui satisfait à l'équation AA! = A-TA = I,. En parti- 


culier, si À = É 4 et si ad — bc Z 0, alors 


Al 


- 1 d . 
dans l'étude des chaînes de Markov. Dans une chaîne de | ad- -[< a 
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OPÉRATIONS SUR LES MATRICES rise 


RESEAU de concepts 


Addition 


+-lal 
B 5 (071 
C=A+B=- [c] 


Cÿ 


mxn 


= 4j +b; 


Propriétés des opérations matricielles 
An or Den = sen a Ain 
(Amxn + Bmxn ) + Con 
Amxn + Omxn = Amxn 
Amxn + (—-Amxn ) = On 
K(Amsn + Bmxn) = KAmen + KByxn 
(k+r)A = KA +rA 
(kr)A = k(rA) 


(A Be) (A) (8) 
Merle 24.18.01 
RAR ete) 27") 
AA COLE 

A lR 6e 4 8 4 
(Dee RD her 2. 


bee Byxp jh = (8 } (Axe d 


OnxnAnxp = Onxp et AsxpOpxq = 0 


= Ayxn + (Byxn 2e C2) 


Produit 


A=fa;],,, 
BETUe 


Multiplication 
par un scalaire 


Aa 
KA = [ka; | 


Transposition 


Az], 
A; 


mxn CæeANR= [c] 


n 
cÿ = Dany 
k=1 


mxp 


Applications du produit matriciel 
Chaîne de Markov: Pt) = T"p() 


Représentation d’un système 
d'équations linéaires : AX = B 


EXERCICES récapitulatifs 


| SECTIONS 2.1 À 2.3 


À 1. Soit les matrices 


_] 
A=| 0 5 
5 
C=10 
1 
1 
E=|; 
4 
6 
G= 
8 
12 


ONU = En R 
[——— 


5. 2 

B=| 3 0 
—4 2 

10 —4 
D=|6 3 
8 5 


2. 


Si elle est définie, effectuez l'opération; sinon, donnez la raison 
pour laquelle elle n'est pas définie. 


a) A+C f) B'-D'+E 
b) 2A-—3C g) D+Ef 
c) 2+E h) D'+E 
d) 3F+0,25G! D) A+Oe 
e) 2F-G j)  E+Oz 
Soit les matrices 

À = [al où 4j = 2 


B = [iles où bi —1 + 2j 


Déterminez la matrice C telle que C = À + B. 


m 3. Soit P =[p;] ,tR= [ri LL. les matrices de prix de m pro- 


mx 
duits disponibles dans n points de vente pour les années 2022 
et 2023 respectivement. Soit Q =[g;].., et S=[s;],., les 
matrices des quantités vendues des m produits dans les 
n points de vente pour les années 2022 et 2023 respecti- 


vement. 

a) Que représente p23? r43 ? 32? 

b) Que représente la troisième colonne de la matrice S? la 
quatrième ligne de S? 

c) Peut-on additionner les matrices P et Q? Cette opération 
a-t-elle un sens? Justifiez votre réponse. 

d) Peut-on additionner les matrices P et R? Cette opération 
a-t-elle un sens? Justifiez votre réponse. 

e) Peut-on calculer Z(P + R)? Cette opération a-t-elle un 
sens ? Justifiez votre réponse. 

f) Peut-on additionner les matrices Q et S? Cette opération 
a-t-elle un sens? Justifiez votre réponse. 


g) Peut-on calculer 1(Q + S)? Cette opération a-t-elle un 
sens ? Justifiez votre réponse. 


| SECTION 2.4 


D> 
ui 


. Démontrez les propriétés 2, 4, 5, 12 et 13 du théorème 2.1 (p. 42). 


. En supposant que les opérations soient définies, simplifiez 


l'expression 


5(2B+2A' +6B) +5A - 8B 


. Démontrez que les éléments de la diagonale principale d’une 


matrice antisymétrique sont tous nuls. 


. Démontrez que pour toute matrice carrée A: 


a) S = (A + A) est une matrice symétrique; 

b) N = (A -— Af) est une matrice antisymétrique; 

c) A=S+N, cest-à-dire que toute matrice carrée sécrit 
comme la somme d’une matrice symétrique et d’une ma- 
trice antisymétrique. 


SECTION 2.5 


À 8. 


A 9°. 


Si À est une matrice de format m X n, et B une matrice telle 
que les produits AB et BA sont définis, quel est le format de B? 


Soit les matrices 


1 23 5 -3 1 
A=| 0 5 4 Le | C= 6 —4 
4 2 1 L à 7 
10 —4 
1 0 1 27 
D-[; | gels à ER r | 
8 5 
3 
6 
G=[2-154] H=|, 
1 


À 10. 


A 11. 


A 12. 


A 13. 


Si elle est définie, effectuez l'opération; sinon, donnez la raison 
pour laquelle elle n'est pas définie. 


a) BD 

b) O3x2D 
c) FE-2A 
d) A? 

e) E? 

f) 3+GH 
g) EF 


h) F'Ef. Comparez le résultat avec celui que vous avez 
obtenu en g. 


i) BE 
j) Cl 
k) AEF 


Soit les matrices 
10 —-4 


—1 2 5 —3 1 
a=[7 | 8-[ | C=| 6 3 
8 5 
0 1 3 
p=[ 1] spi r-[?] 
c=| x | 
1+x —x 


Si elle est définie, effectuez l'opération; sinon, donnez la raison 
pour laquelle elle n'est pas définie. 


a) BF k) E(AF) 

b) BE 1) (ED)C! 

c) EB m) A? 

d) 54—3D+FE n) B? 

e) 3G+2D o) (BCŸ 

f) 3B! —-2C p) D? 

g) 4AD -5G? g) CB 

h) ED +AF r) 13C 

i) 2BC—3FE s) EG? 

j A(B-C!) t) (EF) 
HS) 

Que vaut | 0 À Fe 


Donnez un exemple de deux matrices carrées À et B non 
nulles d'ordre 2 dont le produit est la matrice nulle d'ordre 2. 


Soit À et B des matrices carrées de même ordre. Déterminez 
si l'équation matricielle est valide. Justifiez votre réponse. 


a) (AB) = A2B?2 

b) (AB) = A(BA)B 

c) (A+B) = A? +2AB + B? 
d) A? — B? = (A — B\A + B) 
e) 2AB = A(2B) 

f) (4) = AS 

g) (A+B) = Bt + A‘ 


OPÉRATIONS SUR LES MATRICES 


À 14. Soit les matrices 


—1 3 2 3 
2 nr 
1 2 
mini) 
—1 6 


Si elle est définie, trouvez la matrice X qui vérifie l'équation. 
a) 2(A-B+X)=3(2X — À) 

b) 3X —-2AC = 4BC 

c) 5X + AC = 2X — 3BD!' 

d) 2X+3(4 + B) = CD 


15. Une matrice carrée d'ordre n telle que chacune de ses lignes 
et chacune de ses colonnes ne compte qu’un seul élément 
non nul valant 1 porte le nom de matrice de permutation. 
Soit B une matrice carrée d’ordre 3 et P la matrice de per- 


mutation 


a) Quel est l'effet produit sur B lors de l'opération PB ? 


b) Par quelle matrice de permutation Q faut-il prémulti- 
plier B pour permuter ses première et troisième lignes ? 


. Une matrice carrée À d'ordre n est dite involutive si et seu- 
lement si A2 = I. 


a) Si k est une constante réelle, vérifiez que la matrice 


1 k , : 
À = le . est involutive. 


b) Si A est une matrice involutive dordre n, simplifiez le pro- 
duit (A — 21, )(A + 21,). 
c) Si A est une matrice involutive, montrez que A est aussi 


involutive. 


d) Un de vos amis affirme que le produit de deux matrices 
involutives d'ordre n est aussi une matrice involutive 
d'ordre n. Il vous propose la preuve suivante: 


Si À et B sont des matrices involutives dordre n, 

alors AB est une matrice involutive d'ordre n. 

PREUVE 

Soit À et B deux matrices involutives d'ordre n. 

Alors AB est aussi une matrice dordre n. De plus, 

(AB) = AB =1I,I,=1, 
Par conséquent, la matrice AB est une matrice invo- 
lutive dordre n. [e] 
Quelle erreur de raisonnement votre ami a-t-il commise ? 

e) Trouvez un contre-exemple qui infirmerait l'affirmation 


de votre ami. (Indice: Utilisez les résultats obtenus en a 
eten c.) 


17. 


L\18. 


M 19. 


L\20. 


Soit les matrices 


. —1 0 0 
#=|0%1 be 


C=fc où cÿ = 0 pourtouti # j 


a) Quont en commun ces trois matrices ? 
b) Calculez A?. Que constatez-vous ? 

c) Calculez A*. Que constatez-vous ? 

d) Calculez B°. Que constatez-vous ? 

e) Calculez C?. 


f) Soit k un entier positif. Calculez C#. 


Soit M = Ë | où a est un nombre réel. Calculez: 
a) M2 
b) M3 
c) M 


d) MF, où k est un entier positif 


cosO sin@ 


Si À = | | que valent A? et A$? Émettez une 


—sin0 cos 
hypothèse sur la forme de la matrice 4”. Indice: Recourez 
aux identités trigonométriques 

sin( A + B) = sin AcosB + cos AsinB 
ct 


cos(A + B) = cos AcosB + sin A sin B 


Dans une île, on trouve des renards (les prédateurs) et des 
lièvres (les proies). On note R; et L; les populations de re- 
nards et de lièvres après k années. Un biologiste a avancé que 
les tailles de ces populations varient d’année en année selon 
le modèle suivant: 


Re = 
Le 


0,6Rk_; + 0,3Lz_; 
—0,5Re_; + 1,4Lz_ 


se 
oit À = L 


| la matrice des populations de lièvres et de 
k 


10 
renards après k années et P, = | | la matrice de la popu- 


30 
0,6 0,3 
—0,5 1,4 


mique des populations de renards et de lièvres. 


lation initiale. Soit À = | | la matrice de la dyna- 


a) Quelle est la population initiale de renards ? 
b) Justifiez le fait que a,, < 0 et que ax; > 0. 


c) Exprimez la matrice des populations après k années en 
fonction de celle des populations de l'année précédente. 


d) Exprimez la matrice des populations après k années en 
fonction de celle de la population initiale. 


e) Quelle sera la population de renards après 3 ans? Arron- 
dissez votre réponse à l'entier. 


f) Servez-vous d’un logiciel de calcul symbolique comme 
Maple pour remplir le tableau suivant. Gardez toutes les 
décimales dans vos calculs, mais ne consignez que les 
valeurs arrondies à l'entier dans le tableau. 


Populations de renards 
et de lièvres après k années 


b121. Une de vos amies revient d’un voyage en Europe. Ayant visité 
LTA la Suisse, l'Angleterre et la France, elle rapporte 20 francs, 


25 livres et 30 euros. 


a) Consignez ces informations dans une matrice ligne M. 
Respectez l'ordre des devises. 


Votre amie se rend à la banque pour échanger ses devises 
étrangères en dollars canadiens. On lui offre 1,30 $ par franc, 
1,65 $ par livre et 1,35 $ par euro. 


b) Consignez ces informations dans une matrice colonne C. 
Respectez l'ordre des montants en dollars canadiens. 


c) Calculez MC. Quelle information cette matrice donne- 
t-elle ? 


b\22. L'entraîneur d’une équipe de badminton comptant 5 membres 
[IA veut déterminer le meilleur joueur de son équipe en vue d’une 


compétition. Lors d’un entraîne- 


ment, les membres de l’équipe ont L & 


disputé des parties entre eux. Les 
résultats des parties sont consignés 
dans la figure qui suit où l’origine 
d’une flèche indique le vainqueur 
de la partie. 


a) Combien de parties chaque 
joueur a-t-il jouées ? 


b) Quel ou quels joueurs ont gagné le plus de parties ? 


c) Quel ou quels joueur ont connu le plus grand nombre de 
défaites ? 


À 23. 


d) Construisez la matrice À dont le terme général est donné 
par 
1 sii a gagné une partie contre j 
a = 
ÿ 0 autrement 


e) Construisez la matrice B dont le terme général est donné 
par 
si i a gagné contre un joueur 
bj = qui a battu j et que i # j 
O0 autrement 


f) Soit C = À + B. Déterminez la matrice D ou la matrice E 
telle que DC ou CE soit la matrice dont les éléments 
donnent la somme des éléments de la ième ligne de la 
matrice C. 


g) Le résultat obtenu en f permet de déterminer le nombre 
de victoires directes et indirectes de chaque joueur de 
l'équipe. Quel est le meilleur joueur de l'équipe, cest- 
à-dire celui qui a obtenu le plus grand nombre de victoires 
directes et indirectes ? 


À la fin de leur premier cours d’algèbre linéaire, James, 


LIA Jasmine et Julien ont construit la matrice À de leurs notes à 


1124. 
HE 


chacun des examens. 


Notes à chacun des examens 


1 examen | 2°examen | 3° examen | 4examen 


James 


Jasmine 


a) Donnezle sens des éléments 44, 432 et 43 de la matrice A. 


b) Donnez le sens de la ligne formée des éléments a, de la 
matrice A. 


c) Donnez le sens de la colonne formée des éléments 4;4 de 
la matrice À. 


d) Si le professeur a accordé la même pondération (25 %) à 
chaque examen, donnez le sens du produit matriciel AB, 
où B=[0,25 0,25 0,25 0,25]. 

e) Quelle opération faut-il effectuer sur la matrice À pour 
obtenir la note finale des trois élèves si chacun des trois 
premiers examens compte pour 20 % de la note finale et 
que le dernier examen compte pour 40 % de la note finale ? 


La valeur (en dollars) des ventes effectuées par deux vendeurs 
pour trois modèles de voiture, durant les mois de septembre 
et d'octobre, est donnée par les matrices À et B suivantes. 


Septembre 

Compact Intermédiaire De luxe 
G.Tremblay | 220 000 160 000 150 000 
©. Dupuis 180 000 190 000 190 000 | 

Octobre 

Compact Intermédiaire De luxe 
G.Tremblay | 190 000 145 000 220 000 
O. Dupuis 200000 150000 230 000 |” 


OPÉRATIONS SUR LES MATRICES 


À 26. 


n27. 


a) Quels sont la valeur et le sens de a;,? 
b) Quels sont la valeur et le sens de b,,? 
c) Donnez le sens de À + B. 


d) Quelle opération matricielle faut-il effectuer pour trouver 
la moyenne mensuelle des ventes par modèle et par ven- 
deur pour les mois de septembre et d'octobre ? 


e) Quelle opération matricielle faut-il effectuer pour calculer 
la commission de 1 % de chaque vendeur sur chaque mo- 
dèle de voiture pour le mois d'octobre ? 


f) Interprétez le produit A[1 1 1]. 


g) Si la commission des vendeurs est de 1 % pour le modèle 
compact, de 1,5 % pour le modèle intermédiaire et de 2 % 
pour le modèle de luxe, quelle opération matricielle faut- 
il effectuer pour obtenir la commission totale de chaque 
vendeur pour le mois d'octobre ? 


Un concessionnaire automobile est propriétaire de deux 
garages (notés G et H). La matrice M représente l’inventaire 
de trois modèles populaires de voiture (notés À, B et C) ven- 
dus par ce concessionnaire. 


A B C 
12 815] G 
M=[5 5 1e 


La matrice P donne, pour chacun des modèles, le prix de 
revient (R), c'est-à-dire ce que la voiture coûte au concession- 
naire, et le prix de détail (D), c'est-à-dire le prix que le conces- 
sionnaire retire de la vente. 
R D 
35000 40000 | A 


38000 45000 | B 
40000 55000 | C 


P = 


a) Quels sont la valeur et le sens de m,3? 


b) Quels sont la valeur et le sens de p31? 
—1 
c) Interprétez le résultat de l'opération matricielle rl “| 


d) SiE = MP, donnez le sens et la valeur de e,, et de e::. 


e) Interprétez le résultat de l'opération matricielle [1 1]E. 


Le portefeuille d'actions d’un individu comporte trois titres. 
La matrice À représente le nombre d’actions de chaque titre, 
et la matrice B le cours de chaque action en dollars pour une 
semaine donnée (du lundi au vendredi). 


1,90 1,95 2,00 2,05 2,05 
3,10 3,08 3,14 3,12 3,09 
0,85 0,90 0,92 0,94 1,00 


A=1[100 150 125] B= 
a) Calculez AB. Que représente cette matrice ? 


b) Quand le portefeuille de l'individu a-t-il atteint sa plus 
grande valeur ? 


Vos parents détiennent 25, 40, 50 et 80 actions des compa- 

gnies Ci, C;, C; et C4 respectivement. 

a) Construisez la matrice ligne N des nombres d'actions dé- 
tenues dans l'ordre où ceux-ci apparaissent dans l'énoncé. 


À 28. 


A 29. 


Les cours de ces actions sont respectivement de 45 $, 70 $, 
25 $ et 60 $. 


b) Construisez la matrice colonne V des valeurs des actions 
dans l'ordre où celles-ci apparaissent dans l'énoncé. 


c) Calculez NV et interprétez le résultat. 


d) Quel doit être le format de la matrice À si la matrice ligne 
NA donne la valeur totale de chacune des actions détenues 
dans le portefeuille de vos parents ? 


e) Construisez la matrice À et indiquez quel en est le type 
(identité, diagonale, scalaire, échelonnée, etc.). 


f) Calculez NA. 


g) Les rendements du dividende offerts par les compagnies 
sont respectivement 2 %, 3 %, 4 % et 1 % de la valeur 
totale des actions détenues. Formez la matrice colonne R 
des rendements du dividende. 


h) Calculez NAR et interprétez le résultat obtenu. 


Un bijoutier fabrique des bagues et des boucles d’oreilles. 
Chaque bague exige 1,5 h de travail, 5 g d’or et 4 pierres pré- 
cieuses. Chaque paire de boucles d’oreilles exige 1 h de tra- 
vail, 2 g d’or et 2 pierres précieuses. 


a) Consignez ces informations dans une matrice Q de format 
2 x 3. Respectez l'ordre des intrants (main-d'œuvre, or et 
pierres précieuses). 


Le coût de chacun des intrants est respectivement de 18 $/h, 
de 12 $/g d'or et de 25 $ par pierre. 


b) Consignez ces informations dans une matrice colonne U. 
Respectez l'ordre des intrants. 


c) Quelle opération matricielle faut-il effectuer sur les ma- 
trices Q et U pour obtenir le coût de fabrication de chaque 
type de bijoux ? Si on désigne par C la matrice des coûts, 
que vaut C? 


Le bijoutier vend ses bagues 300 $ l'unité et ses boucles 
d'oreilles 125 $ la paire. 


d) Consignez ces informations dans une matrice colonne R. 
Respectez l'ordre des produits fabriqués. 


e) Quelle opération matricielle faut-il effectuer sur les ma- 
trices R et C pour obtenir le profit unitaire dégagé de la 
vente de chaque type de bijoux ? Quel est le profit unitaire 
dégagé de la vente de chaque type de bijoux? 


Le propriétaire de deux boulangeries produit des baguettes 
de pain, des brioches et des gâteaux. Pour chaque douzaine 
de baguettes, de brioches et de gâteaux, il faut combiner les 
quantités suivantes de farine, de sucre et de beurre: 


Quantités (en kilogrammes) d'ingrédients 
requis pour une douzaine 


Ingrédient Baguettes Brioches Gâteaux 
Farine 25 0,5 | lol 
Sucre 0,1 enr 
Beurre 0,2 | 0,4 [| 08 


À 30. 
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A 


Les quantités produites par chacune des boulangeries sont 
données par la matrice suivante: 


Production (en douzaines) de chaque boulangerie 


Produit Boulangerie 1 Boulangerie 2 


Baguettes 


Brioches 


Gâteaux 


a) Quelle opération matricielle faut-il effectuer pour 
connaître la quantité de chaque ingrédient qui doit être 
livrée à chacune des boulangeries pour qu'elles puissent 
produire les quantités habituelles de baguettes, de brioches 
et de gâteaux ? 


b) Quelle quantité de sucre faut-il livrer à la boulangerie 1 ? 


c) Quelle quantité de farine faut-il livrer à la boulangerie 2 ? 


Sur les rayons de deux magasins de disques, on trouve un 
total de 60 exemplaires de disques des artistes ou groupe 
suivant: Céline Dion, Mes Aïeux et Daniel Bélanger. Dans 
le premier magasin, ces disques totalisent 40 exemplaires. 
Dans ces deux magasins, on compte 30 exemplaires des 
disques de Céline Dion, le premier magasin en comptant 
deux fois plus que le second. Dans chaque magasin, on dé- 
nombre également deux fois moins de disques de Mes Aïeux 
que de disques de Céline Dion. 


a) Construisez la matrice À des stocks de ces deux magasins. 


Stock de disques par magasin 


Céline 
Dion 


Mes 
Aïeux 


Daniel 
Bélanger 


Premier magasin 


Deuxième magasin 


14 

b) La matrice B = | 16 
12 

des disques. Calculez AB et interprétez le résultat. 


donne le prix de vente de chacun 


Un auteur de manuels scolaires a écrit un livre d’algèbre, un 
livre de calcul et un livre de statistiques, codés respectivement 
1, 2 et 3. Au début de l’année, les deux entrepôts de l’éditeur 


32. 


renferment 10 000 exemplaires des livres de cet auteur, dont 
3 000 du manuel de calcul et 1 000 du manuel de statistiques. 
Le premier des deux entrepôts contient 4 000 exemplaires 
des ouvrages de l’auteur, dont 1 000 du manuel d’algèbre et 
2 000 du manuel de calcul. 


a) Construisez la matrice À du stock des ouvrages de l’auteur 
dans les deux entrepôts de l'éditeur. Les éléments de la 
matrice doivent reproduire l'ordre établi dans le tableau 
suivant. 

Stock des livres de l'auteur 


Algèbre (1) 


Calcul (2) Statistiques (3) 


… … (IN 


b) Léditeur prévoit vendre dans l'année 30 % des exemplaires 
de chaque ouvrage stockés dans chacun des deux entre- 
pôts. Si les prévisions de l'éditeur se réalisent, quelle opé- 
ration matricielle sur À permet de dresser l'inventaire à la 
fin de l'année ? 


c) Siles prévisions de l'éditeur se réalisent, quelle sera la ma- 
trice des stocks à la fin de l'année ? 


d) Quelle matrice V donne la prévision du nombre dexem- 
plaires de chaque ouvrage vendus pour chaque entrepôt ? 


e) Téditeur vend les manuels d’algèbre 50 $ lunité, les ma- 
nuels de calcul 55 $ l'unité et les manuels de statistiques 


45 $ l'unité. Construisez la matrice des prix P =] Pilier 


f) Comment doit-on interpréter la matrice R = VP? 


g) Que vaut la matrice R? 


Un concessionnaire de voitures importées vend trois modèles 
de voiture (X, Y et Z). Pour chacun de ces modèles, il existe 
trois équipements, en sus de l’équipement de base, que le 
consommateur peut choisir. La matrice R représente ce qu’il 
en coûte au concessionnaire (prix de revient) pour chaque 
modèle de voiture, ainsi que le prix de chacun des équipe- 
ments optionnels (O,, O, et O3), alors que la matrice D re- 
présente le prix de détail. 


Base OO; 
30000 300 


35 000 
40 000 

Base O, 
32 000 
38000 
44000 


O2 
200 


O3 


700 |Modèle X 


Modèle Y 
Modèle Z 


Modèle X 
Modèle Y 


900 600 Modèle Z 


a) Quelle opération matricielle faut-il effectuer sur les ma- 
trices R et D pour obtenir la matrice B représentant la 
marge bénéficiaire pour chaque modèle de voiture et 
chaque type d'équipement? Construisez la matrice B. 


b) Quelle opération faut-il effectuer sur la matrice B pour 
trouver le bénéfice obtenu sur chaque modèle de voiture 
lorsque les équipements optionnels O, et O, ont été choi- 
sis ? Donnez le résultat de cette opération. 
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c) Le concessionnaire décide doffrir des rabais de 3 % sur 
le prix de base de chaque modèle, de 5 % sur les équi- 
pements optionnels O, et O;, et de 10 % sur léquipe- 
ment O3. Quel sens doit-on donner au produit matriciel 
D[0,97 0,95 0 0,9]? 

d) À la suite d’une dépréciation importante du dollar, le prix 
de revient des voitures a subi une hausse de 15 %. Afin de 
demeurer compétitif, le concessionnaire décide de n'aug- 
menter le prix de détail que de 10 %. Construisez la ma- 
trice B’ représentant la nouvelle marge bénéficiaire. 


Une diététiste au service d’un hôpital fait préparer trois 
menus de déjeuner pour répondre aux différents besoins ali- 
mentaires des patients. Chaque menu contient deux aliments 
composés de protéines, de fibres et de matières grasses. Les 
quantités (en grammes) de chacun de ces éléments nutritifs, 
par portion de 30 g d’un aliment, sont données par la ma- 
trice À. 
Aliment 1 Aliment2 


3 5 Protéines 
A = 13 1 Fibres 
1 2 Gras 


Chaque menu contient au total 30 g des deux aliments dans 
les proportions indiquées par la matrice B. 


Menul Menu2 Menu 3 
B | 0,8 0,6 0,4 | 


0,2 0,4 0,6 Aliment 2 
a) Interprétez la valeur de 4;, dans le contexte donné. 
N'oubliez pas d'indiquer les unités de mesure dans votre 
réponse. 


b) Interprétez la valeur de b: dans le contexte donné. 
N'oubliez pas d’indiquer les unités de mesure dans votre 
réponse. 


c) Que représente la deuxième colonne de la matrice A? 


d) Pouvez-vous interpréter le produit matriciel BA ? Si oui, 
calculez ce produit et donnez-en le sens. 


e) Pouvez-vous interpréter le produit matriciel AB? Si oui, 
calculez ce produit et donnez-en le sens. 


Soit B=[5 12 6] la matrice donnant le nombre d’unités 
produites de trois biens (b1, b2 et b3) que fabrique une entre- 
prise. Soit 
m1 m2 m3 mA 

3 7 2 8 b1 

2 10 3 2 b2 

5 9 4 3 b3 


Q = 


la matrice donnant les quantités de chacun des quatre com- 
posants (m1, m2, m3 et m4) requis pour la production d’une 
unité de chacun des trois biens. Soit C =[8 10 12 6]la 
matrice des coûts unitaires de chacun des composants. 
a) Donnez le sens et la valeur de g3, dans le contexte. 


b) Calculez le produit matriciel BQ et interprétez le résultat 
de cette opération. 

c) Calculez le produit matriciel QC‘ et interprétez le résultat 
de cette opération. 
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d) Calculez le produit matriciel BQC' et interprétez le résul- 
tat de cette opération. 


Quatre candidats (désignés respectivement par C, C;, C; et 


LIA C;) se sont présentés à la présidence de l'association étudiante 
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d’un cégep. Les étudiants devaient voter dans celui des trois 
bureaux de scrutin qui leur était indiqué en fonction de leur 
nom. La matrice R présente la répartition des votes entre les 
candidats par bureau de scrutin (désignés respectivement 
par B,, B, et B;). 


CG QG GG C4 


0,20 0,35 0,10 | B 
R=1| 0,25 0,20 0,25 ___ | B, 
0,30 0,20 0,40 | B, 


Chaque élément de la matrice R représente la fraction des 
personnes qui ont voté pour un candidat dans un bureau de 
scrutin. On suppose qu'aucun vote n'a été annulé. 


a) Donnez la valeur et le sens de r3. 
b) Complétez la matrice R en y inscrivant les éléments man- 
quants. 


c) On a dénombré 160 votants au bureau B,, 120 votants au 
bureau B, et 100 votants au bureau B;. Construisez la 
matrice ligne V, où v; représente le nombre de votants au 
bureau B,. 

d) Lequel des produits RV ou VR est défini. Justifiez votre 
réponse. 


e) Calculez le produit qui est défini, soit RV ou VR. 
f) Donnez le sens du produit calculé en e. 


g) Pourquoi la somme des éléments de V est-elle égale à la 
somme des éléments de VR? 


h) À partir du produit calculé en f, déterminez le candidat 


qui a remporté l'élection, soit celui qui a obtenu le plus de 
votes. 


Un graphe orienté est formé de sommets et de flèches. La 
matrice d’adjacence À = [a], d’un graphe orienté est 
définie comme suit: 


, si une flèche part de i vers j 

ÿ 

O0 autrement 

Quatre espèces animales vivent dans un même écosystème. 


Le graphe orienté qui suit présente les relations de prédation 
entre ces espèces : 


Le graphe a été construit de telle façon qu’une flèche issue 

d'une espèce i vers une espèce j indique que i est un prédateur 

de j. 

a) Construisez la matrice d’adjacence A associée au graphe 
de prédation. 


b) Calculez A? et interprétez les valeurs non nulles obtenues. 


@ 37. La figure qui suit représente le réseau des principaux axes 
É. routiers joignant quatre villes. 


Soit A =[a;] la matrice telle que a; 
nxn 

représente le nombre d’axes routiers 

joignant directement la ville j à la ville j. 


a) Construisez la matrice À. 


b) Vérifiez que la matrice À est symétrique et expliquez ce 
résultat dans le contexte. 


c) Évaluez B = A2. 
d) Donnez le sens de b;.. 
e) Évaluez C = À + A2. 


f) Donnez le sens de c;;. 


1138. Si la matrice À = [a] . représente la matrice des échanges 
HH nxn 


commerciaux entre # pays où a; donne la valeur (en milliards 
de dollars [G$]) des biens importés par le ième pays du 
jème pays, que représente la matrice At — A? [Indice: Relire 
l’exercices récapitulatif 23 (p. 26) du chapitre 1.] 


139. Un graphe orienté est formé de sommets et de flèches. La 


matrice d’adjacence A = [a | . d’un graphe orienté est défi- 
nxn 
nie comme suit: 


1 siune flèche part de i vers 
di = 
O0 autrement 


a) Construisez la matrice d’adjacence À du réseau des liens 
aériens entre 5 villes représenté par le graphe orienté 


suivant. 
@ (4) 


b) Utilisez un logiciel de calcul symbolique comme Maple 
pour calculer B = A2. 


c) Donnez le sens de b;. (Indice: À partir du graphe orienté, 
dénombrez les trajets de la ville i vers j par l'intermédiaire 
d’une autre ville.) 


d) Utilisez un logiciel de calcul symbolique comme Maple 
pour calculer C = Aÿ,. 


e) Donnez le sens de c;; pour i # j. 


f) Utilisez un logiciel de calcul symbolique comme Maple 
pour calculer À, À + A2, À + A? + A, etc. jusqu'à ce que 
la somme des matrices ne compte plus aucun élément nul. 


g) Interprétez le résultat obtenu en f. 


@ 40. P. H. Leslie’ (1900-1974) a proposé un modèle démogra- 


€ phique pour décrire l’évolution de la taille d’une population 


*_P. H. Leslie, «On the Use of Matrices in Certain Population Mathema- 


tics», Biometrika, 1945, vol. 33, p. 183 à 212. 


de femelles de diverses espèces animales. Voici les principaux 
éléments de ce modèle. 


On divise la population étudiée en n classes d’âge, notées Ci, 
C, Ca, … , C et on choisit une même amplitude pour toutes 
les classes. Par exemple, pour les êtres humains, on pourrait 
définir 20 classes d'amplitude 5, soit C, = [o, 5[, C> = [5, 10, 
C3 = [10, 15, ..., C0 = [95, 1001. 

La structure par âge d’une population, après f observations, 
correspond au nombre de femelles dans chacune des classes 
d'âge. On suppose que les observations de la population se 
font à des intervalles de temps correspondant à l'amplitude 
des classes d'âge. Dans le cas des êtres humains, on ferait donc 
des observations tous les 5 ans. 


On représente la structure par âge après £ observations par 
une matrice X® de format n X 1: 


A 


où x désigne le nombre de femelles dans la classe d’âge 
C; après { observations. Lobjectif du modèle est de prédire 
la structure d’âge d’une population à partir d’une cohorte ini- 
tiale X0), 

Si aucune mortalité ne survient entre deux observations, les 
femelles enregistrées dans la classe d'âge C; à la première de 
ces observations se retrouveraient toutes dans la classe d'âge 
C;1 à la seconde observation. Pour que le modèle soit réaliste, 
on définit un taux de survie s; entre deux classes d'âge: seule 
une fraction s; des femelles de la classe C; se retrouveront dans 
la classe C;,,. Il va sans dire que 0 < 5; < 1. En particulier, 
comme la dernière classe d'âge est C,, on a 5, = 0. 


De plus, entre deux observations, les femelles d’une classe 

’âge C; donnent naissance à des descendantes. On note d; 
le nombre moyen de descendantes nées d’une femelle de la 
classe d'âge C; entre deux observations et ayant survécu 
jusqu’à la seconde de ces observations. Ainsi, d,x repré- 
sente le nombre total de descendantes nées de femelles de 
la cohorte initiale qui appartiennent à la classe d'âge C;. Il s'agit 
des descendantes nées avant la première observation (f = 1) 
et ayant survécu jusqu'au moment de cette observation. 


Nous sommes maintenant en mesure de construire le modèle. 
Le nombre d'individus dans la première classe d'âge à f = 1, 
soit à la première observation, est égal au nombre total de 
descendantes survivantes des femelles de toutes les classes 
d'âge, c'est-à-dire 

x = dix ® + d,x® + d,x®) ++ d,x® 
C'est la première équation du modèle. 


Quant au nombre de femelles dans chacune des autres classes 
d'âge C; (pour i > 1) au temps f = 1, il est égal au nombre de 
femelles survivantes issues de la classe d'âge C;_; au temps 
t = 0. Donc, x = 5124) pour i > 1, ce qui donne n-1 
autres équations. 
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* M.R. Cullen, Mathematics for the Biosciences, Boston, PWS-Kent, 1983, 


Le modèle compte donc n équations, qu'on peut écrire sous 
la forme matricielle X®) = AX( où la matrice À porte le nom 
de matrice de Leslie. 


a) Donnez l'expression générale d’une matrice de Leslie. 


b) En supposant que la matrice de Leslie demeure la même 
entre deux observations, exprimez X®) en fonction de À 
et de X(). 


c) En supposant que la matrice de Leslie demeure la même 
jusqu’à la kième observation, exprimez X( en fonction de 
A et de XO), 


La matrice de Leslie‘ pour la population de truites fe- 
melles du ruisseau Hunt, au Michigan, est 


0 0 37 64 82 
0,06 0 0 0 0 
0 0,34 0 0 0 
0 0 0,16 O0 0 
0 0 0 0,08 0 


Lamplitude des classes d'âge est de 1 an, et on observe 
cette population une fois par année. Au temps f = 0, la 
structure par âge est donnée par 


10 000 
600 


d) Donnez le sens du nombre 0,06 dans la matrice de Leslie. 
e) Donnez le sens du nombre 82 dans la matrice de Leslie. 


f) À partir de quel âge les truites de la population étudiée se 
reproduisent-elles ? 

g) Donnez le sens du nombre 600 dans la matrice X(0 de la 
structure par âge de la cohorte initiale. 


h) Donnez la structure d'âge de la population des truites au 
temps t = 1. 


—22 —3 —25 
40 6 44 |est une matrice 
16 3 16 


nilpotente dont l'indice de nilpotence est 3. 


Vérifiez que la matrice D = 


Soit les matrices 
WW 1 1 
TNT 
A = [1], À = Y Y et À; = LA LA LA 
2 A 
BAR 


a) Vérifiez que ces matrices sont idempotentes. 


b) À partir du résultat obtenu en a, proposez une matrice À, 
dordre n, autre que la matrice identité, qui soit une ma- 
trice idempotente et prouvez votre résultat. 


p. 633. 


| SECTIONS 2.6 ET2.7 


1 
Ci 
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Démontrez les propriétés 3, 5 et 7 du théorème 2.2 (p. 51). 


Démontrez que si AB = À et BA = B, alors AB est une ma- 
trice idempotente. 


En supposant que chaque opération soit définie, simplifiez 
chacune des expressions suivantes. 

a) (5AB') 

b) (A! +B) +48! 

o) [(a' + A)(A'  4)] 


b\ 46. Démontrez que si ABA = À, alors BA est une matrice idem- 
[E] potente. 
L 47. Démontrez que si À et B sont deux matrices diagonales de 


H 49. 
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même ordre, alors le produit AB est aussi une matrice dia- 
gonale et, de plus, AB = BA. 


. Démontrez que le produit de deux matrices triangulaires 


supérieures de même ordre est une matrice triangulaire 
supérieure. 


Soit À une matrice quelconque. Donnez l'expression de 
Tr(AA') à l’aide de la notation Y et en fonction des éléments 


de la matrice A. 


Un des problèmes auxquels les archéologues font face est 


[TA celui du classement des sites par ordre chronologique: c'est 


ce qu'on appelle la sériation. À la fin du xix° siècle, l’ar- 
chéologue britannique sir William Matthew Flinders Petrie 
(1853-1942) chercha à classer 900 sites funéraires égyptiens 
dans le bon ordre chronologique à partir des différents types 
de poterie qu’il y trouva. Petrie fit l'hypothèse que les sites 
chronologiquement plus proches entre eux contiennent plus 
d'objets de même nature que les sites chronologiquement 
plus éloignés. 

On peut modéliser l'approche employée par Petrie à laide du 
langage matriciel. Pour simplifier le problème, on considère 
le cas où on veut effectuer la sériation de 4 sites funéraires 
(numérotés 1, 2, 3 et 4) qui contiennent 3 types de poterie 
(numérotés 1, 2 et 3). Définissons la matrice P de la façon 
suivante: P =[p;] , où p; vaut 1 si le #" site contient une 


4x 
poterie du ji" type, sinon il vaut 0. 
1 O0 0 
1 1 0 
Soit P = o 1117 telle matrice. 
0 O1 


a) Le troisième site contient-il une poterie du deuxième type ? 

b) Quels sites ne contiennent pas de poterie du troisième type ? 

c) Calculez la matrice A = PP'. Vérifiez que la matrice À est 
symétrique. 

d) Montrez qu'en général le produit d’une matrice et de sa 
transposée est une matrice symétrique. 


@ 51. 


3 
e) Expliquez pourquoi l'élément a; = 2, Pix px de la matrice 
k=1 


A donne le nombre de types de poterie trouvés à la fois 
dans les jième et jième sites. 


f) Calculez la matrice B = P'P. 


g) Donnez une interprétation de l'élément b; de la matrice B. 


Un carré magique est une matrice carrée À formée d’entiers 
non négatifs et telle que la somme des éléments de chaque 
ligne ou de chaque colonne est une même constante notée 
S(A). Par exemple, la matrice 


1 0 4 


4 1 0 
0 4 1 


A = 


est un carré magique pour lequel S(A) = 5. 


Démontrez que si À et B sont des carrés magiques d'ordre n, 
alors : 


a) A+ B est un carré magique et S(A + B) = S(A) + S(B). 
b) AB est un carré magique et S(AB) = S(A) x S(B). 


Démontrez que si À est une matrice carrée d’ordre n telle que 
A'A = L,, alors (1, — A) (1, + A) est une matrice antisymé- 
trique. 


Dites si l'énoncé est vrai ou faux. Justifiez votre réponse. 


a) On peut toujours additionner deux matrices qui com- 
portent le même nombre de lignes. 


b) La transposée d’une matrice ligne est une matrice colonne. 


c) Si À ou B est une matrice nulle, alors le produit AB est 
une matrice nulle s’il est défini. 


d) Si le produit matriciel AB est une matrice nulle, alors À 
ou B est nécessairement une matrice nulle. 


e) Si le produit matriciel AB est défini, alors AB = BA. 

f) Sile produit matriciel AB est défini, alors (AB) = A! Bt. 
g) Si A est une matrice nilpotente d'ordre n, alors A2 = Ou. 
h) Le produit de deux matrices carrées est toujours défini. 


i) Si A est la transposée de B, et B la transposée de C, alors 
A=cC. 


À 54. 
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1 0 0 
j) La matrice A =|0 1 O |est une matrice idempotente. 
1 0 0 


k) Si À est une matrice triangulaire inférieure, alors A! est 
une matrice triangulaire supérieure. 


1)  Lexpression A? est toujours définie. 


m) Si le produit matriciel AB est défini, alors le produit ma- 


triciel BA l'est aussi. 


n) Si les opérations AB et À + B sont définies, alors les ma- 
trices À et B sont des matrices carrées de même ordre. 


o) SiA et B sont des matrices carrées de même ordre, alors 
(A + B) = A2 + 2AB + B? 

p) Si A est une matrice idempotente, alors A" l'est également. 

q) Si A est une matrice idempotente, alors A! l'est également. 

Complétez le diagramme de transition en y consignant les 


probabilités manquantes et construisez la matrice de tran- 
sition. 


Te 


0,3 


b) 0,7 


0,1 


26 CBK ae 


0,2 


Une plante peut avoir des fleurs rouges (type 1), roses (type 2) 
ou blanches (type 3) selon son génotype. Soit T = Li be la 
matrice telle que f;; représente la probabilité qu'une plante de 
type j produise une plante de type i lorsqu'on effectue la 


pollinisation avec une plante dont les fleurs sont roses: 
0,5 0,25 0,0 
0,5 0,5 0,5 
0,0 0,25 0,5 


T = 


Utilisez le calcul matriciel pour déterminer la probabilité dob- 
tenir une plante à fleurs blanches dans deux générations de 
pollinisation avec une plante dont les fleurs sont roses, si la 
répartition initiale des plantes selon leur génotype est 


0,3 
0,5 
0,2 


po) — 


où pi° représente la proportion des plantes de type i dans la 
population. 


Une entreprise possède trois comptoirs (numérotés 1, 2 et 3) 
de location d’outils sur un territoire donné. Elle permet à ses 
clients d'effectuer le retour de l'outil dans le comptoir de son 
choix, peu importe l’origine de l'outil. Soit T = [f;; | la matrice 
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de transition telle que f; représente la probabilité qu'un outil 
loué au comptoir j soit retourné au comptoir i. 


0,6 0,2 0,1 
T=|0,1 0,8 0,4 
0,3 0,0 0,5 


a) Donnez la valeur et le sens de f3. 


b) Siinitialement 20 % des outils loués Le sont au comptoir 1, 
40 % le sont au comptoir 2 et les autres au comptoir 3, 
déterminez la probabilité qu'un outil soit retourné au 
comptoir 3 après avoir été loué 2 fois. 


Un couple original adopte la règle alimentaire suivante pour 
le repas du soir: 


+ Chaque soir, le couple mange soit de la viande (état 1), soit 
des pâtes (état 2). 


+ Le couple ne mange pas de viande deux jours consécutifs. 


+ Sile couple a mangé des pâtes un jour donné, l’une des deux 
personnes lance une pièce de monnaie et le couple mange 
de la viande le jour suivant si la pièce donne pile. 


a) Construisez la matrice de transition T associée à la règle 
alimentaire de ce couple. 


Un certain dimanche, ce couple a mangé des pâtes. 


b) Quelle opération matricielle permettrait d'évaluer la pro- 
babilité que ce couple mange de la viande le jeudi soir 
suivant ? 


c) Quelle est la probabilité que le couple mange des pâtes le 
jeudi soir suivant ? 


Une compagnie d'assurance a établi que 25 % des personnes 
qui ont effectué au moins une réclamation (état 1) à la suite 
d’un accident une année donnée en feront au moins une autre 
l'année suivante. De plus, elle a calculé que seulement 10 % 
des personnes n'ayant pas effectué de réclamation (état 2) 
une année donnée en feront au moins une au cours de l’année 
suivante. 


a) Construisez la matrice de transition associée aux données 
de la compagnie d'assurance. 


b) Si 5 % des personnes ont effectué au moins une récla- 
mation une année donnée, quelle est la probabilité que 
deux ans plus tard une personne effectue au moins une 
réclamation ? 


Trois revendeurs de service interurbain se partagent un mar- 
ché. L'entreprise 1 détient 50 % du marché, et l’entreprise 2 
en détient 30 %, ce qui ne laisse que 20 % du marché à la 
troisième entreprise. 


a) Représentez ces informations par la matrice 


po) = La LE, 
(0) 


où p; représente la part de marché détenue initialement 
par l'entreprise i. 
Au cours du dernier mois, les trois revendeurs de service in- 
terurbain se sont livrés à une concurrence féroce. Lentre- 
prise 1 a conservé 80 % de sa clientèle et elle en a perdu 10 % 
au profit de l'entreprise 2; celle-ci a retenu 75 % de sa clientèle 


et elle en a perdu 5 % au profit de l'entreprise 3. Enfin, l'entre- 
prise 3 a gardé 90 % de sa clientèle, mais elle en a perdu 5 % 
au profit de l'entreprise 2. 


La matrice de transition T = [éÿ 1 qui représente ces mou- 
vements de clientèle, est définie par 

l = part de la clientèle de j qui passe à i 
b) Construisez le diagramme et la matrice de transition T.. 


c) Que vaut la somme des éléments de chaque colonne de T? 
Pourquoi obtient-on ce résultat ? 


d) La matrice T'est-elle une matrice stochastique (voir l'exer- 
cice 2.9, p. 56)? Justifiez votre réponse. 


e) Que vaut TPO? Qu'indique cette matrice ? Proposez une 
notation. 


f) Sila matrice de transition est la même de mois en mois, 
quelle part du marché chaque entreprise détiendra-t-elle 
à la fin du deuxième mois ? Proposez une notation. 


g) Quelle expression matricielle représente la part du marché 
de chacune des trois entreprises à la fin du niè"€ mois ? 
Proposez une notation. 


b\ 60. On divise une province en trois grandes régions géographi- 
LIA ques qui comptent, au moment de la division, respectivement 


60 % (région 1), 25 % (région 2) et 15 % (région 3) de la po- 
pulation totale. Chaque année, 10 % des gens de la région 1 
émigrent dans des proportions identiques vers les régions 2 
et3. De même, chaque année, 95 % des personnes demeurant 
dans la région 2 y restent, alors que 2 % des personnes de 
cette région migrent vers la région 3. Enfin, 98 % des per- 
sonnes habitant la région 3 une année donnée y demeurent 
encore après un an, les autres ayant quitté pour la région 2. 
Soit T =|[t; Le la matrice telle que f; représente la part de 


la population de la région j qui passe à la région i. 
a) Construisez la matrice T. 


b) Utilisez une opération matricielle pour déterminer la 
composition de la population par région dans 2 ans. 


c) Quelle expression matricielle permettrait de déterminer la 
composition de la population par région dans n années ? 


L61. Une souris se déplace entre les compartiments d’un laby- 
LA rinthe qui en compte trois. 


Chaque fois qu'elle entend une cloche, elle change de compar- 
timent en choisissant au hasard une des portes disponibles et 
demeure dans le compartiment choisi jusqu’à ce que la cloche 


se fasse entendre à nouveau. Soit la matrice de transition 
T= [iles donnant les probabilités des déplacements d’un 


compartiment à l'autre: 


ti = probabilité que la souris se déplace 
du compartiment j au compartiment i 


a) Construisez le diagramme de transition ainsi que la ma- 
trice de transition. 


Pour choisir le compartiment initial de la souris, l'expérimen- 
tateur lance un dé et dépose la souris dans le compartiment 1 
si le résultat obtenu est pair, dans le compartiment 2 si le ré- 
sultat est impair, mais supérieur à 1, et dans le compartiment 3 
autrement. 


b) Quelle notation utilise-t-on pour désigner la matrice d'état 
initial ? 
c) Quelle est la matrice détat initial ? 


d) Quelle notation utilise-t-on pour désigner la matrice d'état 
de niveau 3? 


e) Effectuez l'opération matricielle appropriée pour déter- 
miner la probabilité que la souris soit dans le deuxième 
compartiment après le troisième coup de cloche. 


| SECTION 2.8 
2 uns a bb], 
À 62. Vérifiez que la matrice inverse de À = É À où ad — bc Z 0 
1 | d p. 
ad—bcl-c a] 


À 63. Si À = [ E | que vaut A1? 


est Al = 


À 64. Soit les matrices 


fi #f6 1 61 


2.3 
D = 
5 8 
a) Que vaut AB? 
b) La matrice À admet-elle une matrice inverse? 


c) Vérifiez que AC = AD. 


d) Servez-vous de l'égalité obtenue en c pour montrer qu’il 
existe des matrices non nulles M, N et P telles que 
MN = MP B N—P. 


@ 65. 


À 66. 


Lu 67. 


À 68. 


À 69. 


Soit À une matrice carrée d’ordre n et k un entier supérieur 

à 1. 

a) Simplifiez l'expression 

(1, — AI, + A+ A2 +:..+ A1) 

b) En supposant que la matrice (1, — A) admet une matrice 
inverse et que $ = (1, + A+ A2 +-..+ Ak-1), montrez 
que Sy = (1, — AJ (I, — AF). 

Les questions qui suivent s'adressent à ceux et à celles qui 

connaissent le concept de limite. 

c) Si lim AË = O,,,, que vaut lim S, ? 

k— k—c 
a 0 

d) si A = [0 pfoùo<a<i et 0 < b <1, que valent A?, 

A3, A%, lim Af et lim S, ? 
k— k— 
Résolvez chacun des systèmes d'équations linéaires suivants 


en recourant au produit matriciel et à la matrice inverse de 
la matrice des coefficients. 


a) 3x + 2y = 8 
5x — 4y = 6 
b) —2x + 3y = 11 

6x — 2y — 2 


1 1 
Soit B = | — Ï Déterminez la matrice À telle que AB = B!. 


Vérifiez que la matrice C est la matrice inverse de A et servez- 
vous de ce résultat pour résoudre le système d’équations 
linéaires. 
1 2 3 2-3 1 
A=|135 C = 1, 3 —2 
2 5 9 —1 —1 1 
x + 2y + 3z = 10 
X + 3y + 5z = 5 
2x + 5y + 9z = 20 
Donnez les principales différences entre les matrices et les 


nombres réels en ce qui a trait aux opérations d’addition et 
de multiplication. 


EXERCICES de révision (chapitres 1 et 2) 


1. Soit les matrices 


1 23 
A=]0 1 4 
0 0 0 
6 pour i= j 
B (il où = À ; n ; 
Jj pour i# 7] 
11 1 23 1 00 
c=|;] D=|123 E=]0 -2 0 
1 23 0 02 


Le 0 0 
sol o-[°9 
a) Déterminez si l'énoncé est vrai ou faux. 
i. La matrice A est échelonnée. 
il La matrice À est échelonnée réduite. 
ii. La matrice À est triangulaire inférieure. 
iv. La matrice B est symétrique. 


v. La matrice C est échelonnée. 
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vi. La matrice C est nilpotente. 

vii. La matrice C est idempotente. 

viii. La matrice D est symétrique. 

ix. La matrice E est diagonale. 

x. La matrice E est scalaire. 

xi. La matrice F est antisymétrique. 

xii. La matrice G est une matrice identité. 
b) Construisez la matrice B. 


c) Quelle est l'expression du terme général d; de la ma- 
trice D? 


d) Quelle est la trace de la matrice D ? 

e) Si lopération est définie, que vaut (D + E)F? 
f) Si lopération est définie, que vaut EF? 

g) Si lopération est définie, que vaut FD? 


h) Déterminez la matrice X telle que 3(X + D) = 3AE + D. 


. Afin de se faire connaître, une firme de consultants en infor- 
matique a établi une stratégie publicitaire comportant trois 
façons d'entrer en contact avec des clients potentiels de 
Montréal et de Laval: la publicité postale, l’entretien télépho- 
nique et la rencontre personnelle avec le client. La firme de 
consultants évalue qu’il lui en coûte 10 $ pour chaque dé- 
pliant publicitaire expédié par la poste, 20 $ par appel télé- 
phonique et 40 $ par rencontre personnelle. Le nombre de 
dépliants publicitaires postés, d'appels téléphoniques faits et 
de rencontres effectuées dans chacune des deux municipa- 
lités est consigné dans la matrice À ci-dessous. 


Lieu Téléphone | Rencontre 


50 20 


Montréal 


Laval 


a) Consignez, dans une matrice colonne B, selon leur ordre 
d'apparition dans le texte, les informations concernant les 
coûts unitaires de chacune des façons d'entrer en contact 
avec un client. 


b) Donnez la valeur et le sens de 4,3. 
c) Que vaut la matrice AB? 
d) Donnez le sens de la première ligne de la matrice AB. 


e) Quelle opération matricielle faut-il effectuer pour trouver 
le nombre de dépliants publicitaires, d'appels téléphoni- 
ques et de rencontres dans les deux municipalités réunies ? 


f) Quelle opération matricielle faut-il effectuer pour trouver 
le nombre total de contacts (poste, téléphone, rencontre) 
par municipalité ? 


. Des candidats à un poste de direction dans une grande entre- 
prise participent à une simulation d’une réunion du comité 
de direction. Après avoir observé leurs comportements, une 
psychologue a produit le schéma suivant représentant les 
influences qu’exercent les candidats les uns sur les autres, 


lorigine de la flèche indiquant la personne qui exerce 
l'influence. 


a) Combien de candidats participent à la simulation ? 
b) Construisez la matrice À dont le terme général est 
donné par 
_ [1 sif influence 
É Ê autrement 
c) Construisez la matrice B dont le terme général est 
donné par 
j si i influence j par l'intermédiaire | 
bj = d’un seul autre candidat et que i Z j 
0 autrement 


d) Construisez la matrice C = A + B des influences directes 
et indirectes de i à l'endroit de j. 


e) Déterminez la matrice D telle que Félément de la ième ligne 
de la matrice E = CD donne la somme du nombre d’in- 
fluences directes et indirectes que le iiè"® candidat exerce 
sur tous les autres candidats. 


f) À partir des éléments de la matrice E, déterminez la 
personne qui exerce le plus grand nombre d’influences 
directes et indirectes. 


Soit un groupe de personnes numérotées de 1 à n. Soit 
A = [a; JE où 
o les ième et jième individus 
ne sont pas des amis 
er 1 à les ième et jième individus 


sont des amis 


a) Dans le contexte, expliquez pourquoi la matrice A devrait 
être symétrique. 

b) On dit souvent: «Les amis de mes amis sont mes amis.» 
Complétez l'énoncé mathématique qui rend compte de ce 
dicton: Si a; = aÿ = 1, alors a = 1. 

c) SiG = AA’, montrez que g;; représente le nombre d'amis 
communs aux fième et jième individus. 


Le responsable du parc automobile d’une agence de location 
tient un registre de l’état de fonctionnement des voitures qui 
en font partie. Il utilise un classement comportant trois caté- 
gories notées respectivement 1 (excellent), 2 (bon) et 3 (mau- 
vais). Avec le temps, il a pu déterminer qu'entre deux périodes 
d'évaluation, 30 % des voitures de la catégorie 1 demeurent 
dans cette catégorie, alors que 40 % passent à la catégorie 2. 
Il a également constaté que 20 % des voitures de la catégorie 2 
passent à la catégorie 1 (à cause d’une mise au point effectuée 
entre les deux périodes d’évaluation), alors que 10 % passent 


à la catégorie 3. Enfin, 10 % des voitures de la catégorie 3 
passent à la catégorie 1, alors que 20 % passent à la catégorie 2. 


a) Construisez le diagramme de transition entre deux pé- 
riodes d'évaluation. 


b) Écrivez la matrice de transition T =[t;]... où f; repré- 


3x3 
sente la proportion (fraction décimale) des voitures de la 
catégorie j qui passent à la catégorie i. 

c) Donnez une interprétation des éléments de la diagonale 
principale de la matrice T.. 


d) Donnez une interprétation des éléments situés au-dessus 
de la diagonale principale de la matrice T. (Indice: Y a-t-il 
alors une détérioration, une amélioration ou un maintien 
de l'état de fonctionnement des voitures ?) 


e) Le parc automobile compte actuellement 150 voitures dont 
60 en excellente condition et 80 en bonne condition. Écri- 
vez la matrice P ={p, 1e où p; représente le nombre de 
voitures dans la catégorie i. 


f) Quelle opération matricielle faut-il effectuer sur les ma- 
trices T'et P pour obtenir le nombre de voitures dans 
chacune des catégories lors de la prochaine évaluation ? 


g) Donnez le résultat de l'opération matricielle détermi- 
née en f. 


6. Une matrice carrée À d'ordre n telle que AAî = I, est dite 
orthogonale. Lesquelles des matrices suivantes sont ortho- 


gonales ? 
a 
=] +70 _|_% 4% 
a=[ | EEE + 
SH 5 
3 3 3 


4 10 % 
c=| 4% -#%| Dp=lo1-x 
44 00 
7. Démontrez que la somme de deux matrices antisymétriques 
d'ordre n est aussi une matrice antisymétrique d'ordre n. 
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CHAPITRE 3 


DÉTERMINANTS ET INVERSION 
DE MATRICES 


[...] logiquement le concept de matrice 
précède celui de déterminant, mais 
historiquement ce fut l'inverse, de sorte 
que les principales propriétés des 
matrices étaient déjà connues lorsque 
les matrices furent créées. 


Morris Kline 


Nous avons conclu le chapitre 2 en signalant qu'un système 
d'équations linéaires peut être résolu par l'inversion d'une 
matrice. En effet, tout système d'équations linéaires s'exprime 
sous la forme matricielle AX = B, où A représente la matrice 
des coefficients, X la matrice des inconnues et B la matrice des 
constantes. On obtient la solution de cette équation en multi- 
pliant chaque membre de l'égalité par l'inverse de la matrice À 
lorsque celui-ci existe: X = A"B. L'inversion d'une opération est 
une stratégie courante. Ainsi, s'il est possible de résoudre un 
cube de Rubik, c'est parce que chaque rotation effectuée sur le 
cube est inversible. De même, on peut refaire un trajet en sens 
inverse pour revenir au point de départ; il s'agit simplement de 
«défaire son chemin ». 


Malheureusement, il n'est pas toujours possible d'inverser une 
matrice. Ainsi, seules certaines matrices carrées sont inversibles, 
soit celles dont le déterminant est non nul. Le calcul du déter- 
minant d'une matrice et le lien de celui-ci avec l'inversion de la 
matrice constitue l'objet du présent chapitre. 


OBJECTIFS 


e Distinguer une matrice singulière e Donner une interprétation géomé- ° Trouver, s'il y a lieu, l'inverse d'une 
d'une matrice régulière (3.1, 3.4 trique à un déterminant d'ordre 2 matrice en recourant à son adjointe 
et 3.5). (LD), (85)? 

e Calculer des déterminants en e Vérifier ou prouver des propriétés e Vérifier ou prouver des propriétés de 
recourant à l'algorithme de calcul des déterminants (3.4). la matrice inverse (3.6). 

3.1), à la règle de Sarrus (3.1), à la ë Re : $ : - 

c à ! _ : ao e Calculer la matrice adjointe d'une °e Résoudre un système d'équations 

définition formelle (3.3) ou aux à tn : ' 
matrice carrée (3.5). linéaires par la méthode de la matrice 


propriétés des déterminants 


inverse (3.7). 
(3.2 et 3.4). 
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UN PORTRAIT DE 


Augustin-Louis Cauchy 


Augustin-Louis Cauchy naquit à Paris le 21 août 1789 et mourut 
à Sceaux le 25 mai 1857. Son père était un ami des illustres 
mathématiciens Laplace et Lagrange. Ce dernier s'intéressa au 
talent du jeune Augustin-Louis, qui allait devenir le plus célèbre 
mathématicien français du xiXx° siècle. Ainsi, en 1801, Joseph 
Louis Lagrange (1736-1813) déclara: «Vous voyez ce petit jeune 
homme, eh bien! il nous remplacera tous autant que nous 
sommes, pauvres géomètres.» Puis il ajouta à l'intention du 
père: «Ne lui laissez pas ouvrir un livre de mathématiques, ni 
écrire un chiffre avant qu'il ait achevé ses études littéraires*.» 


En 1805, à l'âge de 16 ans, Cauchy entra à l'École polytechnique 
de Paris, et il poursuivit ensuite ses études à l'École nationale 
des ponts et chaussées. Il exerça quelque temps le métier d'in- 
génieur, mais sa santé fragile et sa préférence marquée pour les 
questions abstraites, et non les problèmes concrets, l'amenèrent 
à réorienter sa carrière vers les mathématiques. À partir de1815, 
il donna des cours d'analyse à l'École polytechnique et, en 1816, 
il devint membre de l'Académie des sciences. Au cours de sa 
longue carrière, Cauchy enseigna également au Collège de 


Augustin-Louis Cauchy 


*_B. Belhoste, Cauchy. Un mathématicien légitimiste au xix® siècle, Paris, Belin, 
1984, p.18. 


France et à la Sorbonne. Sur le plan politique, il était conservateur et royaliste. C'est pourquoi, 
après la Révolution de 1830, il dut s'expatrier pendant quelques années à Turin, à Fribourg 
et à Prague, où le roi Charles X, en exil, lui conféra le titre de baron. Il revint en France en 
1838. 


Cauchy a laissé de nombreuses publications d'une grande importance; près d'une vingtaine 
de concepts et de théorèmes portent d'ailleurs son nom. On lui doit 7 livres, plus de 700 articles 
scientifiques et plus de 150 rapports traitant de diverses branches des mathématiques: géo- 
métrie, analyse réelle et complexe, équations différentielles, physique mathématique, théorie 
des nombres, probabilités, théorie des déterminants, etc. 


On attribue souvent à Cauchy l'introduction de la rigueur du raisonnement en mathématiques. 
Si on s'était depuis toujours permis de publier des articles fondés sur des intuitions, cela devint 
pratiquement impossible avec son arrivée: tout devait désormais être prouvé à l'aide d'une 
argumentation rigoureuse. 


En calcul différentiel et intégral, les définitions de limite et de dérivée qu'on trouve dans les 
manuels modernes, ainsi que certains critères de convergence des séries, correspondent 
essentiellement à des notions définies dans les notes de cours de Cauchy. Les principales 
œuvres de Cauchy ont été numérisées et sont accessibles sur le site de la Bibliothèque natio- 
nale de France (http://gallica.bnf.fr). 
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Déterminant 
Le déterminant est une fonction qui associe 


un nombre à toute matrice carrée À. On le 
note det A ou |A]. 


Ordre d’un déterminant 


ordre d’un déterminant d’une matrice 
carrée est identique à l'ordre de la matrice. 


Matrice régulière 

Une matrice régulière (ou non singulière) 

est une matrice carrée dont le déterminant 
est différent de 0. Seules les matrices régu- 
lières sont inversibles. 


Matrice singulière 


Une matrice singulière est une matrice 
carrée dont le déterminant vaut 0. 

Les matrices singulières ne sont pas 
inversibles. 


ALGORITHME DE CALCUL D'UN DÉTERMINANT 


DANS CETTE SECTION : déterminant - ordre d'un déterminant - matrice régulière - matrice 
singulière - règle de Sarrus. 


À la fin du chapitre 2, nous avons abordé un sujet très important, à savoir la réso- 
lution d’un système d’équations linéaires. Nous avons montré comment résoudre 
un système de deux équations à deux inconnues à l’aide d’un produit matriciel : on 
multiplie, par la gauche, chaque membre de l’équation matricielle AX = B par la 
matrice inverse de À, soit A7!. La solution du système s'écrit alors sous la forme 
X = A71B. On peut généraliser cette méthode à tout système d’équations qui com- 
porte autant d'équations que d’inconnues à la condition que la matrice des coeffi- 
cients admette une matrice inverse. Toutefois, nous n'avons pas encore répondu à 
deux questions importantes: 


+ Quelles conditions garantissent l'existence de la matrice inverse d’une matrice 
carrée d'ordre n? 


+ Quelle est l'expression de l’inverse d’une matrice carrée d’ordre n quelconque si 
cet inverse existe ? 


Pour répondre à ces deux questions, nous étudierons un nouveau concept, soit le 
déterminant d’une matrice carrée. Nous nous pencherons d’abord sur un algo- 
rithme de calcul d’un déterminant, puis sur la définition formelle du déterminant 
d'une matrice carrée, ainsi que sur les principales propriétés des déterminants, 
notamment celles qui en simplifient le calcul. Pour terminer, nous verrons comment 
évaluer une matrice inverse à l’aide des déterminants et comment résoudre un sys- 
tème d’équations linéaires par la méthode de la matrice inverse. 


Le déterminant d’une matrice carrée À d'ordre n et dont les éléments sont des réels 
est un nombre réel associé à cette matrice. Par analogie, on dit du déterminant 
d’une matrice carrée d’ordre n qu’il est d'ordre n. Le déterminant d’une matrice A 
est noté det(A), det A (lorsqu'il n’y a pas de confusion possible, on peut omettre les 
parenthèses) ou encore [A]. La dernière notation (deux barres verticales) est iden- 
tique au symbole de la valeur absolue, mais le contexte permet généralement de 
distinguer les deux concepts. 


La valeur du déterminant d’une matrice A sert entre autres à «déterminer» si À 
admet une matrice inverse. En effet, nous allons démontrer qu'une matrice carrée À 
dont le déterminant est différent de 0 admet une matrice inverse. Cette propriété a 
son analogue dans les nombres réels: seuls les nombres différents de 0 possèdent 
un inverse. Une matrice carrée dont le déterminant est différent de 0 est dite régu- 
lière, ou non singulière, alors qu'une matrice carrée dont le déterminant vaut 0 est 
dite singulière. 


Avant d'aborder la définition formelle d’un déterminant, voyons premièrement un 
algorithme de calcul. Il consiste à écrire un déterminant d'ordre n sous la forme 
d’une somme de déterminants d’ordre n — 1, puis à écrire chacun de ceux-ci sous la 
forme d’une somme de déterminants d'ordre n — 2, et ainsi de suite jusqu’à ce qu'on 
obtienne une somme de déterminants d'ordre 2. C'est pourquoi on qualifie cet algo- 
rithme de récursif. Donc, si on connaît la formule de calcul d’un déterminant 
d'ordre 2, on peut calculer n’importe quel déterminant, quel que soit son ordre. 


DÉTERMINANT D'ORDRE 1 
Le déterminant d’une matrice carrée d'ordre 1 est la valeur de l’unique élément de 


cette matrice: si À = [la = [a] alors det A = a. De plus, si &, # 0, alors 


At = | En effet, CE =[1]= et | =f[1]= %. 


di di di 


DÉTERMINANT D'ORDRE 2 


| 1 An : ; 
Si À = , alors le déterminant de À est 
A1 An 
Gi 2 
det À = 
di An 


— 1422 — 142 


soit le produit des éléments de la diagonale principale moins le produit des éléments 
de la diagonale secondaire. Cette formule est représentée par le schéma suivant. 


= dj1d22 — d1d2 


+ 


EXEMPLE 3.1 


Soit les matrices 


= 5(2)- (2-3) 
= 


Par conséquent, seule la matrice D est une matrice singulière, toutes les autres 
matrices étant régulières (ou non singulières). De plus, on note que le détermi- 
nant de chaque matrice est un nombre réel positif, négatif ou nul. 


_rqa re _l231- [42 -51, 12 41, [5 -— 
ns É Al ke PE “| E=[ 5 "| 
Alors, 

| det A = -3 

à 3 

detB= |? À 

= 2(4)—1(3) 

1 —5 

detC =| 1 ” 

= —1(-4) —1(-5) 

= 9 

2 4 

detD = | : 

= 2(12) — 6(4) 

| = 0 

_| 5 -3 

detE =| © % 


DÉTERMINANTS ET INVERSION DE MATRICES | 85 … 


Calculez le déterminant de la matrice. 


a) 2 | b) 5= | ©) 2=|., é 


b 
La valeur absolue du déterminant de la matrice A = ke à admet une interpréta- 


tion géométrique simple, soit l’aire du parallélogramme dont trois des sommets sont 
les points (0, 0), (a, b) et Le d) (FIGURE 3.1). 


Interprétation géométrique d'un déterminant d'ordre 2 


a+c,b+d) 


L'aire du rectangle qui encadre le parallélogramme est de (a + c)(b + d). Comme on 
peut le constater dans la figure 3.1, ce rectangle peut être décomposé en plusieurs 
figures géométriques: deux rectangles d’aire bc, deux triangles d’aire ab, deux 
triangles d’aire cd et le parallélogramme dont on veut déterminer l'aire. Par 
conséquent, l'aire du parallélogramme est de 


(a + c)(b + d) — 2bc — 2(/ ab) — 2(/, cd) = ab + ad + cb + cd — 2bc — ab — cd 
= ad — bc 
Cette aire s'exprime en unités carrées (u2). 


Il va sans dire que l’aire du triangle dont les sommets sont les points (0, 0), (a, b) 
et (c, d) correspond à la moitié de celle du parallélogramme et donc à la moitié de 


la valeur absolue du déterminant de la matrice À = [e L Î 


d 


EXEMPLE 3.2 


On veut évaluer l'aire du triangle dont les sommets sont les points (0, 0), (3, 4) 
t (2, -1). Calculons d’abord le déterminant de la matrice À dont les lignes 
correspondent aux coordonnées des sommets autres que l’origine. 


3 4 
det À = 5 î 
= 3(-1) — 2(4) 
= 11 


Par conséquent, l’aire du triangle est de }/[det A] = !u?. 


Quelle est l'aire du parallélogramme dont les sommets sont les points (0, 0), 
(2, 3) et (—-1, -4)? 


a b 
Au chapitre 2, nous avons établi que la matrice inverse de la matrice À = É | est 


— 1 | » 
ad-bcl-C 4 


à la condition que ad — bc Z 0. Or, det A = ad — bc. Par conséquent, la matrice 
inverse d’une matrice carrée d'ordre 2 existe seulement si le déterminant de celle-ci 
est différent de 0. Si À est une matrice carrée d'ordre 2 telle que det À Æ 0, alors la 


matrice inverse de À est 
A 1 | d +] 
detAlL—C 4 


EXEMPLE 3.3 


Soit les matrices B, C et E de l'exemple 3.1 (p. 85). 


2 3 —1l —5 5 —3 
8-[} | c=| 1 | s-|; » | 
Ces matrices sont régulières — et donc inversibles - puisque leur déterminant est 
différent de 0. 


Puisque det B = 5, alors 


Puisque detC = 9, alors 


Puisque detE = —%, alors 


| 
| | 
K 
ns 
ù 
Le —" —;j 
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Donnez, si possible, l'inverse de la matrice. (Note: Le déterminant de la 
matrice a été calculé à la question éclair 3.1, p. 86.) 


o 4=[5 2] #8=[75 | 9 c-12 


Si on connaît la matrice inverse Al de la matrice des coefficients A du système 
d'équations AX = B, on peut résoudre ce dernier en recourant à la matrice inverse 
comme suit: 


AK= D = A AK=A IR > LK=A DR = X=A ID 
EXEMPLE 3.4 
Résolvons le système d’équations 
2x +5y =7 
3x +7y =9 
en recourant à la matrice inverse. 


Le déterminant de la matrice À des coefficients est 


det À = É ; 


3 7 
Ste s6) 


de sorte que 


Par conséquent, 


d'où x = —4 et y = 3. 


Soit le système d’équations 
Loan PES) 
5x+3y=7 


a) Quelle est la matrice À des coefficients du système d’équations ? 


b) Que vaut det A ? 
c) Que vaut A7! ? 


d) Résolvez le système d’équations en recourant à la matrice inverse. 


DÉTERMINANT D'ORDRE 3 


Un déterminant d'ordre 3 s’écrit sous la forme d’une somme de déterminants 
d'ordre 2. Si 


di 2 A3 
A=|@1 2 3 
A3, 32 33 


alors le déterminant de A est donné par 


1 2 A3 


det À — di dy d;3 
31 32 33 
A22 A3 A1 A3 A1 A2 
= — 4 +43 
A32 33 d31 33 d31 32 


Vous vous demandez sans doute comment faire pour retenir une formule aussi 
compliquée. Regardons de plus près comment chacun des termes de cette somme 
est formé. 


On note d’abord que les signes des différents termes de la somme alternent (Es —, +) 
De plus, le premier terme est le produit du premier élément de la première ligne 
de la matrice À (soit &,) par un déterminant d’ordre 2. Ce déterminant est celui de 
la matrice résiduelle obtenue lorsqu'on supprime la ligne et la colonne de A où 
se trouve l’élément 4... 


21 22 A3 > A2 A3 


31 432 33 32 33 


Quant au deuxième terme, c'est le produit du deuxième élément de la première ligne 
de la matrice À (soit &:) par un déterminant d'ordre 2. Ce déterminant est celui de 
la matrice résiduelle obtenue lorsqu'on supprime la ligne et la colonne de À où se 
trouve l’élément 4. 


2 23 —> A2] 3 


d31 432 33 d31 433 


Enfin, le troisième terme est le produit du troisième élément de la première ligne de 
la matrice À (soit 43) par un déterminant d'ordre 2. Ce déterminant est celui de la 
matrice résiduelle obtenue lorsqu'on supprime la ligne et la colonne de À où se 
trouve l’élément 43. 
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Règle de Sarrus 


La règle de Sarrus est une méthode pra- 
tique pour calculer le déterminant d’une 
matrice À = [a] 3: 00 écrit, à droite du 
déterminant à coleuier les deux premières 
colonnes de À, puis on effectue les opéra- 
tions indiquées dans le schéma, à savoir 
la somme ou la différence des produits 


des éléments reliés par une même flèche. 


EXEMPLE 3.5 


> 2, =3 
1 3 —1 4 —I 4 3 
bar a = 5 |- 2] +3) | 
JO 1 2 1 2 1 2 1 1 
= 5602) -1(-1)]+ 2140) - (12H) - 3140) - 006) 
= 5(7) + 2(7) — 3(7) 
= 28 
il 22 
Complétez le calcul du déterminant de la matrice À = | 1 —1 —2 |. 
IN OS? 
SIC? 
det A =|1 —1 —2 
In ON 2 
=! 2 Re as il 
42 QE + 7 


Le) me ee) Ce) 


Déterminez la nature (régulière ou singulière) de la matrice après en avoir calculé 
le déterminant. 


l à 3 EE — 1 1 1 
a) A=|4 -1 2| b) B=| 1-1 1| do C=|03 5 
1 5 2 2 $ 0 0 -8 


La méthode que nous venons d'expliquer s'applique au calcul de tout déterminant, 
quel qu’en soit l’ordre. Toutefois, dans le cas d’un déterminant d’ordre 3, on peut 
également employer la règle de Sarrus', qui permet de représenter la formule du 
déterminant par un schéma simple. On écrit, à droite du déterminant à calculer, les 
deux premières colonnes de la matrice, puis on effectue les opérations indiquées 
dans le schéma, à savoir la somme ou la différence des produits des éléments reliés 
par une même flèche. 


* Le mathématicien français Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) enseigna l'analyse à l'Université de Stras- 
bourg et devint même doyen de cette institution. Il est particulièrement connu pour la technique de 
calcul d'un déterminant d'ordre 3 qui porte son nom. Cependant, sa contribution aux mathématiques 
ne s'arrêta pas là. On lui doit, entre autres, la notation F (x), qui sert à désigner l'expression F(+b) — F(a) 
dans l'évaluation d’une intégrale. En 1848, Sarrus obtint le grand prix de l’Académie des sciences pour 
un mémoire dans lequel il donna la première démonstration exacte d’un résultat important, appelé 
aujourd’hui lemme fondamental du calcul des variations. 


Si À = CARE alors 


det A = 1432433 + 243431 + G3421432 — 3149243 — A3203%41 — 4334142 


EXEMPLE 3.6 


Évaluons le déterminant de la matrice À en appliquant la règle de Sarrus. 


5 —2 —3 
A=| 4 3 -1 
—1 1 2 


Il faut d’abord ajouter les deux premières colonnes à cette matrice, puis inscrire 
les flèches et les signes. 


Par conséquent, 
det A = (5)(3)(2) + (-2)(-1)(-1) + (-3)(4)0) 
EDGE) DELSA 


= 28 


#3 A 
Complétez le calcul du déterminant de la matrice À = | 1 —1 —2|en 

L @  Z 
recourant à la règle de Sarrus. 


Ona 


de sorte que 
det A = (3)(-1)2)___(-1)(-2)0)___(-2)4) 
__G)(-1)(-2)___(0)(—2)G)___(2)4)(_) 


Soulignons de nouveau que la règle de Sarrus ne peut être employée que pour le 
calcul de déterminants d'ordre 3, ce qui en réduit considérablement l'utilité. 


Évaluez le déterminant de la matrice en recourant à la règle de Sarrus. 
L 1 =2 —2 3 —4 1 1 —-1 

d Asl4 1 | Des] ir il à C=l0 5.2 
1 5 2 —1 2 —3 0 0 4 
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DÉTERMINANT D'ORDRE 4 OU SUPÉRIEUR À 4 


Le calcul d’un déterminant d'ordre 4 ou supérieur à 4 est analogue au calcul d’un 
déterminant d'ordre 3. Si À = CAP alors 


1 2 3 4 
Az, 422 23 Ua 
det À 


31 432 33 34 
ai 42 43 aq 
422 23 Ua di1 423 a 
— 11432 33 34] d|d31 33 34 
42 az aa da1 43 aa 
M1 42 a 1 22 3 
+ 3|@31 432 Aa] — all] 32 33 
ai 42 y ai 42 A3 
On note d’abord que les signes des différents termes de la somme alternent 
(+, —, +, —). De plus, le premier terme est le produit du premier élément de la pre- 
mière ligne de la matrice À (soit 4,,) par un déterminant d'ordre 3. Ce déterminant 


est celui de la matrice résiduelle obtenue lorsqu'on supprime la ligne et la colonne 
de À où se trouve l’élément a... 


21 22 3 y dj2 3 a 
31 32 33 34 A32 33 y 
41 42 43 ya Aa2 43 ya 


De façon analogue, le deuxième terme de la somme est le produit du deuxième 
élément de la première ligne de À (soit 4.,,) par le déterminant de la matrice rési- 
duelle obtenue lorsqu'on supprime la première ligne et la deuxième colonne de A. 


31 Gp2 23 Ua … dj1 23 A4 
31 432 33 34 d31 33 34 


41 u2 43 Aya G41 43 ya 


Quant aux troisième et quatrième termes, on constate qu’ils sont formés comme les 
deux premiers. En général, pour évaluer un déterminant d'ordre 4, il faut calculer 
quatre déterminants d'ordre 3, et, pour trouver la valeur de chacun de ceux-ci, on 
doit calculer trois déterminants d'ordre 2. 


! EXEMPLE 3.7 

… e : ; ü, 0 di 1 0 1 

=110 1 2-(-1) 2 1 2 

: ie 2 -2 -l 

2 12 -1 

1 1 1 |-11 0 
+02 0 2-2 2 1 
2 1 —1 2 1 —2 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 1 à 11. 


1} di ef 2] 


—2 —] 1 —] 1 —2 
1 2 2 2 2 1 
+1], 1-9 ip 2) 
0 1 2 1 2 0 
+0-2 4 ]-15 +05 1) 


1[1(3) — 0 + 1(—1)] + 1[-1(3) — 0 +1(-6)] + 0 
=211(-0-1C6 +0] 


= —21 


Remarquez que, dans le calcul précédent, la présence de zéros a réduit considé- 
rablement le nombre d'opérations à effectuer. 


INOMOR? 
, G : : O0 —1 0 —2 
Complétez le calcul du déterminant de la matrice À = Re. 
0 O0 O0 1! 
1 0 0 —2 
D Si, 0 = 
det À = nn 
0 0 0 1 
il O2 0 O0 —2 Dr sr 
=1]) 1 —-1 0-01 —-1 O+O1 1 O0!) 
0 © 1 0 O0 1! 0 O0 1 Rene, 
—1 0 1 O Ji 
(1 1-0 1-20 d)-0+e 
ln 1 En  — 1 1 
+20, es +4 d) 


= 1[(-1() - 0 — 2(__)]+ 2[0(0) + 1(0) + 0(0)] 


Il n’est sûrement pas nécessaire de donner un autre exemple pour vous convaincre 
que le calcul d’un déterminant d'ordre 4 ou, en général, d'ordre n demande du temps. 
Pour évaluer un déterminant d'ordre n, on généralise la méthode que nous avons 
exposée: alternance des signes, somme de produits d’un élément de la première 
ligne par le déterminant de la matrice résiduelle (d'ordre ñn — 1) obtenue lorsqu'on 
supprime la ligne et la colonne où se trouve l’élément en question. L'application de 
cette méthode au calcul d’un déterminant d'ordre n exige qu'on effectue un nombre 
imposant d'opérations, soit environ eXxnl=exnxX(n—-1)X(n—-2)x:-.x1, où 
e = 2,718 28 est un nombre irrationnel, appelé nombre de Neper. 


UNE PREMIÈRE PROPRIÉTÉ DES DÉTERMINANTS 


Les déterminants possèdent des propriétés qui en facilitent grandement l’évalua- 
tion. En vertu de l’une de ces propriétés, on peut développer tout déterminant selon 
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n'importe quelle ligne ou selon n'importe quelle colonne. Cette opération consiste 
à écrire le déterminant sous la forme d’une somme de termes dont chacun est le 
produit d’un élément de la matrice (situé sur une ligne ou sur une colonne donnée) 
par le déterminant de la matrice résiduelle obtenue lorsqu'on supprime la ligne et 
la colonne où se trouve cet élément. On attribue un signe (+ ou —) à chaque produit 
(ou terme de la somme) de la façon indiquée par la matrice des signes. 


Matrice des signes 
+ — + — 
— + — + 
+ — + — 
— + — + 


On constate que, dans cette matrice, il y a alternance des signes d’une ligne ou d’une 
colonne à l’autre. 


L'exemple 3.8 illustre la propriété selon laquelle on peut développer un déterminant 
suivant n'importe quelle ligne ou n’importe quelle colonne. 


EXEMPLE 3.8 


Soit la matrice 


1 2 3 
A=|4 -1 —2 
1 5 2 


Vérifions qu’on obtient bien la même valeur pour le déterminant de À, qu'on 
développe celui-ci selon la première ligne, selon la deuxième ligne ou selon la 
troisième colonne. 


Le développement du déterminant de A selon la première ligne donne 


+ — + 
- 1 —2 40 4 1 
2 2 = 2-2 +3 % 
es 5 2 2 2 1 5 


= 1(8) — 2(10) + 3(21) 


= 51 
Le développement du déterminant de À selon la deuxième ligne donne 
1 2 3 
2 3 1 3 1 2 
sal 2 r +: 
ee D d 1 +( D x 2), dl 
LL 5 2 


A1 120520) 
= 51 


Le développement du déterminant de A selon la troisième colonne donne 


LL & à 
L 4 —] 2 {. 3 
4 —1 —-2 4 2 +2 . 
n 
[ 5. à 


= 3(21) + 2(3) + 2(—9) 
= 51 


Dans les trois cas, on obtient det À = 51. 


Développez le déterminant de la matrice À de l'exemple 3.8 selon la troisième 
ligne et selon la deuxième colonne, et vérifiez que det A = 51 dans chaque cas. 


La propriété que nous venons d’énoncer permet de réduire le temps nécessaire pour 
calculer le déterminant de certaines matrices, particulièrement si on développe 
celui-ci selon la ligne ou selon la colonne qui comporte le plus de zéros. 


EXEMPLE 3.9 


Le calcul de 


1 —1 2 
—1 0 ! 
2 O0 —1 


est plus rapide si on développe le déterminant selon la deuxième colonne. Le 
développement du déterminant selon la deuxième colonne est 


1 —1 2 
pu —] 1 1 2 1 2 
—1 0 l'= = _ 
È ( ) ; +43 “ 0] | 
2 O0 -1 


1IHED=20] 


= -] 
EXEMPLE 3.10 
Le calcul de 

1 —1 0 2 

—1 0 O0 1! 

0 O0 1 O0 

2 OO —2 -I 


est plus rapide si on développe le déterminant selon la deuxième colonne ou selon 
la troisième ligne, qui comportent chacune trois zéros. 


Le développement du déterminant selon la deuxième colonne est 


ls 0 3 
Rs 1] O0 1 1 0 2 
L =-(-1) 0 1 0]+00 1 0 
0 O0 1 0 2 3h 24 
+ 
2. 6 2 À 
1 O0 2 1 0 2 
—0[-1 0 1]+0]-1 0 1 
2 —2 1 0 1 0 
1 O0 1 
=|0 1 0 
ii 


Il est à noter que, dans ce développement, les signes attribués aux différents 
termes sont conformes à ceux de la matrice des signes (p. 94). En développant le 
déterminant selon la deuxième colonne, qui comporte trois Zéros, on a un seul 
déterminant d'ordre 3 à évaluer. Comme la deuxième ligne de celui-ci compte 
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plus de zéros que les autres lignes ou que les colonnes, on développe ce détermi- 
nant d'ordre 3 selon la deuxième ligne, ce qui réduit encore une fois le nombre 
de calculs à effectuer. 


—1 O0 1 
ni 0 I —] 1 —] 0 
5 5 Di fs 4-43 3 
2 de 2 —1 2 -1 2 2 
= —] 
Par conséquent, 
1 —1 0 2 
ci © 0 1 _ , 
0 O0 1 O0 
2 O0 —2 -I 
Soit les matrices 
5 0 —7 9 5 —5 0 0 
a=|5 x B = O0 —I1 7 C= 1 4 0 
0 0 2 2 3 3 
5 0 —2 0 3 —2 2 3 
et o| E = 6 0 —4 EF = 6 1 —4 
1 0 2 0 O0 O0 


a) Déterminez le type des matrices À, Bet C. 

b) Calculez le déterminant des matrices À, B et C. 

c) Calculez le produit des éléments de la diagonale principale de chacune des 
matrices À, Bet C. 

d) Comparez les résultats obtenus en b et en c. Émettez une hypothèse sur la 
façon de calculer la valeur du déterminant d’une matrice du type déter- 
miné en q. 

e) Montrez que l’hypothèse formulée en d ne se vérifie pas nécessairement 
pour une matrice non triangulaire. (Vous pouvez employer la matrice de 
l'exemple 3.9, p. 95.) 

f) Qu'ont en commun les matrices D, E et F? 

g) Calculez le déterminant des matrices D, E et F. 

h) À la lumière des résultats obtenus en g, émettez une hypothèse sur la valeur 
du déterminant d’une matrice qui possède la caractéristique détermi- 
née en f. 


DÉFINITION FORMELLE DU DÉTERMINANT 
D'UNE MATRICE CARRÉE 


DANS CETTE SECTION : mineur - cofacteur. 


Nous avons besoin de deux nouveaux concepts pour définir formellement le déter- 
minant' d’une matrice carrée, à savoir le mineur et le cofacteur d’un élément de la 
matrice. 


*_ Il sagit d’une définition récursive. On peut aussi définir un déterminant en recourant aux permutations 
et aux produits élémentaires. On trouve cette autre définition dans certains ouvrages plus avancés d’al- 


gèbre linéaire. 


Mineur 

Le mineur, noté M; de l'élément Gÿ d'une 
matrice carrée À est égal au déterminant 
de la matrice résiduelle obtenue par la 
suppression de la #è" ligne et de la 


jème colonne de A. 


Cofacteur 


Le cofacteur À;; d'un élément 4;; d'une 
matrice carrée À est égal au mineur asso- 


cié à 4;, multiplié par 1 ou par —1 selon la 


position de cet élément: À; = (1) M;. 


Si À = [a; |] : est une matrice carrée d'ordre n supérieur à 1, alors le mineur associé 
XFN 

à l'élément Gÿ (situé à l’intersection de la #"% ligne et de la j“"® colonne), noté Mi 

est le déterminant de la matrice résiduelle obtenue par la suppression de la sème ligne 

et de la jme colonne de A. 


Le cofacteur de l'élément a; est A; = (—1}*} M;. En d’autres termes, le cofacteur 
de a;; est égal au mineur M;; multiplié par 1 ou —1 selon la position de l’élément a; 
dans la matrice. Dans ce cas, multiplier par 1 ou —1 revient à attribuer au mineur 
le signe donné par la matrice des signes (p. 94). On désigne les cofacteurs d’une 
matrice B par B;, ceux d’une matrice C par Ci, etc. Par conséquent, dans la mesure 
du possible, lorsqu'on calcule un déterminant, on s’abstient d'employer la lettre M 
pour désigner une matrice afin d’éviter la confusion qui pourrait en résulter entre 
les mineurs et les cofacteurs. 


Ainsi, on définit le déterminant d’une matrice carrée À d'ordre n supérieur à 1 par 
det À — d1A11 + 2 A1 ++ Gin Ain 
On abrège l’écriture de cette expression en employant la notation ZX: 
LE) 
det À = Ya kAix Développement selon la 1" ligne. 
k=1 


Nous avons déjà signalé qu'on peut développer un déterminant selon n’importe 
quelle ligne ou selon n’importe quelle colonne, de sorte que 


n 
det À = Sax Ax Développement selon la iè ligne. 
k=1 


et 


ñ 
det À = DT Développement selon la j "€ colonne. 
k=i 


EXEMPLE 3.11 


5 -2 3 Fe 
Si A=| 4 3 —-1{|, alors M,; L «. En effet, si on supprime la 
—] 1 2 


deuxième ligne et la troisième colonne de la matrice À, on obtient 


5 —2 
— 
—] 1 
Par conséquent, 
5 —2 
M3 = É | 
= 5(1) —(-1)(-2) 


= 3 
Quant au cofacteur de l’élément 4,3, il est donné par 
A3 = (-D**° M3 
= -3 
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3.4 


Des MOTS et des SYMBOLES 


Le mot déterminant fut adopté en 1801 par Carl Friedrich Gauss (4777-1855), qui ne lui donna 
pas le sens qu'on lui connaît aujourd'hui. C'est Augustin-Louis Cauchy (4789-1857) qui fut 
le premier, en 1812, à utiliser ce terme dans son acception moderne. L'appellation déterminant 
fut choisie notamment parce que le fait que sa valeur soit O indique ou, si on préfère, déter- 
mine un système d'équations qui n'admet pas de solution unique. Enfin, c'est en 1843 que 
Arthur Cayley (1821-1895) utilisa le premier la notation |A] pour désigner le déterminant de 
la matrice A. 


La notation servant à désigner le déterminant d'une matrice A varie d'un auteur à l'autre. 
À titre d'exemple, voici quelques-unes de ces notations:|A[, detA, det(A),détA, dét(A). Dans 
le présent ouvrage, nous n'emploierons les parenthèses que lorsqu'il y aura risque de confu- 
sion. Notons enfin que le recours aux parenthèses s'impose lorsqu'on utilise un logiciel de 
calcul symbolique comme Maple. 


Le mot mineur, dans le sens où il est encore utilisé, fut créé en 1850 par James Joseph 
Sylvester (1814-1897), qui choisit ce terme pour désigner le déterminant d'une matrice d'un 
ordre mineur, c'est-à-dire d'un ordre inférieur à la matrice d'origine. 


Quant au terme cofacteur À; il désigne, comme l'origine latine du préfixe co- l'indique, le 
facteur associé «avec» l'élément à; dans le développement d'un déterminant. 


La matrice transposée des cofacteurs d'une matrice À porte le nom d'adjointe de A. Tout 
comme dans le cas du déterminant, il existe plusieurs notations possibles pour désigner ce 
concept: adjA, adj(A), AdjA et Adj(A). Dans le présent ouvrage, nous avons retenu les deux 
premières notations, le recours aux parenthèses se limitant aux cas où il y a risque de 
confusion. 


1. Soit À = Ë "1 Calculez le cofacteur de chaque élément de A. 
En 5 
2. Soit A=|4 —1 —2 |. Calculez M1, A» et d32 A3. 
1 5 2 
—1l 4 3 —2 
; 0 2 —4 4 
3. Soit À = oO 1 6 3 Calculez M,; et As. 
32 = 7 
; 0 1 —2 
4. Soit À = Ë | Calculez M, et Ai. 


PROPRIÉTÉS DES DÉTERMINANTS 


Nous avons déjà formulé la propriété des déterminants qui permet d’évaluer ceux-ci 
lorsqu'on les développe selon n’importe quelle ligne ou selon n'importe quelle 
colonne. Le théorème 3.1 énonce une dizaine d’autres propriétés des déterminants. 
Nous en prouverons quelques-unes et vous laisserons en démontrer d’autres en 
guise d'exercice. Nous avons omis les preuves qui sortent du cadre du présent ma- 
nuel. Toutefois, nous illustrerons par un exemple chaque propriété non démontrée. 


THÉORÈME 3.1 


Dans les propriétés qui suivent, À et B désignent des matrices carrées d'ordre n, 
et cest un scalaire. 


n n n 
1. det A = DIET T = Dax A = DIET On peut développer un déter- 
= k=1 k=1 

minant selon la première ligne, selon la #è"® ligne ou selon la ji" colonne. 


. Sila matrice B résulte de l’interversion de deux lignes ou de deux colonnes 
d'une matrice À, alors det B = -det À. 


. Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments 
de sa diagonale principale, c'est-à-dire que si À est triangulaire, alors 


det A — 1422433" dyn 


n 
] | di 
i=1 


La notation Ï [ d’un produit est analogue à la notation 2 d’une somme. 


: det(A') = det A. 


. Le déterminant d’une matrice carrée qui comporte une ligne (ou une 
colonne) contenant seulement des zéros vaut 0. 


. Si B est une matrice qu’on obtient en multipliant une ligne (ou une 
colonne) d’une matrice À par une constante c, alors le déterminant de B 
est donné par detB = cdet A. 


. det(cA) = c'" det A. 


. Le déterminant d’une matrice carrée qui comporte deux lignes (ou deux 
colonnes) identiques vaut 0. 


. Le déterminant d’une matrice carrée qui comporte deux lignes (ou deux 
colonnes) dont l’une est un multiple de l’autre vaut O. 


. SiB est une matrice qu’on obtient en ajoutant un multiple d’une ligne (ou 
d’une colonne) d’une matrice À à une autre ligne (ou à une autre colonne) 
de À, alors det B = det A. 


. Le déterminant du produit de deux matrices carrées de même ordre est 
égal au produit des déterminants des deux matrices, c'est-à-dire que 
det(AB) = (det A)(det B). 


PROPRIÉTÉ 1 


n n L 
detA = DaxAir = DaxAx = Da A 
k=1 k=1 k=1 


La propriété 1 du théorème 3.1 affirme essentiellement qu'on peut développer un 
déterminant selon n'importe quelle ligne ou selon n’importe quelle colonne. Nous 
avons déjà montré qu'on tire parti au maximum de cette propriété en développant 
le déterminant selon la ligne ou la colonne qui comporte le plus grand nombre de 
Zéros. On réduit ainsi considérablement le temps nécessaire au calcul du détermi- 
nant. La preuve de la propriété 1 sort du cadre du présent manuel. 
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PROPRIÉTÉ 2 


Si la matrice B résulte de l’interversion de deux lignes ou de deux colonnes d’une 
matrice À, alors det B = —det A. 


La preuve de la propriété 2 sort également du cadre du présent manuel. Cette pro- 
priété n’est pas d’une très grande utilité dans le calcul des déterminants, mais elle 
est indispensable pour démontrer quelques autres propriétés énoncées dans le théo- 
rème 3.1 (p. 99). Nous nous contentons d’en illustrer l'emploi par un exemple. 


EXEMPLE 3.12 


Soit les matrices 


ru v:3 4 —]1] —2 
5 2 l 5 2 


La matrice B résulte de l’interversion des première et deuxième lignes de la 
matrice A. À l'exemple 3.8 (p. 94), on a calculé que det À = 51, et nous pouvons 


1 
i A=|4 -1 -2| B=|1 2 3 
1 
vérifier que detB = -51, ce qui correspond à l'application de la propriété 2. 


PROPRIÉTÉ 3 


Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments de sa 
diagonale principale, c'est-à-dire que si À est triangulaire, alors 


det À — 1422433" "Zyn 


n 
— | [ di 
i=1 


PREUVE 


Nous allons démontrer la propriété 3 pour une matrice À triangulaire supérieure. 
. . . . É à . . . * 
La preuve dans le cas d’une matrice triangulaire inférieure est similaire . 


Si À est une matrice triangulaire supérieure d’ordre n, alors 


di 2 ‘di *** dy 

0 2 :* Gi *** An 
À = ° 

0 0 G; Gin 

0 O0 :.. O0 --- a,, 


En développant les déterminants successifs selon la première colonne, on obtient 


Gi 2 °° Ai * An 

0 G» - dj + a 
det A =| : | 

O0 O :: a; -: a, 

0 O0 0 Ann 


*_ En fait, ce nest pas tout à fait aussi simple que cela. On devrait prouver la propriété 3 à l'aide d’un rai- 
sonnement par récurrence. Toutefois, l'essence de la preuve réside dans l'argument indiqué. 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 12 à 17. 


A2 °° Qi ‘°° En 


Il 
SI 
i 
= 
* ©::: 
& 
S& 
= 


0 0 Ann 
d33 3j din 
— d1422 0 dj din 
0 0 a 


Un-1{n-D  n-Dn 
— d1422033"""d(n-2)(n-2) 


0 un 
— 41422433" "dun 
Il 
ET Em] 
EXEMPLE 3.13 
Soit les matrices 
2 3 4 —] 3 4 3 2 —1 3 
0 —2 3 7 3 3 3 0 7 —2 
A=|0 05 63| B=|15 3 0 6 O0 
0 0 0 —-I1 4 0 4 O0 —-1 O0 
0 0 0 0 3 0 3 0 O0 0 


La matrice B résulte de l’interversion des première et troisième colonnes, et des 
deuxième et cinquième colonnes de la matrice À. Comme il y a deux interversions, 
detB = —-(—det A) = 60. Il est à noter que l’application de la propriété 3 permet 
d’évaluer rapidement le déterminant de la matrice A, celle-ci étant triangulaire. 


Calculez le déterminant de la matrice. 


—2 0 0 a b c 
a) A=| 45 0 b) B=|0 de 
9 2 -3 0 0 f 


det(A') = det À 


PREUVE 


La propriété 1 du théorème 3.1 (p. 99) affirme qu'on peut évaluer un détermi- 
nant en le développant selon n'importe quelle ligne ou n’importe quelle colonne. 
Développer le déterminant d’une matrice A selon la première ligne équivaut à 
développer le déterminant de la transposée de A selon la première colonne’. Par 
conséquent, det(A!) = det À. [=] 


*_ En fait, ce nest pas tout à fait aussi simple que cela. On devrait prouver la propriété 4 à l'aide d’un rai- 
sonnement par récurrence. Toutefois, l'essence de la preuve réside dans l'argument indiqué. 
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La propriété 4 est particulièrement intéressante, car elle implique que toute pro- 
priété des déterminants relative aux lignes demeure vraie si on remplace le mot ligne 
par le mot colonne. Ainsi, en prouvant un énoncé - portant sur les déterminants - 
qui contient le mot ligne, on démontre du même coup l’énoncé qu’on obtient en 
remplaçant le mot ligne par le mot colonne. 


PROPRIÉTÉ 5 


Le déterminant d’une matrice carrée qui comporte une ligne (ou une colonne) 
formée seulement de zéros vaut 0. 


PREUVE 


Montrons d’abord que la propriété 5 est vraie dans le cas d’une ligne nulle. Si A 
est une matrice carrée d’ordre n dont la jième ligne est formée seulement de zéros, 
alors a; = 0 pour k = 1, 2, 3,..., n. Si on développe le déterminant de À selon la 
jième ligne, on obtient 


En vertu de la propriété 4, le même raisonnement s'applique au cas où la matrice À 
comporte une colonne dont tous les éléments valent 0. [=] 


PROPRIÉTÉ 6 


Si B est une matrice qu'on obtient en multipliant une ligne (ou une colonne) 
d'une matrice À par une constante c, alors le déterminant de B est donné par 
det B = cdetA. 


PREUVE 


Si À est une matrice carrée d'ordre n, alors 


1 2 °° &j ‘An 
1 A2 °° dj °° En 
A = : : 
dj dj dj din 
ni An2 °° nÿ Ann 


Gi 2 °° d; din 

21 22 °° dj ° dn 
B = 

Cdi, Cd; Cdi Cdin 

An An2 ni Ann 


En développant le déterminant de B selon la fi" ligne, on obtient 


n 
detB = ca By 
k=1 


n 
= 2 ak Bix 
k=1 
Or, on constate que B;;, = A;, quelle que soit la valeur de k. Par conséquent, 


detB = ŸcaxBx 


k=1 
h 
G cY axBx 
k=1 
h 
= cY ax Ax 
k=1 
= cdet À [=] 
EXEMPLE 3.14 
Soit les matrices 
1 2 3 2 4 6 
A=|4 —-1 -2| et B=|-12 3 6 
1 5 2 1 5 2 


On obtient la matrice B en multipliant la première ligne de la matrice À par 2 et la 
deuxième ligne de À par —3. On a déjà calculé (exemple 3.8, p. 94) que det À = 51. 
Par conséquent, 

det B = 2(-3)(det A) 


= 2(-3)(51) 
= —306 


PROPRIÉTÉ 7 


det(cA) = c' det A 


PREUVE 


Si À est une matrice carrée d’ordre n, alors la matrice cA est le résultat de la 
multiplication de chaque ligne de À par la constante c. En vertu de la propriété 6, 
chaque fois qu'on multiplie une ligne d’une matrice A par une constante, on 
obtient le déterminant de la matrice résultante en multipliant det A par cette 
constante. Donc, si on multiplie chacune des n lignes de À par une constante c, 
pour obtenir le déterminant de la matrice cA résultante, on doit multiplier det À 
par la constante c à n reprises, ce qui équivaut à multiplier det A par c”. Ainsi, 


det(cA) = c'det A. 


Si À est une matrice carrée d'ordre 3 dont le déterminant vaut 4, que valent 
det(—-2A) et det(3A)? 
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CHAPITRE 3 


EXEMPLE 3.15 


On peut employer la propriété 7 du théorème 3.1 (p. 99) pour montrer que le 
déterminant de la transposée d’une matrice antisymétrique À d'ordre k est donné 
par det(A') = (—L} det A. 


PREUVE 
Si À est une matrice antisymétrique d’ordre k, alors A! = —A. Par conséquent, 
det(A) = det(—A) 
= (—1)* det A (] 


Montrez qu'une matrice antisymétrique d’ordre k où k est impair est une matrice 
singulière. (Indice: Utilisez la propriété 4 du théorème 3.1 et le résultat de 
l'exemple 3.15.) 


PROPRIÉTÉ 8 


Le déterminant d’une matrice carrée qui comporte deux lignes (ou deux colonnes) 
identiques vaut O. 


PREUVE 
La propriété 8 est une conséquence directe de la propriété 2. 


Soit À une matrice carrée comportant deux lignes identiques, et B la matrice 
qu'on obtient en intervertissant les deux lignes identiques de À. Il est clair que 
les matrices À et B sont égales puisque les deux lignes interverties sont iden- 
tiques, d’où det B = det A. 


Par ailleurs, d’après la propriété 2, det B = —-det À puisque B résulte de l’interver- 
sion de deux lignes de A. Par conséquent, det A = —-det À, d’où 2det A = 0, de 
sorte que det A = 0. [=] 


EXEMPLE 3.16 


Soit les matrices 


2 3 
2 3 


Comme les première et troisième lignes de la matrice À sont identiques, alors 


l 

L 

1 
A=|4 —-1 —2 
: 1 

: det A = 0. 


EXEMPLE 3.17 


Soit la matrice 


2 3 4 —]1 3 
0 3 3 7 3 
9 3 5 6 3 
6 4 6 —1 4 
—7 3 4 1 3 


Comme les deuxième et cinquième colonnes de la matrice B sont identiques, 
alors detB = 0. 


PROPRIÉTÉ 9 


Le déterminant d’une matrice carrée qui comporte deux lignes (ou deux colonnes) 
dont l’une est un multiple de l’autre vaut 0. 


L'exemple 3.18 illustre cette propriété des déterminants. 


EXEMPLE 3.18 


La troisième colonne de la matrice À est égale à trois fois la première colonne. 


2 4 6 
A=| 9 5 27 
—7 4 —21 


Par conséquent, en vertu de la propriété 9, det A = 0. 


À l’aide des propriétés 6 et 8 du théorème 3.1 (p. 99), démontrez la propriété 9: 
le déterminant d’une matrice carrée qui comporte deux lignes (ou deux colonnes) 
dont l’une est un multiple de l’autre vaut 0. 


PROPRIÉTÉ 10 


Si B est une matrice qu'on obtient en ajoutant un multiple d’une ligne (ou d’une 
colonne) d’une matrice À à une autre ligne (ou à une autre colonne) de À, alors 
detB = det A. 


Montrons d’abord comment employer la propriété 10 pour simplifier le calcul d’un 
déterminant. 


EXEMPLE 3.19 


Nous avons déjà signalé qu’il est avantageux de développer un déterminant selon 
la ligne ou selon la colonne qui comporte le plus grand nombre de zéros. Nous 
allons maintenant, à l’aide de la propriété 10, introduire des zéros dans une ligne 
ou dans une colonne du déterminant à calculer. Pour indiquer qu’on a additionné 
k fois la pi" ligne à la fè% ligne, on inscrit à côté de la fi" ligne l'expression 
L; — Li +kL,. Ainsi, 


1 2 3 |1 2 3 
4 —1 —2]=|0 -9 -14| 1, 21, -4L 
I S& S| t & ll Er 

L à 3 

=|0 —9 —14 


O O 1%] L, — 1, +%L, 
1(—9)— 17) Propriété 3. 
= 51 


Ce résultat est exactement le même que celui obtenu à l'exemple 3.8 (p. 94). 
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Recourez aux propriétés 3 et 10 du théorème 3.1 (p. 99) pour calculer le détermi- 
nant de la matrice. 


a) A=|-1 —2 2 b) B= 
> 4 -3 2 4 —3 2 
—2 —7 4 ] 


Lapplication de la propriété 10 du théorème 3.1 réduit considérablement le nombre 
d'opérations à exécuter pour le calcul du déterminant d’une matrice carrée d'ordre n. 
En effet, si on recourt à la propriété 10 pour transformer une matrice À en une 
matrice triangulaire et si on calcule ensuite le déterminant de À à l’aide de la pro- 
priété 3, le nombre d'opérations à effectuer est d'environ n°/3 opérations’ au lieu 
dexn!. 


Complétez la preuve de la propriété 10. 


PROPRIÉTÉ 10 


Si B est une matrice qu'on obtient en ajoutant un multiple d’une ligne (ou d’une 
colonne) d’une matrice À à une autre ligne (ou à une autre colonne) de À, alors 
det B = det A. 


PREUVE 


D’après la propriété , il suffit de montrer que la propriété 10 est vraie dans le 
cas où B est obtenue par la modification d’une ligne de A. Soit les matrices 


Gi 2 ** dj ‘‘ An 
21 22 ‘° dj *' An 
+ di jp *° Gjÿ din 
“nt pe 64 Apn 
An  An2 Qnj Ann 
Gi 2 4 j Œn 
1 A2 D; Dn 
B dj + Chi Gj2 + Cha dj + CA); Gin + CApn 
se 2! Ap2 Apj Apn 
An1 An2 ne Anj Ann 


La matrice B résulte de l'addition de c X la __ ième ligne de A à la ___ ième ligne 
de A. Il s’agit donc de montrer que det B = det A. 


*_C.G. Cullen, Linear Algebra with Applications, Reading, Addison Wesley Longman Inc., 2° éd., 1997, p. 113. 


Or, 


detB = Développement selon la 5°" ligne. 


parce que les cofacteurs des éléments de la sème ligne de B sont égaux aux cofac- 
teurs des éléments de la ème ligne de À. 


h n 
Par conséquent, det B = (Esuau) + Eanau} Cette expression correspond 
k=1 k=1 
à la somme de deux déterminants dont le premier est . Soit D la matrice 
associée au deuxième déterminant. On obtient alors detB = det À + cdetD. Il 
suffit donc de montrer que detD = 0. Or, les matrices À et D ne se distinguent 
que par la ième ligne. En effet, la se ligne de D est identique à la pi" ligne de 
A. Par conséquent, la matrice D comporte deux lignes identiques, à savoir 
les et lignes. En vertu de la propriété __, det D = 0. Comme 
detB = det A + cdetD et que detD = 0, alors detB = det A. [=] 


Étant donné l’importance de la propriété 10, illustrons-en l'application par deux 
autres exemples. 


EXEMPLE 3.20 


À l’aide des propriétés des déterminants énoncées dans le théorème 3.1, on peut 
montrer que 


2 


x XY  XZ 
x+2 y+2 z+2|=0 
3 3 3 
En effet, 
4e XY  Xz x y z 


x+2 Y+2 z+2]=x|x+2 y+2 Z+2| Propriétéé. 
3 3 3 3 3 3 


Y Z 
2 2] L, —L,-L, Propriété 10. 
3 3 


O0 Propriété 9: la deuxième ligne est un multiple 
de la troisième ligne. 


EXEMPLE 3.21 


À l’aide des propriétés des déterminants énoncées dans le théorème 3.1, on peut 
montrer que 


l+4a CA a; " 
CA 1+@ 4; +. 4 
CA M O1+4 + 4, |=l+a+a+.-..+a, 
CA d d  *. l+a, 
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PREUVE 


Si on ajoute à la première colonne du déterminant chacune des autres colonnes, 
alors, en vertu de la propriété 10 du théorème 3.1 (p. 99), on obtient 


1l+a d dB * 4 

D  1+4 da  ::: 4 

CA M  l1+4 : a |= 

4 4 da l+a, 
1+4m+a+..+a 3 ‘* 4 
1+a+a+i.+a, 1+4 4  :. 4 
1+a+a+i.+a &  l+a : a, 
1+4+a+..+a 4 l+4a, 


Toujours d’après la propriété 10, on ne modifie pas la valeur du déterminant en 
soustrayant la première ligne de chacune des autres lignes: 


l+a+a+:.+a 4 A3‘ da, 
1+a+a+..+a, 1l+4 4  : 4, 
1+a+a+i.+a 4  l+a : a |= 
l+a+at+:.+da da  l+a, 
l+u+ad+..+4 GG 4 :- 4 
0 1 0 :-. 0 
0 0 1 :-. 0 
0 0 O0 :-. 1 


Comme ce déterminant est celui d’une matrice triangulaire, il est égal au produit 
des éléments de sa diagonale principale, soit 


(+a+a+..+a,)D.-(D=1+a + +...+a, 


Par conséquent, 


l+4& 4 3  ‘* dy 
D  1+4 da  :: 4, 
4 d 1+4 : 4, |=1+a+a+-.-+a 
4 d d  ::. l+4, [] 


En appliquant les propriétés des déterminants, montrez que 


a a+l a+2 e 
b b+1 b+2 f 
= 0 
Vous pouvez maintenant faire c c+l c+2 g 
les exercices récapitulatifs 18 à 20. d d+1 d+2 h 


PROPRIÉTÉ 11 


Le déterminant du produit de deux matrices carrées de même ordre est 
égal au produit des déterminants des deux matrices, c’est-à-dire que 


det(AB) = (det A)(det B). 


La démonstration de la propriété 11 sort du cadre du présent manuel. Nous nous 
contenterons donc d'en illustrer l’utilisation par un exemple. 


EXEMPLE 3.22 


Si A et B sont des matrices carrées de même ordre telles que det A = 5 et 
detB = 2, alors, en vertu de la propriété 11 du théorème 3.1 (p. 99), 


det(AB) = (det A)(det B) 
= 5(2) 
= 10 


1. À l’aide de la définition de la matrice inverse et de la propriété 11 du théo- 
rème 3.1, montrez que les matrices singulières n’admettent pas de matrice inverse. 
Faites une preuve par l'absurde: supposez qu'une matrice singulière admet 
une matrice inverse et montrez que cette hypothèse mène à une contradiction. 


Déduisez de la proposition prouvée en 1 que seules les matrices régulières 
peuvent admettre une matrice inverse. 


Vous pouvez maintenant faire 2. 
les exercices récapitulatifs 21 à 28. 


UN PEU D'HISTOIRE 


Nous avons défini un déterminant comme une fonction qui associe 
un nombre à chaque matrice carrée. On pourrait en déduire que le 
concept de matrice est antérieur au concept de déterminant. Tou- 
tefois, l'histoire ne se déroule pas toujours selon un ordre logique. 
Nous avons vu que l'étude des matrices en tant que tableaux de 
nombres débuta en1850 avec James Joseph Sylvester (1814-1897). 
Pourtant, on mentionne les déterminants dans des écrits beaucoup 
plus anciens. En effet, un mathématicien japonais, Seki Kowa, aussi 
appelé Seki Takakazu (1642-1708), employa ce concept dès 1683. 
C'est toutefois dans une lettre que Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 
1716) adressa en 1693 au marquis de L'Hospital (661-1704) qu'on 
trouve la première mention, par un Occidental, de la méthode des 
déterminants pour la résolution d'un système d'équations. 


Dans une publication posthume, Treatise of Algebra (1748), Colin 
Maclaurin (4698-1746), donna une règle pour résoudre un système 
d'équations linéaires (jusqu'à quatre équations à quatre inconnues) 
à l'aide de déterminants. En 1750, le mathématicien suisse 
Gabriel Cramer (1704-1752) publia l'Introduction à l'analyse des 
courbes algébriques. On y trouve la règle énoncée par Maclaurin, 
exprimée dans une notation tellement supérieure à celle de Maclaurin 
que l'appellation règle de Cramer a survécu jusqu'à aujourd'hui. La 
règle de Cramer est l'un des résultats les plus importants de l'histoire 
des mathématiques. Pendant de nombreuses années, elle fut ensei- 
gnée dans les cours d'algèbre et de théorie des équations, mais, à 
cause du grand nombre d'opérations requises, elle est tombée en 
désuétude. 


Alexandre Théophile Vandermonde (1735-1796) fut le premier à 
étudier les déterminants dans un autre contexte que celui de la 
recherche des solutions d'un système d'équations linéaires. Il fut 
suivi en cela par d'autres mathématiciens éminents, dont Pierre 
Simon Laplace (1749-1827) - à qui l'on doit le développement d'un 
déterminant à l'aide des cofacteurs ainsi que la première propriété 
énoncée dans le théorème 3.1- et Joseph Louis Lagrange (1736-1813). 
Il fallut toutefois attendre la publication, en 1815, d'un mémoire (de 
84 pages) du mathématicien français Augustin-Louis Cauchy (789- 
1857) pour obtenir une présentation systématique et moderne des 
déterminants et de leurs propriétés. C'est en fait dans ce mémoire 
qu'on trouve la première preuve de la règle générale du déterminant 
d'un produit de matrices: le déterminant du produit de deux 
matrices carrées de même ordre est égal au produit des détermi- 
nants des deux matrices, soit det(AB) = (detA)(detB). Cauchy y 
montre également quelles formules du volume de certains polyèdres 
s'écrivent à l'aide des déterminants et, ce faisant, il ouvre la porte 
à l'utilisation des déterminants en dehors du champ de l'algèbre. 
Cauchy fut l'un des auteurs les plus prolifiques en mathématiques; 
soulignons notamment son importante contribution à la théorie 
des déterminants. On lui doit entre autres le terme déterminant 
(dans son sens actuel), la présentation des éléments sous la forme 
d'un tableau carré et l'emploi d'indices doubles pour désigner la 
position des éléments dans le tableau. 


En 1825, Heinrich Ferdinand Scherk (1798-1885) démontra plusieurs 
autres propriétés des déterminants, notamment: le déterminant 
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d'une matrice dont une ligne peut être exprimée comme une com- 
binaison linéaire des autres lignes vaut O et le déterminant d'une 
matrice triangulaire est égal au produit des éléments de la diago- 
nale principale de la matrice. 


Les déterminants ont également leur place en dehors du champ de 
l'algèbre. Les mathématiciens Carl Gustav Jacobi (1804-1851) et 
Hoëné Wronski (1778-1853), qui les employèrent en calcul différen- 
tiel et intégral, donnèrent leur nom à des déterminants particuliers, 
soit le jacobien et le wronskien. 


Ainsi, la théorie des déterminants était déjà bien établie lorsque 
Arthur Cayley (821-1895) exposa la théorie des matrices au milieu 
du xix° siècle. En fait, Cayley reconnut simplement la possibilité 


d'étudier les tableaux de nombres indépendamment des détermi- 
nants. En plus de nombreuses contributions à la théorie des 
matrices et des déterminants, on doit à Cayley la notation d'un 
déterminant à l'aide de deux barres verticales. 


Enfin, on ne saurait passer sous silence la contribution de Charles 
Lutwidge Dodgson (1832-1898), qui publia en 1867 An Elementary 
Theory of Determinants. On y trouve les conditions qui doivent être 
remplies pour qu'un système d'équations linéaires admette une 
solution unique ou une infinité de solutions, ou qu'il n'en admette 
aucune. Bien qu'il fût un très grand logicien et mathématicien, 
Dodgson est surtout connu comme l'auteur d'un classique de la 
littérature anglaise, Alice au pays des merveilles, qu'il publia sous 
le nom de plume de Lewis Carroll. 


CALCUL D'UNE MATRICE INVERSE 


DANS CETTE SECTION : matrice adjointe - matrice inversible. 


Répondons maintenant aux deux questions que nous avions formulées au début du 
présent chapitre : 


+ Quelles conditions garantissent l'existence de la matrice inverse d’une matrice 
carrée d'ordre n? 


+ Quelle est l'expression de l’inverse d’une matrice carrée d'ordre n quelconque si 
cet inverse existe ? 


Vous avez prouvé dans l’exercice 3.11 (p. 109) que les matrices singulières n’admettent 
pas de matrice inverse. Par conséquent, seules les matrices régulières (ou non singu- 
lières) peuvent admettre une matrice inverse. Il s’agit maintenant de montrer que toute 
matrice régulière admet une matrice inverse. Mais faites d’abord l'exercice 3.12, où 


vous devez compléter la preuve d’un théorème dont nous aurons besoin. 


Complétez la preuve du théorème 3.2. 


THÉORÈME 3.2 


Si À = [a] ., st une matrice carrée d'ordre n, alors 
nxn 


Gi Ag + Ga Âg2 + + Gin Agn = 


detA pouri = Kk 
0 pourizk 


où A}; est le cofacteur associé à 4. 


PREUVE 


Soit la matrice 


Sii = k, alors 


1 2 Œ ; Un 
1 An Œ; Bn 
ke ; : 
dj di2 dj din 
An1  An2 Qnj Ann 


dj Ag + ip A2 ++ Gin Ain = GA + GA ++ + GA; 


Matrice adjointe 


La matrice adjointe d’une matrice À est 
la transposée de la matrice des cofacteurs 
des éléments de À. La matrice adjointe 
de A est notée adjA. 


D'après la propriété ___ du théorème 3.1 (p. 99), 
an A + GA +++ 4 A;, = det À 


Développement 


Par conséquent, si i = k, 
dj Ai + da Âg2 ++ + din An = 


Par contre, si i Z k, l'expression a;, A}; + 4;2 A2 + +++ a;, A4, représente le déter- 
minant d’une matrice B identique à la matrice À à l'exception de la ki" ligne: 


Gi 2° &; din 
21 22 ‘' 2j °' y 
dj 2 *** A a; < ie ligne 
A il i2 ëj in gn 
ki 2 °°° ki An <= Res ligne 
An1 An2 An Ann 
Mi &; din 
d1 An D; Dn 
. di Gin + Gi *** Gin <— ie ligne 
di 2 . Aÿ …. Gin | < K°% ligne 
dn1 n2 TO An °° Ann 
La kième ligne de la matrice B est identique à la ième ligne de la matrice A. Les 
ni ième lignes de la matrice B sont donc . En vertu 
de la propriété du théorème 3.1, detB = . Par conséquent, si i Z k, 
d;1 Àx + G;2 Àx2 ++ Ain An = 0. [=] 


La matrice adjointe, ou adjointe, d’une matrice À = [a;;| ., st la transposée de la 
nxn 


matrice des cofacteurs des éléments de A. Elle est notée adj(A). Lorsqu'il n’y a pas 
de confusion possible, on omet généralement les parenthèses et on écrit adj A. On 
trouve également, selon les auteurs, les notations AdjA et Adj(A). Ainsi, 


Ai An Si Ai Ain F 
Ai An ni A); An 
SR 


Ain An Dan À; Er À 


où À;; est le cofacteur de l’élément dj de la matrice À. 
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EXEMPLE 3.23 
a ; —5 1 | 
L'adjointe de la matrice A =| à 2h donnée par 
adj A = 
le »#Q) CD | 
CO D CES) 


2 | 
3 —5 


EXEMPLE 3.24 


—1 1 -—3 
L'adjointe de la matrice A = | 2 1 | est donnée par 
3 —2 4 


A An À d 
adj A = | A; Az A3 


A3, A3 A3; 

j PR 5 ST 
C# (1) | (1) 

1 —2 4 3 4 3 —2 
1 —3 2:21—1 —3 243—1 1 
= | (y (1) | en 

1 —2 4 3 À 3 —2 
all —3 3g2l—l —3 3+3[—1 1 
L 1 CD > 5 © n 
2-11 7 

; = |2 5 1 

2 —7 -3 

22 2 

=|-11 5 —7 

4 —7 1 —-3 


Trouvez la matrice adjointe de la matrice donnée. 


2) a=[ © | b) 8=| ; “ o c-|2 ü + 


Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 3.3. 


SE [a] ; est une matrice régulière, alors la matrice inverse de À est don- 
nxn 


née par A”! = 


adjA. 
det À 
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PREUVE 


Le théorème 3.3 découle directement du théorème 3.2 (p. 110) et des défini- 
tions de la matrice inverse et du produit matriciel. 


Si À une matrice régulière d'ordre n, alors det À Z 0, de sorte que l’expres- 


1 
det À 


sion est définie. Il faut montrer que A adj) = 1, et que 


1 
det À 


1 
(- 7 adjA JA = 1,. Nous nous contenterons de montrer la première égalité, 
È 


la preuve de la deuxième égalité étant similaire. On a 


A(adia) = —... 
det A det À 


1 2 °° dj °° An AIN A OS ni Er 

di 2 ‘Dj ‘ y An Àn :- Àj2 DO 7 

1 RS - : = = : : : 
det A] &y @2 ‘+ à + y || Ai À; + Àj + À, 
An An2 °* nj °° Ann An An (SH de So nee 


On obtient l’élément c;, situé à l’intersection de la im ligne et de la 
je colonne de ce produit, en multipliant en quelque sorte la fm ligne de 
la matrice À par la jiè" colonne de adjA: 


1 
Ci = alé + dj2Aj2 te 4;3À;3 CHAN ISLETE AnAjn) 


Or, en vertu du théorème 3.2, 


detA pour i = j 
dj Aji + Gj2 À j2 + G3À;3 es AA, — 0 pour i ” j 
de sorte que 
1 pouri= j 
10 pouri # j 


ce qui correspond à la définition des éléments de la matrice identité. 


adjA) = 1,. On peut montrer de façon analogue 


1 
Par conséquent, A 
det À 


l 
djA. 
Ra J [a] 


que ( L adj JA — 1 Done A 
det A 


Lorsqu'on cherche la matrice inverse d’une matrice À, il importe de vérifier d’abord 
que det A Z O avant d'évaluer l’adjointe, de manière à ne pas faire de calculs 
inutiles. 
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Matrice inversible 


Une matrice est dite inversible si elle 
admet une matrice inverse. Seules les 
matrices carrées dont le déterminant est 
différent de 0 sont inversibles. 


Vous pouvez maintenant faire 
l'exercice récapitulatif 29. 
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EXEMPLE 3.25 


—5 1 
—3 2 
À est régulière, et sa matrice inverse est donnée par 


Le déterminant de la matrice À = | Jaut —7. Comme det À Z 0, la matrice 


= (5 à] 
[5 


( 
Il 
D 
> 


EXEMPLE 3.26 


—1 1 —3 
Le déterminant de la matrice À =| 2 1 —1 |est donné par 
3 —-2 4 
—1 1 -3 
detA=| 2 1 -1 
3 —-2 4 


1 À 
= (1), hÈE 1-3 +. 


SD) 11-367) 
= 8 
Comme le déterminant de la matrice des coefficients vaut 8 et est donc différent 


de 0, la matrice À est inversible. De plus, on a calculé l’adjointe de la matrice À à 
l'exemple 3.24 (p. 112). Par conséquent, 


—1 


= adjA 
det A 


ose 
AT S 7 
LR 


AA M 
DU 
ARR À 


Trouvez, si elle existe, la matrice inverse de la matrice. (La matrice adjointe a été 
calculée à l'exercice 3.13, p. 112.) 


DA Ets là c-|2 ; +1 


On déduit du théorème 3.3 (p. 112) et des propositions prouvées dans l’exercice 3.11 
(p. 109) que les matrices régulières (dont le déterminant est non nul), et elles seules, 
admettent une matrice inverse. C’est pourquoi on dit qu'une matrice régulière est 
une matrice inversible : elle admet une matrice inverse. 


7-1 PROPRIÉTÉS DE LA MATRICE INVERSE 


Les matrices inversibles possèdent des propriétés intéressantes que nous avons 
regroupées dans le théorème 3.4. 


THÉORÈME 3.4 


Dans les énoncés qui suivent, À et B sont des matrices carrées inversibles 
d'ordre n; C, D, E et F sont des matrices pour lesquelles les opérations matri- 
cielles sont définies; k est une constante différente de 0. 

. Si AC = Det EB = EF, alors C = A !D et E = FB°!. 


. La matrice inverse d’une matrice régulière À est unique. 


Îl 
ë det(A”1) = Fr 


. Les matrices A7, Al et AB sont régulières et donc inversibles. 
. (41)7 = A 
. (ABÿ! = B1A 1 
. (4) = (42) 
l 
. (KA) = AT 
GAY => 


Esquissons les preuves des six premières propriétés. Nous vous laissons le soin de 
justifier chaque étape et de démontrer les propriétés 7 et 8 en guise d'exercices. 


Si AC = Det EB = EF, alors C = A!D et E = FB”!. 


PREUVE 


Ona 
AC=D = ATAC=ATD = I,C= AID = C=A TD 


et, de façon analogue, 


EB=F = EBBl= FE" = H,=Fh1 + E=FB 1 [=] 


PROPRIÉTÉ 2 


La matrice inverse d’une matrice régulière À est unique. 


PREUVE 


Employons un raisonnement par l'absurde. Soit une matrice régulière À qui pos- 
sède deux matrices inverses différentes, à savoir P et Q telles que P Z Q. Alors, 


P = PI, 


Ce résultat contredit l'hypothèse P Æ Q. Par conséquent, la matrice inverse d’une 
matrice régulière est unique. [=] 
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PROPRIÉTÉ 4 


PROPRIÉTÉ 3 


1 


det (A ) = à. 


PREUVE 


La matrice À étant inversible, elle est régulière et son déterminant est différent 
de 0. Par conséquent, 


AA = I, = det(AA”!) = det1, = (det A)[det(A”1)] = 1 


= det(A1) = = — - 
€ 


Si À et B sont des matrices carrées inversibles d’ordre n, alors les matrices A1, 
A! et AB sont régulières et inversibles. 
PREUVE 


Il suffit de montrer que les déterminants de ces matrices sont différents de 0. Or, 
en vertu des propriétés des déterminants et de l'hypothèse selon laquelle det À Z 0 
et detB z 0, 


det(A') = det A z 0 


1 
det À 


det(AB) = (det A)(det B) Z 0 


det(A”l) = 


£ 0 


Par conséquent, les matrices A7!, A! et AB sont régulières et donc inversibles.["] 


PROPRIÉTÉ 5 


(A1) = A 


PREUVE 


En vertu de la définition de la matrice inverse, AA = 1, = AA°1. En vertu de 

cette même définition, on en déduit que À est la matrice inverse de A”, ce qu'on 
1) 

note (A ) = A. [=] 


PROPRIÉTÉ 6 


(AB) += TA 
PREUVE 
Il faut vérifier que 
AB(B-A-l)= 1, =(B'A)AB 
Or, 
AB(B-'A-1) = A(BB-1)A! 

= AI,A7 

= AA-1 

= 1, 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 30 à 46. 


On montre de façon analogue que (B-!A-1) AB = I,. 
Par conséquent, B-!A"l est la matrice inverse de AB, c'est-à-dire que 


(AB) ! = BA [=] 


Certains mathématiciens ont désigné cette dernière propriété par l'appellation de 
théorème du bas et du soulier parce que lorsqu'on se chausse, on met d’abord un 
bas (A), puis un soulier (B), c'est-à-dire qu’on effectue l’opération AB, alors que pour 
se déchausser, c’est-à-dire effectuer l'opération inverse, soit (AB) !, on enlève d’abord 
son soulier (B-!), puis son bas (A-1). On effectue donc alors l’opération B-!A71. Par 
conséquent, on en déduit que (AB) ! = B-1A-1. Il en est de même avec un cube de 
Rubik: pour inverser deux rotations consécutives À et B, il faut d’abord inverser la 
rotation B, puis la rotation A, c'est-à-dire que pour inverser l’action AB, il faut effec- 
tuer l’action B-1 A”. 


Prouvez les propriétés 7 et 8 énoncées dans le théorème 3.4 (p. 115). 


RÉSOLUTION D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS 
LINÉAIRES PAR LA MÉTHODE DE LA MATRICE 
INVERSE 


Un système d’équations linéaires (n équations à n inconnues) s'écrit sous la forme 
AX = B, qui s'apparente à celle d’une équation linéaire à une seule inconnue ax = b. 
L'analogie porte à croire qu’on peut résoudre un système d’équations AX = B de la 
même manière qu'on résout une équation ax = b, soit en multipliant chaque membre 
de l’équation par un inverse de façon à obtenir X = A-!B. On ne peut évidemment 
appliquer cette méthode que si la matrice À des coefficients admet une matrice 
inverse, c'est-à-dire si le déterminant de À est différent de 0 ou, de manière équiva- 
lente, si la matrice À est régulière. 


EXEMPLE 3.27 


Soit le système d'équations linéaires 
—X + y — 3z = 
2X + y — Zz — 8 
3x — 2y + 4z = 12 


Ce système d’équations s’écrit sous la forme matricielle AX = B, où 


—] 1 —3 
À = 2 1 -1 
3 —2 4 
x 4 
est la matrice des coefficients, X = | y | la matrice des inconnues et B=| 8 
12 
Zz 


la matrice des constantes. Si À est une matrice régulière, la solution du système 
d'équations est donnée par X = A71B. 
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de sorte que 


Zz = —7. 


On a déjà calculé l’inverse de la matrice À (exemple 3.26, p. 114): 


“4 
At =] % -% 
6 K —# 


x A A Al 4 


= |" 747 418 
2] Lx x -K]l2 
6 
= |—-11 
—7 
Par conséquent, la solution du système d’équations est x = 6, y = —11 et 


Il est conseillé de vérifier l'exactitude de la solution d’un système d’équations: 
dans chacune des équations, substituez à x, à y et à z les valeurs obtenues. Si on 
obtient une égalité dans chaque cas, alors la solution est exacte. 


Résolvez le système d’équations linéaires à l’aide de la méthode de la matrice 


inverse. 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 47 à 53. 


X + y + z = 3 
2x + y — z = —l 
3x + y — 2z — —-2 


Un système d'équations linéaires (n équations à ñn inconnues) 
sécrit sous la forme AX = B, qui s'apparente à celle d’une 
équation linéaire à une seule inconnue ax = b. L'analogie 
porte à croire qu'on peut résoudre un système déquations 
AX = B de la même manière quon résout une équation 
ax = b, soit en multipliant chaque membre d’une équation 
par un inverse de façon à obtenir X = A-1B. Deux questions 
se posent alors: 


m Quelles conditions doivent être réunies pour que la 
matrice Al existe ? 


m Quelle formule faut-il employer pour trouver la 
matrice Al? 


C'est en tentant de répondre à ces deux questions que les 
mathématiciens en sont venus à introduire le concept de dé- 
terminant. Celui-ci est une fonction qui associe une valeur 
numérique à toute matrice carrée. Un déterminant est dit 
d'ordre n sila matrice qui lui est associée est d'ordre n. Il est 
défini de manière récursive: le déterminant d'ordre n sex- 
prime comme une somme de déterminants d'ordre n — 1, 
qui sexpriment chacun comme une somme de détermi- 
nants d'ordre n — 2 et ainsi de suite. 


La valeur du déterminant d’une matrice À est donnée par 


n 
det A = y dx; Ay Développement selon la °"* ligne. 
k=1 


ou encore par 


n 
det À = Ya A Développement selon la j*”* colonne. 

k=1 
Dans cette définition, AÀ;4 est le cofacteur de l'élément 4;, de 
la matrice A. Il est égal au produit de (-1)** et du déter- 
minant (le mineur) de la matrice d'ordre n — 1, qu'on ob- 
tient en supprimant la ième ligne et la kiè”e colonne de la 
matrice À. 


On peut appliquer la règle de Sarrus dans le cas particulier 
du calcul du déterminant d’une matrice d'ordre 3. 


Le calcul d’un déterminant peut prendre un temps considé- 
rable. Cest pourquoi il faut tirer parti des propriétés des dé- 
terminants énoncées dans le théorème 3.1 (p. 99) pour 
réduire autant que possible le nombre d'opérations à effectuer. 


Un matrice carrée dont le déterminant est nul est dite 
singulière. 


Une matrice carrée À dont le déterminant est différent de 0 
est dite régulière. Une telle matrice est aussi dite inversible 
parce qu'elle admet un inverse noté A7! et donné par 


Hs, adj A 
det A 
An An Ai; Ain 
Au An À); Ain 
en : : - : 
detA| An À: - À; An 
An A2 min A4 An 


Les matrices inverses présentent des propriétés intéres- 
santes, regroupées dans le théorème 3.4 (p. 115). 


Le calcul de l'inverse d’une matrice À à l'aide de la matrice 
adjointe (adj A) demande beaucoup de temps, d'où la néces- 
sité de trouver des «raccourcis ». Il serait également utile de 
connaître une méthode plus efficace de résolution d’un sys- 
tème d'équations linéaires. Le chapitre 4 traite de ces deux 
sujets. 


Signalons enfin qu'il est maintenant courant d'utiliser des 
logiciels (comme Maple) ou des calculatrices performantes 
pour éviter les longues et fastidieuses opérations exigées 
par le calcul d’un déterminant ou de la matrice inverse d’une 
matrice donnée. 


MOTS clés 


Cofacteur, p. 97 
Déterminant, p. 84 
Matrice adjointe, p. 111 


Matrice inversible, p. 114 
Matrice régulière, p. 84 
Matrice singulière, p. 84 


Mineur, p. 97 
Ordre d’un déterminant, p. 84 
Règle de Sarrus, p. 90 


Déterminants 


RÉSEAU de concepts 


Calcul 


CIS 
Mineur: M; 


Cofacteur: À; = (-1)*} Mi; 


LL 
Déterminant:|A| = det A = Y'A 
k=1 


Calcul 


Matrice inverse 


Propriétés des déterminants 


= [al et B = [| 


nxn 


det A = V'axAx = DE 
k=1 k=1 

det(A') = det A 

det(cA) = c' det A 

det(AB) = (det A)(detB) 


Propriétés de l'inverse 
A = [a], B=[b; A 10 
det A 0; detB Z 0 


et det À Z 0 
xn 


IPS 


sl adj À 
det À 
DAC= D) = CPV 


°<EB=F = E=FB! 


+ À est unique 
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Résolution d’un système 
d'équations linéaires 
À\= Gil, et det A Z 0 
X =[x;],., et B=[].. 
ANDRE SE 


EXERCICES récapitulatifs 


| SECTION 31 


À 1. 


Si le déterminant est défini, évaluez-le. 


1 —1 
a) det[-5] d) à h 
1 —1 3 
b) dell} e) de), “] 
4 6 a —2 a 
9) è à n a  _a+2 


. Évaluez l'aire de la figure géométrique en recourant au calcul 


d’un déterminant. 

a) Le triangle dont les sommets sont les points (0, 0), (-1, 1) 
et (—3, —8). 

b) Le parallélogramme dont trois des sommets sont les 
points (0, 0), (4, 3) et (6, 8). 

c) Le triangle dont les sommets sont les points (0, 0), (-1, —1) 
et (4, 4). Qu'en concluez-vous ? 


. Si le déterminant est défini, évaluez-le. 


1 1 1 6 —2 0 
a) | 222 e) |3 —1 2 
—1 2 3 0 3 1! 
—2, 3 À 4 I 0 
b)|432 f) |1 10 
2 5 3 0 —2 0 
1, 2 —1 
0 0 0 
c) | 2 —-1 2 9) dei] io ‘ 
—1 5 1 
1 —4 0 0 0 a 
d) [0 0,5 -1 h) det| 0 b d 
2 3 2 ce f 
. Évaluez le déterminant à l’aide de la règle de Sarrus. 
1 -4 2 2 —3 1 
a) [1 25 c) |3 12 
2-2 J 1 —2 1 
3 —1 1 —2 —3 2 
b) det| 1 —2 2 d) [3 12 
3 0 4 5 —4 1 


. Si le déterminant est défini, évaluez-le. 


3 0 2 0 0 0 2 1 
0 3 -1 1 0 O 1 2 
a) det +1. c) det D a 
1 3 O0 4 —2 1 2 —3 
1 3 O1! 1 O0 —-2 4 
0 2 -3 1 —1 2 -3 1 
bi 0 0 -4 2 Ÿ 13 12 
0 0 01 1 1 —-2 1 


M 6. 


Le 


El 
œ 


À 10. 


Les déterminants peuvent servir à calculer l'aire de certaines 
surfaces. Ainsi, on peut montrer que l'aire du triangle dont 
les sommets sont les points A(x1, 1), B(x2, y2)et C(x3, y3) 
est donnée par 


Xi Yi 1 
Æ 2 X2 ÿ2 1 
X3 y3 1 


Le signe est choisi de façon telle que l'expression soit positive. 


a) Quelle est l'aire du triangle dont les sommets sont les 
points (2, 3), (1, 1)et(5, —1)? 

b) Quelle est l'aire du triangle dont les sommets sont les 
points (3, 4), (2, 1) et (4, 7)? Qu'en concluez-vous quant à 
la position relative de ces trois points ? 

c) Quelle est l'aire d’un parallélogramme dont trois des som- 
mets sont situés aux points (4, 1), (—2, 4) et (3, 6)? (Indice: 
Quelle est la relation entre l'aire d’un triangle et celle d'un 
parallélogramme ?) 


. Montrez que le déterminant d’une matrice carrée dont tous 


les éléments sont des entiers est un entier. 


. Pour quelle ou quelles valeurs de x la matrice est-elle singu- 


lière ? 
a) L: | c) | ; : 
X 3x 
xx 
1 x x? 
2 +1 
b) er . di Fi À 
1 3 9 


. Déterminez les valeurs de x qui satisfont à l'équation. 


a) . Fe 3 
x+2 1—x| 
x —2 3 

b) x 4 
2 8x6 a 

c) [0 2x 5b |= 48 
0 O0 (x-1) 


à: 0 _fo o 
Soit les matrices À = É ‘| et B= Ë | 
a) Que vaut det A? 

b) Que vaut detB? 
c) Que vaut det(A + B)? 


d) Dites si l'énoncé suivant est vrai ou faux: « Le déterminant 
de la somme de deux matrices est égal à la somme des 
déterminants de ces deux matrices. » 


e) Dites si l'énoncé suivant est vrai ou faux: «La somme de 
deux matrices singulières de même ordre est une matrice 
singulière.» 


A 11. 


(Cet exercice s'adresse à ceux qui connaissent le calcul dif- 
férentiel.) Le wronskien de deux fonctions dérivables f(x) 
et g(x) est défini par 


f(x) g(x) 
f'G) g’(x) 
Quel est le wronskien de la paire de fonctions ? 
a) f(x) = 1 et g(x) = x 

b) f(x) = x2 et g(x) = x° 

c) f(x) = sinx et g(x) = cosx 


W(x) = 


| SECTIONS 3.2 À 3.4 


A 12. 


À 13. 


À 14. 


H15. 


@ 16. 


M 17. 


Calculez les mineurs M,,, M, et M;;, et les cofacteurs cor- 
respondants. 


1 2 3 0 1 2 3 
2 0 1 4 
de + DES es 
0 5 O0 1 
Soit la matrice 
0 5 —-2 1 -3 6 
1 —-1 —3 0 2 4 
3 9 60 1 
A = 
—6 7 7 0 16 
2 5 4 0 8 0 
112 60 31 


a) Exprimez les cofacteurs A3, et A5; sous la forme de 
déterminants. (N'effectuez pas les calculs.) 

b) Si on vous demandait de calculer le déterminant de 
la matrice A, suivant quelle ligne ou quelle colonne 
développeriez-vous ce déterminant ? 


Évaluez l’expression. 


0 1 O 1 
1 0 0 1 
1 0 1 0 
0 O0 1 0 


b) det(51,) 
c) det(O,,,) 


a) 


Évaluez le déterminant de la matrice À = [a] u où: 
nxn 
2 pouri< j 
a) di — : : 
0 pouri > j 


i pouri= j 
b) a, = 
) 4 L pour i # j 


Montrez qu'une matrice carrée d'ordre n qui compte plus de 
2? — n zéros est singulière. (Indice: Montrez qu’une telle 
matrice comporte au moins une ligne formée entièrement de 
Zéros.) 


n 


Évaluez le déterminant en recourant aux propriétés des 
déterminants. 


b 18. 


0 5 -2 0 —-3 6 
1 —1 -3 0 2 4 
3 9 60 11 
# —6 7 7 0 16 
2 5 40 8 0 
1 2 60 31 
2 5 -2 0 -3 6 
0 —1 —-3 O0 2 4 
0 0 6 —2 Il 
sa 0 0 0 4 16 
0 0 0 0 7 0 
0 0 0 0 O1 
2 1 —-2 1 
à 1 2 A4 1 
1 4 —-8 0 
0 —-3 6 0 
2 —-2 8 6 3 
3 O0 —1 —6 —-1 
d) | 3 0 0 4 0 
1 0 0 2 0 
—1 0 1 1 0 
X1Y1 X1Y2 X1ÿ3 X1Yn 
X2Y1 X2Y2 X2Y3 X2Yn A 
e) [xs X3)2 X393 X3ÿn MACHEES FEREZ deux cas, 
- | | : soitn = letn > 1.) 
XnY1 XnYŸ2 XnY3 XnYn 
0 1 O0... 0 
0 0 1 0 
f) detC où C = FRE (Indice: Calculez C,1.) 
0 O0... 1 
1 0 O +. 0 


nxH 


On a calculé un déterminant en effectuant des opérations 
sur des lignes de deux façons différentes. Or, on n'obtient pas 
le même résultat dans les deux cas, ce qui indique qu'on a 
commis une erreur dans au moins une des deux façons de 
procéder. Repérez cette erreur et indiquez laquelle des deux 
méthodes est correcte. Attention! Les étudiants commettent 
souvent cette erreur lorsqu'ils évaluent un déterminant. 


Méthode 1: 


2 4 8 2 4 8 
1 1 5 =|1 1 5 
1L2sl (6022 -s#-7x 
à ‘ 
1 1 
= 4 
Méthode 2: 
3 4 4] [6 0 2) L +L-21 
1 1 5=I1 1 5 
125 12 5 
1 1 
= —2 
hi 2 
=) 
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À 19. Calculez le déterminant en recourant au théorème 3.1. 


LS da 1 2 3 4 
) 1 1 2 6 ) 2 6 8 13 
VS ES à Mes 
2 3 4 1 2 4 8 7 
3 3 2 1 1 12 1 
1 1 3 —2 1 —1 3 -1 
Dl22 2 2 D 23 1 
—2 3 —-1 1 1 —-1 2 3 
a d g 
b120. Soit H =|b e h |une matrice telle que det H = —4. Éva- 
c f i 
luez le déterminant de la matrice. 
a b c 
a) A=|de f 
g hi 
g a d 
b) B=|\hbe 
i cf 
3a d -g 
c) C=|3b e -h 
3c f —i 
a d £ 
d) D=|4b+3a 4e+3d 4h+3g 
c f i 
a d g 
b 21. Soit A=|b e h|une matrice telle que det A = 5. Soit 
c f i 
a b c 
B=|2g 2h 2i | Que vaut le déterminant? 
d e f 
a) |AB] 
b) |3B] 
9) YA 


122. Exprimez le déterminant de la matrice B en fonction du dé- 
terminant de la matrice A. 


2 2 2 —4 —-4 —4 
b) A=| 1 2 3| B=| 3 6 9 

—1 —-4 —-8 —1 —-4 -8 

a b c a+2k b+4k c+6k 
c) A=|246| B=| 2 4 6 

1 1 1 1 1 1 
d) A=lfa;]... = 3A 


23. 


H 24. 


L\26. 


A 27. 


M 28. 


125 105 
eo A=|136| B=|116 
147 LS? 


Utilisez le fait que les nombres 12 388, 69 426, 82 935, 42 218 
et 21 394 sont des multiples de 19 pour montrer que le dé- 
terminant de la matrice À est aussi un multiple de 19. 


2 3 8 8 


> 

Il 
D À © OA 
r ND ND 0 
OS ND © À 


2 
3 5 
1 
9 


Soit À et B deux matrices carrées d'ordre n dont l’une est 
singulière. Montrez que le produit AB est aussi une matrice 
singulière. 


. Soit A =[a;] , une matrice nilpotente d'indice k. 


x 
a) Montrez que la matrice À est singulière. 


b) Montrez que pour toute valeur x, 
(1, + xA + x2A2 ++ x AR )(I, - xA)= 1, 
b pouri= j 


Soit la matrice T =[a; Le où dj = | ns. 
c pouri# j 


a) Construisez la matrice T. 
b) Montrez que detT = (b— c)*(b + 4c). 


Soit les matrices 


Gi 2 Dj tai ** An 
An An Dj +Cij + 4, 
A = L 
Gn Go  bjÿ+Cÿ + Gin 
An1 An2 by LE Cnj ‘‘* Ann 
Gi A bi; Un 
A1 Un bi; Dn 
B = : 
dj di b; din 
An1  An2 by Ann 
Gi di Cij Un 
A1 An C2; Dn 
C = ° 
dj dj Ci Gin 
An1 n2 ‘** Cnj ‘‘ nn 


Vérifiez que det A = det B + detC. 


Dites si l'énoncé est vrai ou faux, et justifiez votre réponse. 
a) Le déterminant d'une matrice idempotente vaut 0 ou I. 


b) Le déterminant d’une matrice nilpotente vaut O. 


c) det(A + B) = detA + detB 
d) det(—A) = -detA 
e) Si A est une matrice régulière, alors det( AA!) > 0. 


f) La somme de deux matrices régulières est une matrice 
régulière. (Indice: Que vaut À + (—A)?) 


g) Si le produit de deux matrices carrées À et B est une 
matrice régulière, alors À et B sont aussi des matrices 
régulières. 

h) Une matrice À est régulière si et seulement si sa trans- 
posée, A, est régulière. 

i) Le déterminant d’une matrice carrée échelonnée vaut 1. 


j) Une matrice triangulaire dont la diagonale principale ne 
compte aucun Zéro est régulière. 


| SECTION 3.5 


À 29. Trouvez, si elle existe, la matrice inverse de la matrice donnée. 


i 5 
a 4=|, | g) G=| 3 4 
1 2 
… 3 25 
b 8-| | h) H=|1 20 
3 1 
2 11 
— 3 0 4 
c) é=L | D 1=|0951 
2 00 
— l'Lv 
o D=-| | ÿ J=|345 
2 aq 
A7 
1 1 1 
ét Bel 14 k) K=|2 11 
5 D 2 1 -4 1 
-3 5 —6 
f) F=| 2-3 5 
5 2 -3 
| SECTION 3.6 


L 30. Montrez que si À est une matrice carrée dont les éléments 
[Bi] sont des entiers et dont le déterminant vaut 1 ou —1, alors 
Atest aussi une matrice dont les éléments sont des entiers. 


L 31. Si À est une matrice inversible telle que les éléments de À et 
[E] de A! sont des entiers (positifs, négatifs ou nuls), montrez 
que le déterminant de À vaut 1 ou —1I. 


1.32. Montrez que si À est une matrice carrée singulière d’ordre n, 


[E] alors A(adjA) = 0); 


@ 33. Une matrice carrée d'ordre n telle que chacune de ses lignes 
[En] et chacune de ses colonnes ne comptent qu’un seul élément 
non nul valant 1 porte le nom de matrice de permutation. 


a) Montrez que la transposée d’une matrice de permutation 
est une matrice de permutation. 


b) Montrez que toutes les matrices de permutation sont ré- 
gulières. (Indice : Quel est le lien entre une matrice iden- 
tité et une matrice de permutation ?) 


À 34. Soit À et B deux matrices carrées d’ordre 4 telles que 
detA = —3 et detB = 2,5. À l’aide des propriétés des déter- 
minants, évaluez si possible l'expression. 


a) det(AB) e) det(3B?) 

b) det(A — B) f) det(AB') 

c) det(Ai) g) det(2AB-1) 
d) det[(AB)'] h) det[(B241) |] 


L 35. Soit la matrice 
1 O0 1 
A=|2 x 0 
x 3 1 


a) Pour quelle ou quelles valeurs de x la matrice À n'est-elle 
pas inversible ? 


b) Exprimez A7! en fonction de x. 


c) Pour quelle ou quelles valeurs de x le déterminant de la 
matrice À vaut-il 14? 


L 36. Soit les matrices 


1 2 x 1 1 x 
A=|0 —-1 y| B=|1 x 1 

0 O 1 x 1 1 

1 a a? 1 1 1 
C=|1bbB| D=|a b <c 

1 © c2 bc ac ab 

1 1 1 
b 
E = a b c F-[? . | 
b a? + b? 


b+c a+c a+b 
a) Montrez que la matrice À est inversible quelles que soient 
les valeurs de x et de y. 
b) Exprimez A7! en fonction de x et de y. 


c) Montrez que la matrice B est inversible pour toutes les 
valeurs de x à l'exception de x = 1 et de x = —2. 


d) Montrez que detC = (b — a)(c — b}(c 
les propriétés des déterminants. 


a) en appliquant 


e) Déterminez les conditions auxquelles la matrice C est 
inversible. 


f) Montrez, sans développer le déterminant, que (a — b) est 
un facteur de detD. 


g) Montrez que la matrice E nest pas inversible. (Indice: 
Ajoutez la deuxième ligne à la troisième ligne et comparez 
le résultat avec la première ligne.) 


h) Montrez que la matrice F est inversible si et seulement si 
a # 0. 


L 37. Montrez que la matrice identité est la seule matrice idempo- 
[E] tente dont le déterminant est différent de 0. 
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L 38 


El 


39. 


@ 40 


n43 


*_ J.-P. Colette, Histoire des mathématiques, tome 2, Montréal, Éditions du 
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. Dites si l'énoncé est vrai ou faux et justifiez votre réponse. 


a) Si elle existe, la matrice inverse d’une matrice antisymé- 
trique est aussi une matrice antisymétrique. 


b) Sielle existe, la matrice inverse d’une matrice symétrique 
est aussi une matrice symétrique. 


c) Toutes les matrices idempotentes sont régulières. 


Soit À = {a; une matrice diagonale d'ordre n. 
Tlnxn 


a) Déterminez les conditions auxquelles la matrice À est 
inversible. 


b) Donnez l'expression de l'inverse d’une matrice diagonale 
inversible. 


. Dans À Memoir on the Theory of Matrices, Arthur Cayley 
(1821-1895) affirme que: «[...] le produit de deux matrices 
[carrées de même ordre] peut être zéro [la matrice nulle] sans 
que chacun des deux facteurs soit nul [des matrices nulles] 
si et seulement si l’une ou les deux matrices sont indétermi- 
nées [singulières]" ». Même si Cayley fut un très grand mathé- 
maticien, la deuxième partie de son énoncé (si et seulement...) 
est fausse. En effet, il faut que les deux matrices soient singu- 
lières. Prouvez ce dernier énoncé. 


. Soit À et B deux matrices carrées de même ordre. Montrez 
que si B est inversible, alors det(B-! AB) = detA. 
. Calculez (AB) ! où 
2 4 1 1 2 -1 
Al=|121letB!=|3 6 0 
3 4 2 0 4 2 


. Une matrice carrée A d'ordre n est dite orthogonale si et 
seulement si AA! = 1,. 


a) Vérifiez que la matrice 1, est orthogonale. 


| sin cos 


b) Vérifiez que À = _cos@ sin@ 


| est une matrice ortho- 
gonale. 


c) Montrez que le déterminant d’une matrice orthogonale 
vaut 1 ou —1 et concluez que toute matrice orthogonale 
est inversible. 


d) Soit À une matrice carrée d'ordre n. Montrez que A est 
orthogonale si et seulement si A = A’ 


e) Montrez que l'inverse d’une matrice orthogonale est aussi 
une matrice orthogonale. 


f) Soit À et B deux matrices orthogonales de même ordre. 
Montrez que le produit AB est une matrice orthogonale. 


g) Montrez que si À est une matrice orthogonale symétrique 
d'ordre n, alors A? = I,. 


h) Soit À et B deux matrices orthogonales d'ordre n. Mon- 
trez que 
A(A' +B')B= A+B 


Renouveau Pédagogique, 1979, p. 250. 


CHAPITRE 3 


bi 44. 


À 45. 


DL 46. 


i) Déterminez la troisième ligne de la matrice orthogonale 
8 Bh 
A 


j) Montrez que la matrice C des cofacteurs d’une matrice 
orthogonale A est telle que C = À ou C = —A. 


Soit À, B et (A + B) trois matrices régulières d'ordre n. 
a) Vérifiez que A !(A + B)B7! = A1 +B1. 


b) Utilisez le résultat obtenu en a pour montrer que l'inverse 
de la matrice A7! + B-l est B(A + B) ' A. 


Soit À et B deux matrices non singulières telles que AB = BA. 
Montrez que 

a) BA = AB! 

b) BAT = A 1p1 

c) B'Aï = AB! 


Une façon sécuritaire de transmettre de l’information confi- 
dentielle consiste à coder cette information. Ainsi, pour 
coder le message BONJOUR LUC, on convertit d’abord les 
lettres en chiffres en adoptant une convention comme: 
A=1,B 1C=2,D 2 et ainsi de suite, le symbole O 
désignant un espace ou une apostrophe. 


BON JOUR LOU C 
—1 8 —7 —-5 8 11 —9 O -6 11 2 


On peut également coder cette information de manière sécuri- 
taire à l'aide du produit matriciel. Soit la matrice de codage À : 


1 11 
A=| 2 12 
—1l —-1 0 


Comme la matrice À est dordre 3, on divise le message en 
segments de trois caractères et on forme la matrice B du mes- 
sage, dont chaque colonne correspond à un segment. 


BJ RU —1 -5 —9 11 
B-=-[0O00 _C}|-| 8 8 0 2 
NU L —7 11 —6 0 


En calculant le produit AB, on obtient la matrice du message 


codé 
0 14 —-15 13 


—8 20 —-30 24 
—7 3 9 —13 


AB = 


Le message codé est donc le suivant: 
O —8 —7 14 20 —3 —15 —30 9 13 24 —13 

a) Quelle lettre a-t-on employée pour noter la matrice du 
message ? 

b) Comment a-t-on noté la matrice du message codé ? 


c) Comment décode-t-on un message reçu ? (Autrement dit, 
quelle opération matricielle doit-on effectuer sur le mes- 
sage codé pour retrouver le message original ?) 


d) Codez le message « ADIEU » à l’aide de la matrice A. 


e) Carole a reçu de son amoureux le message suivant, codé 
à l'aide de la matrice A. 


—2 —7 2 —9 —18 10 15 23 —-12 
Décodez ce message. 

f) Quelle caractéristique fondamentale une matrice doit-elle 
posséder pour qu'on puisse lemployer comme matrice de 
codage ? 

1 1 1 
g) Pourquoi la matrice C=| 2 1 2|ne peut-elle pas 
—1 —1 -1 
être employée pour coder un message ? 


SECTION 3.7 


À 47. 


b 48. 


Résolvez si possible le système d’équations linéaires à l’aide 
de la méthode de la matrice inverse. 


a) x + y = 5 
2x — y = 6 


b) x + y = 8 


c) 3x — 2y = 8 


d) a 2b 3c = —1 
2a — b — 2c — 
3a — b — 3c = 3 
€) X1 — X) + 2x3 = 
2x + X2 — 3x; 
3x; = X3 — 
f) 2x + 4y — 4z = —4 
3x — 3y — 8z = 20 
x + 2y + 2z = 0 
D x + 2y — z = 3 
4x + 27 — 3z = 2 
y =] 
h) x + y + z+ w = 2 
2x — 3y + 4z — w = —10 
X + 2y + 2Z + 3w = 20 
Soit les matrices 
—1 3 2 1 2 4 
A = 2 —-5 0| B=|3 6 12 
1 —3 —-1 4 —1 3 
C= : ; E D = sin® cos@ 
_ 0-0 2 7 [-cos@ sin0 


a) Que vaut le cofacteur A3) ? 
b) Que vaut det A? 
c) Que vaut detB? 


1 49. 


b\50. 


51. 


@ 52. 


d) Que vaut detC ? 
e) Que vaut detD ? 


f) Parmi les matrices À, B, C et D, laquelle ou lesquelles sont 
régulières ? 
g) Que vaut A7!? 


h) Utilisez le résultat obtenu en g pour résoudre le système 
d'équations linéaires suivant par la méthode de la matrice 


inverse. 
—X + 3y + 2Z = 6 
2x — 5y = —4 
X — 3y — Zz = 3 


i) Trouvez la matrice W qui satisfait à l'équation matricielle 
(W + By! = A. 


Soit A, B et X des matrices carrées régulières de même ordre. 
Trouvez l’expression la plus simple de la matrice X en fonc- 
tion des matrices À et B. 


a) XB2=A 
b) B-IX = AB 
c) AXB = (AB) 
1 


d) (#x1)'=[(81) x] 4 


Soit X une matrice carrée d’ordre 2 telle que 


172 sl" 
ns + be 
L ;| [' 2 4 —- 


242) 2 


1 30 0 
Si A = Pi one , évaluez l'expression. 
9 02 6 
2 0 0 -3 
a) detA 
b) det(A-1) 
c) det(24A) 
d) det(A'A) 
e) det(Ai) 
Si À est une matrice régulière d'ordre n telle que 


A5 — 3A5 + 3A2 + 4A -51, = On 


quelle est l'expression de A! en fonction de A ? 


Une colonie de bactéries croît de manière telle que sa po- 
pulation à toute heure correspond à la somme des popula- 
tions obtenues à chacune des trois heures précédentes. Soit 


D: 
Pt 
Pr42 


colonie pour trois heures consécutives à compter de f. 


BE = la matrice qui donne la population formant la 


DÉTERMINANTS ET INVERSION DE MATRICES | 125 


a) Quelle est l'expression de p,,; en fonction de p;, de p,,1 
et de p,:2? 


b) Inscrivez les éléments manquants: P.,, = 


c) Déterminez la matrice carrée M d'ordre 3, telle que le pro- 
duit MP, = P.4. 
370 
d) SiP. =] 600 | que vaut P,.,1? 
1170 


370 
e) SiP, =| 600 | que vaut P_,? (Indice: Exprimez P;_; en 
1170 
fonction de P, à l'aide de la matrice M.) 
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CHAPITRE 4 


RÉSOLUTION DE SYSTÈMES 
D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


Comme le soleil éclipse les étoiles par 
sa brillance, l’homme savant éclipse la 
gloire des autres hommes s’il propose 
des problèmes d'algèbre, et plus encore 
s’il les résout. 


Brahmagupta 


Au chapitre 3, nous avons vu comment résoudre des systèmes 
d'équations linéaires dont le déterminant de la matrice des 
coefficients est non nul. Or, la méthode que nous avons adoptée 
n'est pas totalement satisfaisante. En effet, cette méthode exige 
de longs calculs et prend beaucoup de temps, même lorsque le 
nombre d'inconnues est relativement faible. De plus, elle ne nous 
permet pas de résoudre des systèmes d'équations linéaires ne 
comptant pas le même nombre d'équations que d'inconnues. 
Ainsi, on ne pourrait pas appliquer cette méthode pour déter- 
miner des équilibres chimiques, lesquels s'obtiennent généra- 
lement par la résolution d'un système d'équations qui compte 
plus d'inconnues que d'équations. 


Dans le présent chapitre, nous explorerons donc des contextes 
où la méthode utilisée au chapitre 3 s'avère inopérante. Nous 
recourrons à une méthode plus efficace, l'élimination gaussienne, 
pour résoudre des systèmes d'équations linéaires quel que soit 
le nombre d'équations ou d'inconnues et, dans le cas où la 
matrice des coefficients est carrée, quelle que soit la valeur du 
déterminant de cette matrice. Nous appliquerons également 
cette méthode à la résolution de problèmes concrets tirés des 
domaines des sciences humaines et des sciences de la nature. 


OBJECTIFS 


° Traduire une situation concrète sous e Résoudre un système d'équations linéaires comptant une infinité de 
la forme d'un système d'équations linéaires par une des méthodes solutions, paramétrer l'ensemble 
linéaires (4.1 et 4.6) et en interpréter suivantes: règle de Cramer (4.3), solution d'un tel système et, le cas 
correctement la solution (4.6). élimination gaussienne (4.4), échéant, en trouver une solution 

° Qualifier un système d'équations Gauss-Jordan (4.5). particulière (4.4). 
linéaires de compatible ou d'incom- ° Résoudre un système d'équations e Calculer l'inverse d'une matrice par la 
patible selon le nombre de solutions linéaires avec paramètres (4.3). méthode de Gauss-Jordan (4.5). 
qu'il comporte (4.2 et 4.4), notamment 
à l'aide du théorème des rangs de la e Effectuer correctement des opéra- e Déterminer la matrice d'état station- 
matrice augmentée du système tions élémentaires de ligne sur la naire d'une chaîne de Markov (4.7). 
d'équations. DES IGN EME CAMES NT °- Déterminer l'équilibre entre la 


d'équations linéaires dans le but de 
la rendre échelonnée (4.4) ou 
échelonnée réduite (4.5). 


production et la consommation dans 
une économie fermée et dans une 


e Donner une représentation géomé- 
trique d'un système d'équations dont 


l'ensemble solution est vide, compte économie ouverte en recourant à la 
un seul élément ou en compte une e Déterminer le nombre d'inconnues méthode de Leontief (4.8). 
infinité (4.2). libres d'un système d'équations 


SOMMAIRE ANIMATION GEOGEBRA 


Un portrait de Carl Friedrich Gauss e Nombre de solutions d'un système d'équations linéaires 


4.1 Importance de la résolution de systèmes d'équa- reel 
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linéaires (p.134) 


4.3 Règle de Cramer (p.137) 
4.4 Méthode d'élimination gaussienne (p.143) 
4.5 Méthode de Gauss-Jordan (p.157) 


4.6 Stratégie de formulation d'équations (p.160) 


4.7 Recherche de la matrice d'état stationnaire d'une 
chaîne de Markov (p.164) 


4.8 Méthode de Leontief (p.169) 
Résumé (p.177) 

Mots clés (p.179) 

Réseau de concepts (p.179) 
Exercices récapitulatifs (p.180) 


Exercices de révision (chapitres 1 à 4) (p.193) 
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UN PORTRAIT DE 


Carl Friedrich Gauss 


Carl Friedrich Gauss naquit à Brunswick, en Allemagne, le 
23 avril 1777, dans une famille très modeste, et il mourut à 
Gôttingen le 23 février 1855. On sait bien peu de choses de l'en- 
fance de celui qu'on a appelé le Prince des mathématiciens et 
qui est, selon plusieurs, l'un des trois plus grands mathématiciens 
de tous les temps avec Archimède et Newton. Il existe quelques 
anecdotes sur la précocité du jeune Gauss; on dit par exemple 
que, dès l'âge de 3 ans, il découvrit une erreur de calcul dans la 
comptabilité de son père et qu'il apprit seul à lire et à compter. 
De plus, il aurait, à l'âge de 10 ans, étonné fortement son profes- 
seur d'arithmétique. Ce dernier aurait demandé à ses élèves 
d'additionner une suite de termes formant une progression arith- 
métique (comme la somme des 1000 premiers entiers). À peine 
avait-il fini d'énoncer le problème que le jeune Gauss aurait ins- 
crit sa réponse sur son ardoise et aurait déposé celle-ci sur le 
bureau du professeur. Il suffit effectivement de quelques 
secondes pour résoudre un tel problème à l'aide de la formule 
de la somme d'une progression arithmétique”. Toutefois, le jeune 
Gauss ne connaissait probablement pas cette formule:il l'aurait 
découverte par lui-même de manière quasi instantanée. Ces 
Carl Friedrich Gauss anecdotes font partie de la légende de Gauss, mais, selon Bühler, 
un biographe de Gauss, il est impossible de les confirmer. 


Deux professeurs de l'école élémentaire que fréquenta Gauss, à savoir Büttner et Bartels, 
remarquèrent le talent du jeune prodige et le firent entrer à l'école secondaire. En1791, Bartels 
présenta Gauss au duc de Brunswick, qui remit au jeune homme une bourse pour lui permettre 
de s'inscrire au Collegium Carolinum, puis à l'Université de Gôttingen. C'est au cours de ses 
études à Gôttingen que Gauss conçut la méthode des moindres carrés et découvrit comment 
inscrire un polygone de 17 côtés dans un cercle avec seulement une règle et un compas. Cette 


+ S° = 1 + 2 +: + 999 + 1000 
S = 1000 + 999 + .… + 2 + 1 
2S = 1001 + 1001 + :-. + 1001 + 1001 


25 =1000(1001 = S = }/(1000)(1001) 
n Fe 

En général, Ÿ [a + (k—1)d] = na + on 

k=1 


d. 


découverte est la première inscription qui apparaît dans le journal mathématique de Gauss, 
qu'il commença en 1796 et qui contient 146 énoncés extrêmement brefs (le dernier est daté 
de 1814), mais d'une grande profondeur. Plusieurs de ces énoncés servirent de base au déve- 
loppement de champs de recherche importants. Leopold Kronecker (1823-1891), un illustre 
mathématicien allemand, affirma d'ailleurs qu'au xix° siècle, la majorité des idées novatrices 
en mathématiques pouvaient être associées à Gauss. 


En1799, Gauss soutint sa thèse de doctorat à l'Université de Helmstedt. Intitulée Demonstratio 
nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem integram unius variabilis in 
factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse”, elle représente, malgré son titre, la 
première preuve véritable du théorème fondamental de l'algèbre. Au cours de sa vie, Gauss 
proposa trois autres preuves de ce théorème, la dernière alors qu'il avait plus de 70 ans. En 
1801, Gauss publia son œuvre maîtresse en théorie des nombres, Disquisitiones arithmeticæ. 
Ses écrits sont cependant peu nombreux, conformément à sa devise: Pauca sed matura («Peu 
de fruits, mais des fruits mûrs »), qu'il obser va tout au long de sa vie. 


Lors de l'étude des orbites des astéroïdes Cérès et Pallas, Gauss mit au point une méthode 
de résolution d'un système d'équations linéaires. Les calculs qu'il dut effectuer pour déter- 
miner l'orbite de Pallas l'amenèrent à résoudre un système de six équations linéaires à six 
inconnues. Dans Disquisitio de elementis ellipticis Palladis (1810), Gauss décrit une méthode 
de résolution de ce système d'équations (eliminatio vulgaris). Il y montre comment on peut 
remplacer le système d'équations à résoudre par un système équivalent dont seule la première 
équation comporte six inconnues, la deuxième n'en comportant que cinq, la troisième quatre 
et ainsi de suite, de sorte que la dernière équation ne comporte qu'une seule inconnue. 
La solution de cette dernière équation étant évidente, on résout facilement les autres en 
effectuant, à rebours, une suite de substitutions. 


Signalons pour terminer que Gauss apporta également de nombreuses et importantes contri- 
butions en géodésie, en électricité et en magnétisme ainsi qu'en astronomie. D'ailleurs, le 
gouvernement allemand reconnut l'apport scientifique considérable de Gauss en faisant 
imprimer sur le billet de 10 marks l'effigie de Gauss et une courbe normale (aussi appelée 
courbe de Laplace-Gauss) à l'allure caractéristique et dont l'importance en probabilités et en 
statistique est bien connue. 


* «Nouvelle démonstration du théorème selon lequel toute fonction algébrique rationnelle à une variable peut 
être décomposée en un produit de facteurs réels du premier ou du second degré.» 
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4.1 


IMPORTANCE DE LA RÉSOLUTION DE SYSTÈMES 
D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


Il est courant d’avoir à résoudre un système d’équations linéaires à plusieurs incon- 
nues, notamment en biologie, en chimie, en physique et en sciences économiques. 


EXEMPLE 4.1 


Un technicien doit administrer 2 g de protéines et 0,5 g de gras à un animal de 
laboratoire. Il dispose de deux produits dont la composition est donnée dans le 
TABLEAU 4.1. 


TABLEAU 4.1 


Composition des produits À et B 


Produit Protéines (%) Gras (%) | 
A 5 3 | 
RS one tn 


Si les quantités (en grammes) des produits À et B qui doivent entrer dans le 
mélange sont notées respectivement x et y, alors on obtient Le système d’équations 


0,05x + 0,10 Y = 2. Quantité requise de protéines. 
0,03x + 0,017 


0,5 Quantité requise de gras. 


EXEMPLE 4.2 


La température d’une tige métallique isolée est maintenue à 25 °C à l’une de ses 
extrémités et à 50 °C à l’autre extrémité. On veut déterminer la température de 
la tige aux trois points x, y et z qui divisent la tige en quatre parties égales. 


x y Z 


lt 


25€ ———————————— 590 °C 


On suppose que la température en x, en y ou en z est égale à la moyenne des 
températures aux deux points les plus proches. Par conséquent, on obtient les 
équations 


25 + + + 50 
done Ly=<etz =? 


qui s’écrivent également sous la forme 
2x — y = 25 
X = 2ÿ + æ 
— y + 2Z = 50 


Il 
© 


EXEMPLE 4.3 


En économie, les courbes de l'offre et de la demande d’un produit permettent de 
déterminer le prix et la quantité d'équilibre. L'offre décrit la quantité (Q) d’un 
bien en fonction du prix (P): plus le prix est élevé, plus la quantité offerte est 
grande et, inversement, plus le prix est bas, plus la quantité offerte est faible. 
L'offre est souvent représentée par une droite de pente positive. Par exemple, 
l'offre d’un produit est donnée par une équation telle que Q = 40 + 32P. Quant 


à la demande, elle est souvent représentée par une droite de pente négative. Par 
exemple, la demande d’un produit est donnée par une équation telle que 
Q = 300 — 20P. Il est à noter que la quantité demandée diminue lorsque le prix 
augmente, ce qui explique que le coefficient de P (le prix) est négatif dans la 
dernière équation. L'équilibre de l'offre et de la demande est atteint lorsque le 
système suivant, formé des équations linéaires qui les représentent, admet une 
solution. 

40 + 32P 
300 — 20P 


Q 
Q 


EXEMPLE 4.4 


On recourt aux lois de Kirchhoff” pour trouver la valeur du courant dans un 
circuit électrique comme celui de la FIGURE 4.1. 


FIGURE 4.1 


Circuit électrique 


AN" AN 
1. 10 @ 8Q | 
Lil 13 


Î = b + l = 0 
Si, + 15i, = 50 


EXEMPLE 4.5 


Toute réaction chimique est représentée par une équation. Par exemple, si on 
combine une certaine quantité d’azote et une certaine quantité d'hydrogène, on 
obtient le composé NH;. Pour établir l'équation de cette réaction, on doit déter- 
miner les quantités requises de chaque composant et la quantité de produit final 
qui sera obtenue. Autrement dit, on doit trouver les plus petites valeurs entières 
de x, de y et de z qui vérifient l'équation xN, + yH, — zNH;. Pour que le 
nombre d’atomes de chacun des éléments du membre de droite soit égal au 
nombre d’atomes contenus dans le composé du membre de gauche, il faut que 
2x = z (même nombre d’atomes d'azote) et que 2y = 3z (même nombre d’atomes 
d'hydrogène). 


XN; + y —> ZNH; XN) + y; —> ZNH; 
X * X ee 
2% =  Z 2 y = 3z 

Le système formé des équations associées à cette réaction est donc 


2x —  Z = 0 
2y — 3z = 0 


*_ LAllemand Gustav Kirchhoff (1824-1887) fut un grand physicien. Vous trouverez l'énoncé des lois qui 
portent son nom dans tout bon manuel de physique traitant d'électricité. 
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4.2 


Ensemble solution 


Lensemble solution d’un système d'équa- 
tions linéaires AX = B est l'ensemble 
des valeurs des inconnues qui vérifient 
ce système, c'est-à-dire l'ensemble des 
matrices X qui vérifient l'équation matri- 
cielle AX = B où À représente la matrice 
des coefficients, et B la matrice des 
constantes. 


134 CHAPITRE 4 


Nous avons déjà vu comment résoudre les systèmes d'équations des quatre premiers 
exemples par la méthode de la matrice inverse. Nous avons toutefois souligné que 
cette méthode n'est pas très efficace et qu'elle ne s'applique pas dans tous les cas. 
Ainsi, on ne peut l’employer pour résoudre le système d’équations de l'exemple 4.5 
(p. 133), qui compte deux équations et trois inconnues puisque la matrice des coef- 
ficients n’est pas une matrice carrée. 


C’est pourquoi nous examinerons d’autres façons de résoudre un système d’équa- 
tions linéaires. Nous étudierons d’abord la règle de Cramer, pour des raisons histo- 
riques, mais aussi parce que les ingénieurs l’affectionnent particulièrement. 


La règle de Cramer n’est pas plus efficace que la méthode de la matrice inverse, mais 
elle donne une formule générale pour la valeur de chacune des inconnues, sans 
compter qu'on peut également l’utiliser pour résoudre un système d’équations com- 
portant des paramètres. 


Nous étudierons ensuite la méthode d'élimination gaussienne, qui s'avère beaucoup 
plus efficace et permet de résoudre des systèmes comme celui de l'exemple 4.5. 


Enfin, nous aborderons la méthode de Gauss-Jordan, qui permet de résoudre des 
systèmes d'équations linéaires, mais dont la plus grande utilité est d’inverser eff- 
cacement une matrice carrée régulière. 


Mais auparavant, faisons une courte digression sur le nombre de solutions que peut 
admettre un système d'équations linéaires. 


NOMBRE DE SOLUTIONS D'UN SYSTÈME 
D'ÉQUATIONS LINEAIRES 


DANS CETTE SECTION : ensemble solution - système d'équations linéaires incompatible - 
système d'équations linéaires compatible - système d'équations linéaires homogène. 


L'ensemble solution (noté S) d’un système d’équations linéaires AX = B est 
l’ensemble des matrices qui vérifient cette équation matricielle: si X, € S, alors 
AX,; = B. Le théorème 4.1 nous renseigne sur le nombre de solutions qu’un système 
d’équations linéaires peut admettre. 


L'ensemble solution d’un système d’équations linéaires AX = B est vide, 
compte un seul élément ou encore en compte une infinité. 


PREUVE 


Il suffit de montrer que si l’équation matricielle AX = B admet plus d’une 
solution, elle en admet une infinité. Si X, et X, sont deux solutions distinctes 
de AX = B, alors, pour tout ce R, X, + c(X;, — X)) est aussi une solution de 
AX = B puisque 


A[X; + c(X, Er X:)| — AX; he cAX, — CAX; 
= B+cB-cB 
= B 


Système d'équations linéaires 
incompatible 

Un système d'équations linéaires est dit 
incompatible si son ensemble solution 
est vide, c'est-à-dire s’il nadmet aucune 
solution. 


Système d'équations linéaires 
compatible 

Un système déquations linéaires est dit 
compatible si son ensemble solution est 
non vide, c'est-à-dire sil admet au moins 
une solution. 


EL Nombre de solutions d'un 


Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/LES1 


Représentation graphique de deux droites 


© ON & BB OU 0 IR 


Accédez directement à l'animation: 
codeqrcu.page.link/LES1 


Représentation graphique de deux droites 


Y 


3 
2 
1 
0 


Comme il existe une infinité de valeurs de c et que chacune de ces valeurs 
produit une solution distincte, on en conclut que si l’équation matricielle 
AX = B admet plus d’une solution, elle en compte une infinité. 


Par conséquent, l’ensemble solution d’un système d'équations linéaires AX = B 


est vide, compte un seul élément ou encore en compte une infinité. [=] 


On dit d’un système d’équations linéaires qu’il est incompatible s’il n’admet 
aucune solution, et compatible s’il admet au moins une solution, soit une solution 
unique ou une infinité de solutions. Illustrons géométriquement les trois situations 
du théorème 4.1 à l’aide d'exemples. 


EXEMPLE 4.6 


Soit le système d’équations linéaires 


2x + 3y — 8 
7x — 5y = —3 


Interprétons géométriquement chacune des équations de ce système d’équations. 
L’équation 2x + 3y = 8 s'écrit également sous la forme y = —-7%x + %. Cette 
équation est celle de la droite de pente —-%4 et d’ordonnée à l’origine %4. L’équation 
7x —5y = —-3 définit elle aussi une droite. Si on trace ces deux droites dans un 
même plan cartésien, on obtient la FIGURE 4.2. 


La solution du système d'équations est représentée par le point d’intersection des 
deux droites. Comme il y a un point d’intersection, le système admet une solu- 
tion et est donc compatible. Comme le point d’intersection est unique, le système 
d’équations admet une solution unique, laquelle correspond à une valeur unique 
de chacune des inconnues du système. Ainsi, l’ensemble solution du système est 


s-{2} 


dont l’unique élément est la matrice qui vérifie le système d’équations AX = B. 


Par conséquent, 
X l 
To |; È Êl 


La solution du système s'écrit également sous la forme x = 1 et y = 2. 


EXEMPLE 4.7 


Soit le système d'équations linéaires 


2x + 3y = 8 
Ax + 6y — 12 


Si on représente ces équations dans un même plan cartésien, on obtient la 
FIGURE 4.3. 


On constate que les deux droites sont parallèles (leurs pentes sont égales à —7) 
et distinctes, ce qui signifie qu'aucun couple de valeurs de x et de y ne vérifie 
simultanément les deux équations. Par conséquent, le système d’équations n’ad- 
met aucune solution et est donc incompatible. 
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EXEMPLE 4.8 


Soit le système d'équations linéaires 


2x + 3y = 8 
4x + 6y = 16 


Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/LES1 


Si on représente ces équations dans un même plan cartésien, on obtient la 
FIGURE 4.4 FIGURE 4.4. 


Représentation graphique de deux droites 
F Lu On constate que les deux droites se confondent, c’est-à-dire que les deux équa- 


? tions définissent une seule et même droite. Or, il existe une infinité de couples 
3 . N “à : . de valeurs de x et de y qui vérifient simultanément ces deux équations puisque 
2 F— la droite qui les représente comporte une infinité de points. Par conséquent, le 
1 système d'équations est compatible et il admet une infinité de solutions, soit 
0 ++ > l’ensemble des points de la droite 2x + 3y = 8. En isolant y dans cette équation, 
0 1 2 3 4 5 x | 8— 2x 
on obtient y = à 


L'ensemble solution est donc 
k 
S=4[8-2kI[kEeR 
3 


Ainsi, la matrice be] appartient à l'ensemble solution puisque, si & = L alors 


8—2k 8—2(1) 


3 3 
= 2 


4 appartient à l'ensemble solution. Ces deux matrices 
3 

sont des solutions particulières du système d’équations linéaires, qui en compte 
une infinité. 


à | 2 
De même, la matrice | 


Par contre, la matrice | A n'appartient pas à l’ensemble solution parce que, si 
k = 3, alors 


8—2k 8—2(3) 


Le théorème 4.2 donne une méthode simple pour déterminer si un système de 
n équations linéaires à n inconnues admet une solution unique. Nous ne démontre- 
rons pas ce théorème. 


THÉORÈME 4.2 


Un système de n équations linéaires à n inconnues AX = B admet une solu- 
tion unique si et seulement si det A Z 0, de sorte que si det À = 0, alors le 
système n'admet aucune solution ou en admet une infinité. 


Système d'équations linéaires 
homogène 

Un système AX = B de m équations 
linéaires à n inconnues est dit homogène 
si la matrice B des constantes est la matrice 
nulle O,,x1- 


4.3 


Les petits futés et les petites futées en déduiront que le déterminant «détermine » 
en quelque sorte si un système de n équations linéaires à n inconnues admet une 
solution unique. 


Un système AX = B de m équations linéaires à n inconnues est dit homogène si 
la matrice B des constantes est la matrice nulle O,,.1. Ce système d’équations admet 
une solution évidente, soit la matrice X = O,,1. De cette constatation et du théo- 
rème 4.2, on peut déduire le théorème 4.3. 


THÉORÈME 4.3 


Le système d’équations linéaires homogène AX = O,,1 de n équations à 
n inconnues admet une solution unique si det A Z 0 et une infinité de solu- 
tions si det À = 0. 


Combien de solutions le système d’équations linéaires admet-il? Recourez 
au théorème 4.3. 


APR 
X — y = 

b)}) 2% à 2p = 
Or — 

CO ES 5 0 
DE EE 570 


—4x — 6y + 10Zz = 0 


RÈGLE DE CRAMER 


DANS CETTE SECTION : règle de Cramer - paramètre. 


La règle de Cramer, qui est une méthode de résolution d’un système d’équations 
linéaires, exige l’évaluation du déterminant de la matrice des coefficients. Par 
conséquent, on peut l’appliquer seulement si cette matrice est une matrice carrée, 
c'est-à-dire si le système d’équations linéaires comporte autant d'équations que 
d’inconnues. 


Un système d’équations linéaires qui compte autant d’équations que d’inconnues 
s'écrit sous la forme 


diXi + d2X2 + dG3X3 A see nXn — b, 
d1X1 + d2X)2 + d3X3 + ses + DnXn — b, 
d31X1 + d32X)2 + d33X3 He see + ZnXn — b; 
dnX + ApXo + ApsXs + ce + AuXn = b, 
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et la matrice des coefficients est 


1 2 3 ‘‘ din 
A1 22 A3 ‘* An 
A=|G3 A3 G33 ** A3 
di n2 An3 ‘* nn 


Les matrices des inconnues et des constantes sont respectivement 


X1 b 
X)2 b, 


Il est souvent commode de représenter une matrice colonne par la transposée d’une 
matrice ligne. Ainsi, on écrit souvent les matrices des inconnues et des constantes 
de la façon suivante: 


X=[x, x 2x3 + x, let B=[b; b b3 + b,] 


Règle de Cramer Énonçons maintenant la règle de Cramer. 


La règle de Cramer est une méthode 

de résolution d’un système d'équations 
linéaires comportant autant d'équations 
que d’inconnues. Elle sénonce comme 


THÉORÈME 4.4 


suit: 
Soit AX = B un système déquations 
linéaires comportant n équations à Soit AX = B un système d’équations linéaires comportant n équations à 
n inconnues (x, x), …, x, ) et tel que ? 2 : 

AO n inconnues (x, x, ..…, x,) et tel que det A Æ 0. On note A le déterminant de 
det A Z 0. On note A le déterminant de É ( HE n) s ‘l À : à . 
la matrice À, et A, le déterminant de la la matrice À, et A, le déterminant de la matrice qu'on obtient en remplaçant 


matrice qu'on obtient en remplaçant la la sème colonne de À par la matrice B des constantes. Un tel système d’équa- 


ième 1 & re . . 
ire colonne de À par la Haneen des tions linéaires admet une solution unique 
constantes. Un tel système d'équations 


linéaires admet une solution unique A 
x: 
X;j = - 
x = (i=1,2,.,n) 
. A A, A, soit X — 
soit X1 = > X2 = se A 
A A 


PREUVE 


Soit AX = B un système d’équations linéaires comportant n équations à 
n inconnues (xs LE crc. ) et tel que det A = À Z 0. Alors, en vertu du 


1 
théorème 3.3 (p.112) A a Re Ainsi, l'ensemble solution est 
e 


donné par 


où X est une matrice de format n X 1. L'élément situé sur la 5ème ligne de la 
matrice X, noté x;, est donc identique à l’élément situé sur la jième ligne du 
produit 

1 


det À 


AIB = ( adj) 


= aa leSA)B] 
= [(adi4)8] 


On obtient cet élément en multipliant en quelque sorte la sème ligne de la 
matrice adjointe de À par la matrice colonne B, puis en divisant le résultat par 
le déterminant de la matrice des coefficients. Par conséquent, 


_ Anibn + A2;bo + A3ibs + +++ À,,b, 
det A 


X; 


YAubk 
_ k=1 
AN 


Le numérateur ressemble fort au développement selon la ie colonne du 
déterminant d’une matrice. Il s’agit en fait du développement (selon la 
ième colonne) du déterminant, noté A de la matrice qu'on obtient en rem- 


plaçant la sème colonne de A par la colonne des constantes. Ainsi, x; = 


EXEMPLE 4.9 


Soit le système d’équations 


Ona 


de sorte que 


1 2 
2 1 


1 2 
—1 1 


1 1 


a=| ei 


ECOUTER 


Comme A=3%0, la solution unique de ce système d'équations est 
A,  —3 


> 
Il 
TT 
D 
r ND 
—— 
x 
= 
E— 
S 
Lu 
© 
Il 
FE 
Le 
SE | 
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Résolvez le système d'équations linéaires en app 


liquant la règle de Cramer. 


CAM M ON) 
DARCDE ENCRES 
—a + 2b + c = 6 


Inscrivez les éléments manquants de la solution. 


On a 


de sorte que 


A = nn. — Ne A, = | __ _|=< 
RE 1 1 0 

NS CT CT 
Er , =# CIS 

Comme À = —-9 4 0, la solution unique de ce système d’équations est 
A A A 
a=— = —=| D c=—=——= 
A 0 A 9 NO 


EXEMPLE 4.10 


Soit le système d’équations 


X + y + 3z = —2 
2x + y + 5z = —5 
x + 3y + 2z = 6 
On a 
1 1 3 x —2 
A=]1215 X=|7y B=|-5 
ï 55 2 6 
de sorte que 
1 1 3 —2 1 3 
A=21 5-3 A,=|-5 1 5) =3 
132 6 3 2 
1 —2 3 1 1 —2 
À,=|2 5 5 =9 A,=12 1 -5| =—6 
1 62 13 6 


UN PEU D'HISTOIRE 


Colin Maclaurin (698-1746) fut le premier à énoncer, dans Treatise 
of Algebra (paru à titre posthume en 1748), une règle pour résoudre 
un système d'équations linéaires à l'aide de ce qu'on appelle 
aujourd'hui des déterminants. La notation qu'il utilisa était malheu- 
reusement déficiente, de sorte que cette règle est maintenant 
connue sous le nom de règle de Cramer, en l'honneur du mathéma- 
ticien suisse Gabriel Cramer (1704-1752), qui en donna une formu- 
lation beaucoup plus claire. 


La règle de Cramer est un des résultats les plus célèbres de l'histoire 
des mathématiques et elle fait encore partie de l'enseignement de 
l'algèbre, même si elle est tombée en désuétude à cause du grand 
nombre d'opérations qu'elle nécessite. 


Pour vous convaincre de la différence qui peut exister entre les 
formulations ancienne et moderne d'un théorème, lisez l'énoncé 
de la règle de Cramer contenu dans Introduction à l'analyse des 
lignes courbes algébriques”, paru en 1750: 


Soient plusieurs inconnues z, y, x, v, &c., et autant d'équations 
A = Z1z +Yly + X1x + VIv + &c. 
A = Z27 + Y2y + X2Xx + V2v + &c. 
A3 = Z3z + Y3y + X3x + Viv + &c. 
AGE AZ VA EE EEE EC. 
&c. 


où les lettres A!, 42, A3, A4, &c., ne marquent pas, comme à l'ordi- 
naire, les puissances d'A, mais le premier membre, supposé connu, 
de la première, seconde, troisième, quatrième, &c. équation. 


* G.Cramer, dans T. Muir, The Theory of Determinants in the Historical Order of Develop- 
ment, New York, Dover Publications Inc. 1960, 2 vol., p.12-13. 


Résolvez le système d'équations en recourant à la règle de Cramer si ses condi- 


Ed 


L'examen de ces Formules fournit cette Règle générale. Le nombre 
des équations et des inconnues étant n, on trouvera la valeur de 
chaque inconnue en formant n fractions dont le dénominateur 
commun a autant de termes qu'il y a de divers arrangements de 
n choses différentes. Chaque terme est composé des lettres ZYXV, 
&c., toujours écrites dans le même ordre, mais auxquelles on dis- 
tribue, comme exposants, les n premiers chiffres rangés en toutes 
les manières possibles. Ainsi, lorsqu'on a trois inconnues, le déno- 
minateur a 6 termes [soit 3 x 2 x 1], composés des trois lettres 
ZYX, quireçoivent successivement les exposants123,132,213,231, 
312, 321. On donne à ces termes les signes + ou —-, selon la Règle 
suivante. Quand un exposant est suivi dans le même terme, média- 
tement ou immédiatement, d'un exposant plus petit que lui, j'ap- 
pellerai cela un dérangement. Qu'on compte, pour chaque terme, 
le nombre de dérangements: s'il est pair où nul, le terme aura le 
signe +; s'il est impair, le terme aura le signe — Par ex. dans le 
terme Z!Y2X3 il n'y a aucun dérangement; ce terme aura donc le 
signe + Le terme Z3Y1X2 a aussi le signe + parce qu'il a deux 
dérangements, 3 avant 1 et 3 avant 2. Mais le terme Z3Y2X1, qui 
a trois dérangements, 3 avant 2, 3 avant 1, et 2 avant 1, aura le 
signe -. 


Le dénominateur commun étant ainsi formé, on aura la valeur de z 
en donnant à ce dénominateur le numérateur qui se forme en 
changeant, dans tous ces termes, Z en A. Et la valeur d'y est la 
fraction qui a le même dénominateur et pour numérateur la quan- 
tité qui résulte quand on change Y en À, dans tous les termes du 
dénominateur. Et on trouve d'une manière semblable la valeur des 
autres inconnues. 


tions d’application sont remplies. 


a) x — 2y = 1 
x + y = 0 
b) 2x + y = 8 
X — y = —5 
—4x — 2y = 14 
c) 4x + 3y = 15 
8x + 5y — 12 
d) x — 2y + 3z = 6 
2% + Y= Z —1 
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Paramètre 


Le terme paramètre désigne, par opposi- 
tion au terme inconnue, un coefficient en 
fonction duquel on cherche à exprimer la 
ou les solutions d’un système d'équations. 
Il s'agit donc d’une constante symbolique 
qu'on fixe librement. 
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La règle de Cramer telle que nous l’avons énoncée s'applique seulement si le déter- 
minant de la matrice des coefficients est différent de 0. Dans certaines conditions’, 
lorsque le déterminant de la matrice des coefficients est égal à 0, on peut préciser si 
le système d’équations n’admet aucune solution ou admet une infinité de solutions. 


Nous avons toutefois choisi de nous limiter au cas où le déterminant de la matrice 
des coefficients du système d’équations est non nul. 


La règle de Cramer s'emploie également pour résoudre un système d’équations avec 
des paramètres, soit une famille de systèmes d’équations. 


EXEMPLE 4.11 


On veut résoudre le système d’équations suivant où k est un paramètre, c’est- 
à-dire une quantité (une constante symbolique) en fonction de laquelle on 
cherche à exprimer la solution du système d’équations. 


kx + 2y =  k 
x + ky = k-% 


Il est clair que la solution de ce système d’équations dépend du paramètre k. Pour 
appliquer la règle de Cramer, il faut d’abord évaluer A, A, et A, : 


k 2 
x À 
= k2-1 

= (k—1)(k+1) 


A = 


a = k y 


k-% k 
= k2—-2k+1 
= (k—1) 
k k 
A k-h% 
=k2 k 
= k(k—1) 


À, = 


Pour résoudre le système, il faut analyser deux possibilités: ou bien le détermi- 
nant de la matrice des coefficients est non nul (et le système admet une solution 
unique), ou bien il est nul (et le système n’admet pas de solution ou en admet une 
infinité). Or, À = 0 si k = 1 ou si k = —1, et À Z O pour les autres valeurs de k. 
Par conséquent, le système d’équations admet une solution unique pour chaque 
valeur de k différente de 1 et de —1: 


_ Àx 

FO, 

__ (k-1ÿ 
 (k=1)(k+1) 
__k-1 
RL 


Ces conditions sont énoncées dans M. Vigodsky, Mathematical Handbook, Moscou, Mir Publishers, 


1975, p. 245. 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 1 à 9. 


L.b 


Ainsi, la solution du système d’équations est x = 4 et y = % pour k = 2, et 
x=hety= /pourk=3 


1 : 
ne 
__ k(k-1) 
 (k=1)(k+1) 
DR 
TREL 


Déterminez les valeurs du paramètre k pour lesquelles le système d'équations 
linéaires suivant admet une solution unique, et donnez l'expression de cette solu- 
tion en fonction du paramètre k. 


kx — ky = 
x + ky = k 


MÉTHODE D'ÉLIMINATION GAUSSIENNE 


DANS CETTE SECTION : systèmes d'équations équivalents - opérations élémentaires de ligne - 
matrice augmentée - matrices équivalentes - élimination gaussienne - inconnues libres - 
inconnues liées - rang. 


La méthode d’élimination gaussienne - nommée ainsi en l’honneur de Carl Friedrich 
Gauss - est une méthode de résolution d’un système d’équations linéaires plus 
efficace que la méthode de la matrice inverse et que la règle de Cramer. 


OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES DE LIGNE 


Avant de présenter la méthode d’élimination gaussienne de manière formelle, nous 
en illustrons ci-dessous les principes à l’aide d’un exemple simple. 


EXEMPLE 4.12 


Soit les deux systèmes d'équations 


2x + y — z = 1 x + y + Zz = 6 
x + y + z = 6 et y + 3z = I1 
—X — y + z = 0 z = 3 


On peut vérifier que l’ensemble solution de ces deux systèmes est identique: 
S = {[1 2 3 TI. Or, il est évidemment beaucoup plus facile de résoudre le second 
système que le premier. En effet, la valeur de z étant donnée par la troisième 
équation du second système, on trouve la valeur de y en remplaçant z par sa 
valeur dans la deuxième équation: 


y+3z=11 = y=11-3z = y=11-3G) = y=2 


Les valeurs de y et de z étant connues, on trouve la valeur de x par substitution 
dans la première équation : 


X+yY+z7=6 > x=6-y-z > x=6-2-3 = x=Il 
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Systèmes d'équations équivalents 


Deux systèmes d'équations linéaires sont 
équivalents s'ils ont exactement le même 


ensemble solution. 
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La question qui se pose maintenant est de savoir comment passer du premier 
système d’équations au second ou, de façon générale, comment passer d’un 
système d’équations compliqué à un système d’équations facile à résoudre. Si 
on arrive à répondre à cette question — quel que soit le système d’équations 
linéaires —, on aura établi une stratégie efficace pour résoudre un système 
d’équations linéaires. 


Il est clair qu'on peut intervertir les première et deuxième lignes du premier 
système d’équations sans changer l’ensemble solution puisque celui-ci ne dépend 
nullement de l’ordre des équations. Ainsi, 


2x + y — z = ]I X + y + Z = 6 


x + ÿ + Z et 2X + y — z = 


—X — y + z = 0 —X — y + z = 0 


sont des systèmes d'équations équivalents, car ils admettent le même ensemble 
solution. On note l’équivalence" de deux systèmes d’équations à l’aide du sym- 
bole -, placé entre les deux systèmes. 


Si on additionne la première ligne du nouveau système à la troisième ligne, on ne 
change pas non plus l’ensemble solution puisqu'on ajoute ainsi des quantités 
égales à chaque membre d’une équation: on ajoute x + y + z au membre de 
gauche et la valeur de cette expression, soit 6, au membre de droite. On a donc 


X + y + Zz = 6 X + y + Zz = 6 
2x + y —- z = 1 - 2x + y — z = 1 
—X — y + z = 0 2Z = 6 


En vertu du même argument, en additionnant —2 fois la première ligne à la 
deuxième ligne, on obtient l’équivalence 


X + y + Z = 6 X + y + Zz = 6 
2x + y — Zz = 1 - —ÿY — 3z = —Il 
2z = 6 2Zz = 6 


De même, la multiplication de la troisième ligne par X et de la deuxième ligne 
par —1 ne change pas la solution du système d'équations parce que cette opéra- 
tion est effectuée simultanément sur chaque membre d’une équation. On a donc 
l’équivalence 


X + y + Zz = 6 X + y + Z = 6 
—y — 3z = —-11 - y + 3z = I1 
2Z = 6 z = 3 


Ainsi, on a montré l’équivalence entre les deux systèmes donnés: 


2x + y — z = l1 X + y + Zz = 6 
x + y + z = 6 - y + 3z = Il 
—X — y + z = 0 Z = 3 


On parle aussi de systèmes équivalents parce que la relation - est une relation d'équivalence, c'est-à-dire 
qu'elle est réflexive, symétrique et transitive. En termes plus formels, la relation - est: 


- réflexive parce que tout système d'équations $, est équivalent à lui-même: $, -S$,; 

- symétrique parce que si deux systèmes d'équations S, et S, sont tels que S, - $,, alorsS, -S;; 

- transitive parce que si trois systèmes d'équations S,, 5, et S, sont tels que S, - S,etS, -S;, alors S, -S,. 
Les relations dégalité entre des nombres réels, d'égalité entre des vecteurs et de parallélisme entre des 
droites du plan constituent trois autres exemples de relation d'équivalence. 


Opérations élémentaires de ligne 


Les opérations élémentaires de ligne sont 
des opérations qu'on effectue sur Les équa- 
tions d’un système d'équations linéaires 
ou sur les lignes d’une matrice augmentée 
pour obtenir un système équivalent ou 
une matrice équivalente. Ces opérations 
sont au nombre de trois: 


- l’interversion de deux lignes (L & L; ) : 


- la multiplication d’une ligne par une 
constante différente de O(L; — KkL,;); 


l'addition d’un multiple d'une ligne à 
une autre ligne (L = L; + KL). 


Matrice augmentée 

La matrice augmentée [A[B] d’un système 
d'équations linéaires (AX = B) est la 
matrice des coefficients (A) à laquelle 

on ajoute la matrice des constantes (B). 


L'exemple 4.12 (p. 143) illustre les opérations qu’il est possible d'effectuer sur les 
lignes d’un système d’équations linéaires sans changer l’ensemble solution de ce 
système. Ces trois opérations, appelées opérations élémentaires de ligne, sont: 

1. l’interversion de deux lignes; 

2. la multiplication d’une ligne par une constante différente de 0; 


3. l'addition d’un multiple d’une ligne à une autre ligne. 
Nous emploierons les notations suivantes pour désigner chacune de ces opérations: 
1. L, & L; représente l’interversion des jme et jme lignes ; 


2. L; — kL; représente la multiplication de la #" ligne par une constante k diffé- 
rente de 0; 


3. L; — L; + kL; représente l'addition de k fois la jième ligne à la ième ligne. 


MATRICE AUGMENTÉE D'UN SYSTÈME 
D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


Un système d'équations linéaires comportant m équations à n inconnues s'écrit 
sous la forme 


diX1 + d2X)2 + G3X3 + + dnXn = b, 
d1X1 + d2X) + d3X3 + + DnXn — br 
d31X1 + d32X)2 + d33X3 + + ZrinXn — bz 
AmXi + Am2X2 + Apm3X3 + + AmnXn = Dm 


L'analogie suivante fait ressortir le caractère redondant de cette représentation d’un 
système d'équations. On sait que, dans l'écriture du nombre 111, les trois chiffres 1 
n'ont pas la même signification: le premier 1, à droite, représente une unité, le 
deuxième une dizaine, et le troisième une centaine. En général, la position d’un 
chiffre dans un nombre indique clairement par elle-même la valeur qu’il faut attri- 
buer à ce chiffre. Il en est ainsi pour un système d’équations linéaires: on peut 
abréger l’écriture d’un système d’équations à l’aide du langage matriciel parce que 
les informations fournies par la position des éléments dans la matrice n’ont pas à 
être explicitées. Ainsi, on écrit en abrégé le système d’équations linéaires de m équa- 
tions à n inconnues à l’aide de sa matrice augmentée, notée [A]B], c’est-à-dire la 
matrice des coefficients à laquelle on ajoute la colonne des constantes: 


1 2 3 ‘' An b 
du A2 A3 °* Gn | L2 
[AB] = | 43 dy 33 A3 | b3 
dyp1 m2 m3 ‘‘" mn be, 


Il est clair que l'écriture du système d’équations linéaires sous cette forme abrégée 
n'entraîne aucune perte d’information, sinon le nom des inconnues. 


EXEMPLE 4.13 


La matrice augmentée du système d'équations linéaires 
2X + 3y + Zz + 4w = 5 
—X + 2y — 3z — 2w = 8 
5x — 47 — 4w = 6 
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Matrices équivalentes 


Deux matrices sont équivalentes si on peut 
obtenir l’une des matrices en effectuant 
des opérations élémentaires de ligne sur 
l'autre matrice. 


Élimination gaussienne 

La méthode d'élimination gaussienne, 

qui sert à résoudre un système d'équations 
linéaires, consiste à trouver une matrice 
échelonnée équivalente à la matrice 
augmentée du système, puis à effectuer 

à rebours une série de substitutions de 
manière à déterminer l'ensemble solution. 
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est 


2,3 1 415 
—1 2 -3 28 
5 —4 0 416 


Il est à noter que, dans la matrice augmentée, l'absence d’une inconnue dans une 
équation s'exprime par un 0 à la position appropriée, tout comme l’absence de 
dizaines dans le nombre 205 s'exprime par un 0 à la deuxième position du 
nombre. 


1. Soit la matrice augmentée 


2, 8 
O0 —2 | —4 
1 O0 2 


Dites combien d’inconnues et d'équations comporte le système d’équations 
linéaires représenté par cette matrice augmentée, et écrivez ce système sous 
sa forme non abrégée. Utilisez la notation x; pour désigner les inconnues. 


2. Écrivez la matrice augmentée du système d'équations 


DR TR AZ EN 25 
AX — 2y + z = 20 
ST 27 ECS 0 
D EN RES 


MATRICES ÉQUIVALENTES 


La matrice augmentée d’un système d’équations linéaires contient essentiellement 
la même information que celui-ci. De plus, on peut effectuer des opérations élémen- 
taires sur les lignes de la matrice augmentée tout comme on le fait sur les équations 
d’un système d’équations. C’est pourquoi on dit de deux matrices qu’elles sont 
équivalentes si on peut obtenir l’une des matrices en effectuant des opérations élé- 
mentaires de ligne sur l’autre matrice. 


La méthode d'élimination gaussienne consiste à résoudre un système d'équations 
linéaires en effectuant des opérations élémentaires de ligne sur la matrice augmen- 
tée du système de manière à la transformer en une matrice échelonnée équivalente. 
Le système d'équations que représente cette dernière matrice se résout facilement 
lorsque, procédant à rebours, on remplace les inconnues par leur valeur. 


Rappelons qu'une matrice échelonnée possède les trois propriétés suivantes: 


1. Toutes les lignes nulles de la matrice (c’est-à-dire constituées entièrement de 
zéros) sont situées sous les lignes qui comptent des éléments non nuls. 
2. Le pivot d’une ligne, soit le premier élément non nul de cette ligne, vaut 1. 


3. Le pivot d’une ligne est toujours situé à droite du pivot de la ligne précédente. 


EXEMPLE 4.14 


Comme les matrices À, B, C, Det E suivantes satisfont aux trois conditions énon- 
cées plus haut, elles sont des matrices échelonnées. 


1 3 0 1 
A=|0 1 0 B=|0 
0 0 0 0 


©O r © 


6 5 0 0 0 
6 O0 C=]0 0 0 
0 1 0 0 0 


Par contre, les matrices F, G, H et K suivantes ne sont pas des matrices échelon- 
nées parce qu'au moins une des conditions n’est pas remplie. 


2 3 0 1 3 6 5 o 1 
F=10 10 G=|1 160 u=| .. K = 
0 0 0 0001 


En effet, le pivot de la première ligne de la matrice F ne vaut pas 1; le pivot de la 
deuxième ligne des matrices G et H n'est pas situé à droite de celui de la première 
ligne; la matrice K compte une ligne nulle (deuxième ligne) située au-dessus 
d’une ligne non nulle (troisième ligne). 


0 
0 O0 O0 0 
0 OI 1 
0 


eh. 


Voyons maintenant quelques exemples illustrant la méthode d’élimination 
gaussienne. 


EXEMPLE 4.15 


Soit le système d'équations 


| 
| 
Fa 


3x + 2y + 4z — 
2x — y + 2z = —2 
—X + y + 2Z 


Il 
LS) 


La matrice augmentée de ce système est 


3 2 4|-1 
[AÏB]=| 221 212 
1 L'ainS 


On se propose de trouver une matrice échelonnée équivalente à [A|B]: 


3 2 À. —] XX x * 
[AIB]=| 2-1 2-2 - |o * *|* 
—1 1212 0 O *1* 
Il existe plusieurs façons d’atteindre cet objectif. En voici une. 
3 2 4|—I —l 12] 2] Le&elL, 
2 -12|—-2| - 2 —1 2 | —-2 
—1l 12 2 3 2 4 1-1 
—1l 1 21/2 
| 6 1 612| 6 ss 
0 5 1015] 1, 1, +31, 
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LOT OTST bass 
- [0 1 6 2 
0 1 21 1] 1, — YL, 
1 —1 —2 | —2 
—- [0 1 6 2 
OÙ dal.) LSsEsE 
1 —-1 —2 | —2 
- 1 6 


2 
1 4 L; = - 1, 


Une fois qu'on a produit une matrice échelonnée, il reste à réécrire sous la forme 
d’une équation chacune des lignes de la matrice augmentée, puis à résoudre par 
une substitution à rebours le système d’équations ainsi obtenu. 


Ainsi, la dernière ligne de la matrice augmentée indique que z = Y, et la 
deuxième ligne, que y + 6z = 2. Si on remplace z par sa valeur dans cette équa- 
tion, on obtient 


Y+62=2 = y=2-6z => y=2-6(Y) = y=% 
De façon analogue, la première ligne de la matrice augmentée donne 
X—-y-22=-2 = x=y+2z2-2 = x=/+2(/)-2=-1 


Les valeurs de x, de y et de z qui vérifient le système d’équations sont donc 
x=-bLye Less". 


1. Indiquez, de manière symbolique, les opérations élémentaires de ligne 
effectuées sur la matrice augmentée. 


2 1 | 2 LL 2 ON 
PE NULS 17 SIN 7 
D A ONE? IS CNEUL 
LAN |] 
OST 2 
QD 2 PS) 
LT = | 0 
CM TN EN 
ON OT SAIS 
INT = (0) 
ee NON || 
0 O0 1 1 
2. Effectuez les opérations élémentaires de ligne indiquées. 
2 In 0 | 2 L & L, 
1 1 1 1} 4 
1 Si 22} Ù M = = | I 
2 À À HI D SUR 


D 
Li 20 
EN L, , 


L'algorithme servant à résoudre un système d’équations par élimination gaussienne 
est simple. Il comprend généralement les étapes suivantes”. On construit d’abord la 
matrice augmentée (où les * représentent des nombres quelconques) du système 
d’équations à résoudre. 


X 
X *X * 


* 
% 
% 
% 
X eo 


On remplace par des Zéros tous les éléments de la première colonne situés sous la 
première ligne. Pour ce faire, on multiplie la première ligne par une constante telle 
que le pivot (le premier élément non nul d’une ligne) de cette ligne prenne la valeur 1 
(ou on intervertit la première ligne avec une ligne dont le pivot est 1)”. On ajoute 
ensuite un multiple approprié de la première ligne à chacune des autres lignes, de 
façon à ce que tous les éléments de la première colonne situés sous la première ligne 
soient 0. 


+ * % . * | x RE 
+ * * . * | * O * * … * | x 
4 x x. € Xl C0 Lo * * ... x | x 
x .. * | * O * * .… * |* 


À partir de ce moment, on n’opère plus sur la première ligne ni à l’aide de la pre- 
mière ligne. On reprend la première étape avec la deuxième ligne. Ainsi, on multi- 
plie la deuxième ligne par une constante telle que le pivot de cette ligne prenne la 
valeur 1 (ou on intervertit la deuxième ligne avec une ligne dont le pivot est 1)”. 
On ajoute ensuite un multiple approprié de la deuxième ligne à chacune des autres 
lignes, de façon à ce que tous les éléments de la deuxième colonne situés sous la 


deuxième ligne soient 0. 


4 DÉC Lis 2 Î 1 * 
Æ € x . * | x 0 * 
Æ x x. € Xl 0 [Oo * * ... x |* 
XX x x | x O * * x | x 
1 * * .. *#|% 

O 1 * .……. * |* 

= |0 x. * | x 

0 O * . * |* 


À partir de ce moment, on n’opère plus sur la deuxième ligne ni à l’aide de la 
deuxième ligne. On reprend la première étape avec la troisième ligne, puis la qua- 
trième et ainsi de suite, jusqu’à ce qu'on obtienne une matrice augmentée échelon- 
née. On écrit ensuite, une à une, en commençant par la dernière, les équations 


*__ Diverses situations peuvent se présenter: par exemple, on peut obtenir à l’une ou à l’autre étape une 
colonne formée partiellement de Zéros. Cependant, l'assimilation de l'algorithme général permet de 
résoudre de tels cas particuliers. 

**_ Lorsqu'on effectue des opérations élémentaires de ligne, on évite autant que possible d'introduire des 

fractions dans la matrice parce que cela augmente le risque d'erreur dans les étapes ultérieures. Mal- 

heureusement, il nexiste pas de règle qui s'applique à tous les cas. Seule l'expérience permet d'acquérir 
quelques astuces. 

### Songez à ce qu’il faut faire si tous les éléments de la deuxième colonne situés sous la première ligne 
valent 0. 
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représentées par les lignes de cette matrice. Le système formé de ces équations est 
facile à résoudre par une substitution à rebours. 


Bien qu'en théorie la méthode d’élimination gaussienne ait comme objectif l’ob- 
tention d’une matrice échelonnée, il n’est pas vraiment nécessaire que le pivot de 
chaque ligne soit égal à 1. On réduit le nombre d'opérations à effectuer si on laisse 
tomber cette exigence, comme le montre l’exemple 4.16. 


EXEMPLE 4.16 


On veut résoudre, par élimination gaussienne, le système d’équations 


2x — y + Zz + 2w = —1 
X + y + 2Zz — w = 2 

3y — 3z + w = —2 
—x — y — 2z — 4w = 


En construisant la matrice augmentée de ce système d’équations et en effectuant 
des opérations élémentaires de ligne, on obtient 


SL LUS) li LT Set) 2 
l À 2 |) & dt 1 2 1| LÉ 
0 3-3 11-2| | 0 3-3 1|-2 
Hi TS A4|EX i À 2 À| 4% 
CR 
RE 
D ESS 11 
0 0 D H5|1%2] &sL4x 
bd À 2) 
Ü 3-4 A4|% 
NO = Sle7l BsirE 
0 0 0—5|% 


Afin de résoudre le système d’équations, il n’est pas vraiment nécessaire d’effec- 
tuer d’autres opérations élémentaires de ligne pour se rendre jusqu’à une matrice 
échelonnée. On peut procéder immédiatement à une substitution à rebours. 


De la dernière ligne de la matrice, on tire 
—5W=Y => Ww=-}% 


De la troisième ligne, on tire 
RARE ES ge 


De la deuxième ligne, on tire 


—5+3z-4w 1 
—3y-3z+4w--—5 = y = : 7 


De la première ligne, on tire 


x+y+2z2-wWw=2 = x=2-y-2z2+w=-W 


L'ensemble solution est donc S = IX WW 4 -XT} ou, si on préfère, x = —W, 
Y=/2=HAetw=-Y. 


Dans le présent manuel, si on vous demande de résoudre un système d'équations 
par élimination gaussienne, il n’est pas nécessaire que vous calculiez une matrice 
échelonnée équivalente. Il suffit que vous trouviez une matrice équivalente qui per- 
mette la substitution à rebours, soit une matrice qui possède toutes les caractéristi- 
ques d’une matrice échelonnée, exception faite de l'exigence que les pivots vaillent 1. 


Contrairement à la règle de Cramer ou à la méthode de la matrice inverse, la 


méthode d’élimination gaussienne s'applique même aux systèmes dont le nombre 
d’équations est différent du nombre d’inconnues. 


EXEMPLE 4.17 


Puisque la matrice des coefficients n’est pas carrée, la règle de Cramer ne permet 
pas de résoudre le système d'équations 


—X + 2y = 5 
2x + 3y 
3x + y = —1 


Cependant, à l’aide de la méthode d’élimination gaussienne, on obtient 


12/5 —12|5 
5 3l al x loo7 l'A. &sr+ 
3-4 li vrlul &sres 
—121|35 
e 0 7 | 14 
dololé set 
De la deuxième ligne de la dernière matrice on tire 7y = 14, soit y = 2, et de la 
première ligne on tire —x + 2y = 5, d’où x = —1. Par conséquent, la solution du 
système est x = —1 et y = 2. 


Résolvez le système d’équations par la méthode d’élimination gaussienne. 


a) 2x — y = 6 


| 
D 


x + 3y 


b) 3x + y — z = -1 
x + 2y + 2z 
—X + 3y + z — 


c) 3x, + 4x, + x3 = 5 
2X; + X3 — 3%; = —6 
5x: = 3X) — AX3 = 1 


d) 2x + y = 4 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 10 à 13. 3x — y 
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SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


INCOMPATIBLES OU ADMETTANT 
UNE INFINITE DE SOLUTIONS 


La méthode d’élimination gaussienne permet d’établir si un système d’équations 
est incompatible. Elle permet également de déterminer l’ensemble solution lorsque 
le système d’équations admet une infinité de solutions. 


EXEMPLE 4.18 


Soit le système d'équations 


X + y + Zz + w = 4 
x + 2y + 2Zz — w = 4 
3x + 5y + 5z — w = 12 
2x + 3y + 3z = 8 


En construisant la matrice augmentée de ce système et en effectuant des opéra- 
tions élémentaires de ligne, on obtient 


1 11 1|4 1 1 1 114 
ES EE 0 1 1 —2|0| L, —1,-1, 
56 s-1li2l  l025 al0l Este 
233 018 DE di 20) Lsres 
1 1 1 114 
0 1 1210 
"oo o lol Es 
0 0 0 010! 1, >21,-2, 


Le système d’équations représenté par la matrice augmentée échelonnée compte 
deux équations et quatre inconnues. On fixe librement la valeur de deux des 
inconnues en fonction desquelles on calcule ensuite la valeur des deux autres 
inconnues. On choisit généralement comme inconnues libres les inconnues asso- 
ciées aux colonnes sans pivot. Dans le cas présent, il s’agit des troisième et qua- 
trième colonnes. On pose donc z = r et w = k, où r et k sont des constantes 
arbitraires. On tire alors de la deuxième ligne 


Y+z-2W=0 = y=-2z+2wW=-r+2k 
puis de la première ligne 
X+y+z+w=4 = x=4—-y-z-w 
=4-(—-r+2k)-r-k 
= 4—3k 
Par conséquent, l’ensemble solution du système est 
S = {ra 3x —r+2k r kfr et keR} 


Le système admet donc une infinité de solutions, et, en attribuant des valeurs à r 
et à k, on obtient une solution particulière. Ainsi, en posant r = let k =2, on 
obtient la solution [-2 3 1 2], ou encore x = —2, y =3,z=1etw = 2. 


On a choisi de paramétrer les inconnues z et w, mais on aurait pu également para- 
métrer les inconnues y et z. On aurait alors obtenu l’ensemble solution équivalent 


, 3s + 3t s+t| 
S" = 44- s t 
2 2 


sa1eR} 


On vérifie facilement l’équivalence des ensembles solutions $S et S’ en posant 


s+t 3s + 3t 
r=tetk= Sr 
EXEMPLE 4.19 
Soit le système d'équations 
X + z = 2 
2x + y + z = 1 
X + y = 0 


En construisant la matrice augmentée de ce système d’équations et en effectuant 
des opérations élémentaires de ligne, on obtient 


10112 10 112 
1 Lille l0 is Ress 
11010 D 1-13) £sss 
l'O Ÿ) 5 
= |O LT |=3 
o o ol 1] 1, —1,-L 


Si on exprime sous forme d’équation la dernière ligne de la matrice échelonnée, 
on obtient 0x + 0y + 0Z = I, ce qui est évidemment impossible. Par conséquent, 
le système d'équations n’admet aucune solution. 


Résolvez le système d’équations par la méthode d’élimination gaussienne. 


a) Xy + X) + Xx3 = 3 
X] _ X) + X3 . 1 
X1 LL 3x; + X3 = —] 
b) 3x + 2y — 2z = 5 
2x — y — 3z —2 
—X + 4y + 47z = I 
c) a + 2b — c = 5 
—2a — Ab + 2c —10 


Nous avons établi que le système d’équations de l'exemple 4.18 admet une infinité 
de solutions. Nous avons paramétré la solution générale en posant z = r et w = k. 
Inconnues libres Ce faisant, nous avons considéré les inconnues z et w comme étant libres. Les autres 
Lorsqu'un système d'équations linéaires inconnues du système, soit x et y, sont alors liées aux inconnues libres: on les 


sdnet plus d'une sution, Îles inesnines exprime en fonction des inconnues libres. 
paramétrées sont appelées inconnues libres. 


Le nombre d’inconnues libres dans un système d’équations linéaires qui admet une 
ont semedénsonsladne infinité de solutions correspond au nombre d’inconnues de ce système, moins le 
admet plus d’une solution, les inconnues nombre de lignes non nulles de la matrice augmentée échelonnée ou, ce qui est équi- 
exprimées en fonction des inconnues valent, au nombre de colonnes sans pivot de la matrice échelonnée des coefficients. 
SE Le choix des inconnues libres n’est pas totalement arbitraire. Ainsi, dans l'exemple 4.18, 
on aurait pu faire un autre choix que w et z pour les inconnues libres. Cependant, 
afin de ne pas commettre d'erreur, il est préférable de choisir comme inconnues liées 
les inconnues associées au pivot de chaque ligne non nulle de la matrice échelonnée 
équivalente à la matrice augmentée du système. 
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Inconnues liées 


154 


CHAPITRE 4 


Un système de trois équations linéaires comporte trois inconnues (x, x) et x3). 
Après avoir effectué des opérations élémentaires de ligne sur la matrice 


augmentée associée à ce système d’équations linéaires, on obtient la matrice 


augmentée équivalente 


2 IAE 
0 0112 
0 0 01!a 


a) Combien de solutions le système d’équations linéaires admet-il si a Z 0? 


b) Si a = 0, combien d’inconnues libres l’ensemble solution du système 


d'équations compte-t-il ? 


c) Si a = 0, quelle est ou quelles sont les inconnues libres si on respecte la 
convention établie au regard du choix de ce type d’inconnues ? 


d) Si a = 0, quel est l’ensemble solution du système d’équations linéaires ? 


EXEMPLE 4.20 


On veut résoudre le système d’équations 


X + y + Z + w 
2x + 2y + 3z + 4w 
2x + 2y + 2Z + 2w 

z + 2w 


11 


3 


En construisant la matrice augmentée de ce système d’équations et en effectuant 


des opérations élémentaires de ligne, on obtient 


L Li L\ À 1 1 
à 3 41 0 0 
2222|8|  1|00 
0 0 1 21 3 0 0 
1 1 

0 0 

7 |o o 

0 0 


Or MmOMmMM 


0 


So ON D ON + 


© & À © © © R 


© 


8 D eût 
opt. 
ls Se 


Le système d’équations représenté par la matrice augmentée échelonnée compte 


deux équations mais quatre inconnues. La solution de ce système comporte donc 
deux inconnues libres et deux inconnues liées. Comme les pivots sont situés dans 
les première et troisième colonnes, on choisit les inconnues x et z comme incon- 
nues liées et on exprime celles-ci en fonction des inconnues libres y et w. En 
posant w = ket y = r, on tire de la deuxième ligne 


z+2w=3 = z=3-2w—-3-—-2Kk 


après quoi on tire de la première ligne 


X+y+z+w=4 = x=4—-y—-z-w 


ap (3=2k)-X# 


=l-r+k 


L'ensemble solution est donc S = {[1-r+k r 3—-2k kllretke R} ou, sion 
préfère, x=1-r+k y=r,z=3-2ketw=koùretkeR. 


En donnant des valeurs à r et à k, on obtient des solutions particulières du sys- 
tème d'équations. Ainsi, en posant k = Oet r = 0, on obtient la solution particu- 
lière x = 1, y = 0,z = 3et w = 0. De même, en posant k = 3etr = —I, on obtient 
la solution particulière x = 5, y = —1, z = —-3 et w = 3. 


CARACTÉRISATION DES SYSTÈMES 
D'ÉQUATIONS LINÉAIRES 


Lorsqu'on résout un système d’équations linéaires par la méthode d’élimination 
gaussienne, on peut distinguer entre un système d’équations qui admet une solution 
unique, un système qui admet une infinité de solutions et un système qui n'admet 
aucune solution. Mais, pour énoncer les critères qui permettent d’établir ces dis- 
tinctions, il faut d’abord définir un nouveau concept, à savoir le rang d’une matrice. 


Rang Le rang d’une matrice À est le nombre de lignes non nulles (ou le nombre de pivots) 
Le rang d’une matrice À est égal au nombre d’une matrice échelonnée équivalente à A. 

de lignes non nulles (ou au nombre de 

pivots) d’une matrice échelonnée équi- 


valente à A. EXEMPLE 4.21 


Pour évaluer le rang de la matrice 


1 2 3 
A=]2 1 1 
1 —-1 —2 


on effectue des opérations élémentaires de ligne de manière à réduire À à une 
matrice échelonnée. 


d % 3 » 
2 1 d|*+ 8.5) & sh 
LL 5l Laser 


D D] ske 
DS 


1 7 L = -L 


0 0 


i 
S 0H 00 0co0H+- 
| 
ei 
| 
UT 


Comme la matrice échelonnée équivalente à la matrice À compte deux lignes non 
nulles (ou deux pivots), le rang de À est 2. 


Déterminez le rang de chacune des matrices. 


12 5 03 
Las Fr 0 2 2 46 ï j 
A=|246 =) Sao de c=loo1 21|D-[; A 
3 6 9 dau 0 Ce 0 0 3 —5 0 
0 0 0 01 


Le concept de rang permet d’énoncer le théorème suivant, que nous ne démontre- 
rons pas. 


*_ On peut également définir le rang d’une matrice comme l'ordre de la plus grande sous-matrice de À (une 
matrice formée par suppression des lignes ou des colonnes de A) dont le déterminant est non nul. 
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THÉORÈME 4.5 


Si AX = B est un système d’équations linéaires (m équations à n inconnues) 
dont la matrice des coefficients À est une matrice de format m X n et de rang p, 
et si [A|B] la matrice augmentée du système, est de rang q, alors ce système: 


+ n’admet aucune solution lorsque p < q; 
+ admet une infinité de solutions lorsque p = getp<n; 
+ admet une solution unique lorsque p = q =n. 


De plus, lorsque le système admet une infinité de solutions, la solution géné- 
rale comporte n — g inconnues libres. 


EXEMPLE 4.22 


Soit le système d'équations linéaires 
X + y + z = 4 
2x + 3y + 2Z = 10 
3x + 4y + 3z — 14 


En construisant la matrice augmentée de ce système et en effectuant des opéra- 
tions élémentaires de ligne, on obtient 


1 1 114 1 1 114 
2. 4 2110) + lo 1612| Best, 
3 4 3 |14 D'ivolel &séess 

1 1 114 

- |o 10/2 
Do0l0| Ssies 


Le rang de la matrice augmentée échelonnée est égal au rang de la matrice des 
coefficients : p = q = 2. Puisque le système d'équations comporte trois inconnues 
(n = 3), alors p = 2 < 3 = n. En vertu du théorème 4.5, le système d’équations 
admet une infinité de solutions et il possède une seule inconnue libre (n — q = 1). 
L'ensemble solution du système est S = {[2 -k 2 kÏlkke R!. 


EXEMPLE 4.23 


Soit le système d'équations linéaires 
X + y + Zz = 4 
2x + 3y + 2Zz = 10 
3x + 4y + 3z = 12 


En construisant la matrice augmentée de ce système et en effectuant des opéra- 
tions élémentaires de ligne, on obtient 


1 À L| 4 4 
2 3 2|10| — 21) sé 
3 4 3 |12 0] Dr 288 


nl 
Or CO0Omr Cor 
OO OL a 
Or Or Cor 
D 


Le rang de la matrice augmentée échelonnée du système est g = 3, alors que le 
!_ rang de la matrice des coefficients est p = 2. En vertu du théorème 4.5, le système 
: d'équations n’admet aucune solution puisque p = 2 < 3 = q. 


Indiquez si le système d’équations linéaires que la matrice augmentée repré- 
sente admet une seule solution ou une infinité de solutions, ou encore sil 
n'admet aucune solution. Si le système admet une infinité de solutions, pré- 
cisez le nombre d’inconnues libres. 


a) [1 213 DNS c) [1 —2 -3 2 4 | -3 
0 110 0 O0 O1 Om ON 25 6 
0 0 010 0 0 000 0 
0 0 000!0 
Vous pouvez maintenant faire 0 0 000!0 
les exercices récapitulatifs 14 à 24. 
EE MÉTHODE DE GAUSS-JORDAN 
DANS CETTE SECTION : méthode de Gauss-Jordan. 
Méthode de Gauss-Jordan La méthode de Gauss-Jordan est une extension de la méthode d'élimination gaus- 
La méthode de Gauss-Jordan, qui sert à sienne. Elle consiste à effectuer des opérations élémentaires de ligne de manière à 
Du Le lo ne tn transformer la matrice augmentée du système d’équations à résoudre en une matrice 
est une extension de la méthode délimi- el ss rédui ; sd bééchel x Il d 1 
nation gaussienne. Elle consiste à calculer échelonnée réduite, cest-à-dire une matrice échelonnée telle que dans toute colonne 
une matrice échelonnée réduite équiva- qui contient un pivot, tous les éléments autres que le pivot sont nuls. 
lente à la matrice augmentée du système. : , ; 
La méthode de Gauss-Jordan sert égale- Vous constaterez vous-même que la méthode de Gauss-Jordan est moins efficace 
ment à trouver l'inverse d’une matrice que la méthode d’élimination gaussienne: 
régulière. 


[..] un ordinateur met environ 50 % plus de temps à résoudre un grand système 
d’équations par la méthode de Gauss-Jordan qu’il n'en met pour résoudre le même 
système par la méthode d’élimination gaussienne (substitution à rebours). En effet, le 
nombre d'opérations arithmétiques à effectuer est d'environ 50 % plus élevé dans le 
premier cas’. 


UN PEU D'HISTOIRE 


Wilhelm Jordan (1842-1899) fut un professeur allemand de géodé- Ce manuel fut très populaire; il connut cinq éditions et il fut traduit 
sie et un auteur prolifique. Dans Handbuch der Vermessungskunde en italien, en russe et en français. On dit de Jordan qu'il fut un 
(«Manuel de géodésie »), il décrivit une méthode de résolution d'un professeur très apprécié de ses élèves parce qu'il sut établir des 
système d'équations linéaires qui s'apparente à l'élimination gaus- liens entre la théorie et la pratique. 

sienne et qui porta par la suite le nom de méthode de Gauss-Jordan. 


*_ Traduction d’un extrait de J. B. Fraleigh et R. A. Beauregard, Linear Algebra, Reading, Addison-Wesley 
Publishing Company, 3° éd., 1995, p. 62. 
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PIX RÉSOLUTION D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS 
LINÉAIRES PAR LA MÉTHODE DE GAUSS-JORDAN 


L'exemple 4.24 illustre l’application de la méthode de Gauss-Jordan à la résolution 
d’un système d’équations linéaires. 


EXEMPLE 4.24 


Soit le système d’équations 


3x + 2y + 4z = —] 
2X — y + 2z = —2 
—X + y + 2Zz = 2 


La matrice augmentée de ce système est 


3 2 4 |—1 
[AIB]J=| 2 -1 2 |-2 
—1 1212 
On veut lui trouver une matrice échelonnée réduite équivalente. 
& SA) 12] 2 Le 
2 —12|-2| - 2: =1 2 |=2 
—1 12 2 3 2 4 1-1 
—1 1 21/12 
à | 01 All sms 
GS 105] 2244 
ES 
- [0 1 6|2 
0 1 21 1] L, — “1, 
1 —1 —2 | —2 
- [0 6 2 
0 Aa lilré ss 
1 —1 —2 | —2 
— [0 1 6 2 
0 0 1|[%] L —-WL, 
ÎL =1 OS] L 46424 
æ [0 LO0| | 28-68 
0 0 1| 4 
LA] EL 
- [o10)% 
001% 
On tire directement de la dernière matrice, qui est échelonnée réduite, la solution 
du système d’équations, à savoir x = —1, y = Metz = W. 


Résolvez le système d'équations à l’aide de la méthode de Gauss-Jordan. 
a) 2x — 3y = 5 
4x + 3y = 1 
b) x + y = 5 
X — y = —1 


c) a — 3b = —5 
3a — b + 2c 
5a — 2b + 4c = 10 


Il 
NI 


d) -—x — 2y + 2z = 6 
—2x — y + 2Zz = 3 
—3x + y + Zz = -4 


DÉTERMINATION DE L'INVERSE D'UNE MATRICE 
PAR LA MÉTHODE DE GAUSS-JORDAN 


La méthode de Gauss-Jordan sert surtout à trouver l’inverse d’une matrice carrée À 
d'ordre n. Dans ce cas, on augmente la matrice À de la matrice identité d'ordre net 
on effectue des opérations élémentaires de ligne pour passer de [A|I,] à [1,|C]. 
Si cette transformation est possible (c'est-à-dire si det A Z 0), on obtient une 
matrice C qui est l'inverse de la matrice A. Cet algorithme de calcul de l'inverse d’une 


matrice est beaucoup plus efficace que l’application de la formule A1 = = adjA. 
Voici la justification de la méthode de Gauss-Jordan pour trouver l’inverse d’une 
matrice. On note les colonnes de la matrice inverse X,, X,,..., X,, et on note B, la 
matrice colonne formée de zéros, à l’exception de l'élément de la "€ ligne, qui est 1. 
Si on juxtapose les matrices B; en allant de i = 1 à i = n, on obtient la matrice iden- 
tité. Par conséquent, AA! = I, = AX; = B,. Il s’agit donc de résoudre simultané- 
ment n systèmes d’équations linéaires ayant tous la même matrice des coefficients. 
On peut appliquer la méthode de Gauss-Jordan à la matrice À augmentée de toutes 
les matrices B,, c'est-à-dire à la matrice À augmentée de la matrice identité. Dans le 
résultat final, la partie de droite de la matrice augmentée est la solution de tous ces 
systèmes d’équations; elle représente donc la matrice C telle que AC = I,, soit la 
matrice inverse de À. 


EXEMPLE 4.25 


On veut trouver l’inverse de la matrice 


3 2 4 
A=| 2 -12 
—1 12 


On applique la méthode de Gauss-Jordan à la matrice À augmentée de la matrice 
identité. 


3 24110 0 si 1210 CI) L 8x 
à 1 20 Lol | S 02/0610 
RU CT 3 24110 0 
1 1 210 0 1 
« Loi lo til stars 
05 10 lE 0 4] ssu+i 
= Ÿ 20 © Î 
- | o1 6|l0o 1 2 
0.0 20115 7) &siest 


1 2 0 0 1 
e 0 1 6 0 1 2 
0 1 


— 0 YA 730 L; — = ls 
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Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 25 à 27. 


4.6 


M © 

I 

à X 
[l 

NS 

DS 

© 


= © © 
ù 
I 
Ds 
sk 


Par conséquent, 
%. 0 -% 
AT=| Yo —Z Mo 
0 À 7 


Trouvez l’inverse de la matrice À à l’aide de la méthode de Gauss-Jordan. 


Lt 
a A=[T ‘| b) A=|-2 8 3 
=, © À 


STRATÉGIE DE FORMULATION D'ÉQUATIONS 


Nous avons vu dans les sections précédentes comment résoudre un système d’équa- 
tions linéaires, mais ce procédé n'est qu'une des étapes de la résolution d’un problème 
concret comme celui-ci: 


Vous travaillez chez un marchand de café. Un client vous demande 5 kg de café 
sans préciser la composition du mélange. Vous disposez de trois sortes de grains 
dont les prix sont respectivement de 18 $, de 24 $ et de 30 $ le kilogramme. Le client 
vous a également dit qu’il veut payer exactement 120 $. Comment pouvez-vous le 
satisfaire ? 


Pour résoudre les problèmes de ce genre, nous vous suggérons d’adopter la marche 

à suivre que voici: 

1. Faites une première lecture de l’énoncé du problème pour en avoir une idée 
d'ensemble. 


2. Relisez l'énoncé du problème pour en dégager les éléments clés : la question posée, 
les inconnues, les relations entre les différentes inconnues, les contraintes, etc. 


3. Attribuez un nom symbolique signifiant à chaque quantité inconnue: 


X — ss. 


etc. 
4. Écrivez sous forme d’équations les liens entre les inconnues 


5. Résolvez le système d’équations. 

6. Répondez à la question posée et assurez-vous que les contraintes sont respectées. 
Certains problèmes exigent que les inconnues prennent des valeurs entières, alors 
que d’autres exigent qu’elles prennent des valeurs non négatives, etc. 


Les exemples 4.26 à 4.28 illustrent cette technique de résolution d’un problème 
concret. 


EXEMPLE 4.26 


Vous travaillez chez un marchand de café. Un client vous demande 5 kg de café 
sans préciser la composition du mélange. Vous disposez de trois sortes de grains 
dont les prix sont respectivement de 18 $, de 24 $ et de 30 $ le kilogramme. Le 
client vous a également dit qu’il veut payer exactement 120 $. Comment pouvez- 
vous le satisfaire ? 


Après avoir lu le problème, vous constatez qu’on vous demande de faire un mélange 
de trois sortes de café dont les proportions ne sont pas données. Les quantités 
des trois types de grains sont donc des inconnues: soit x la quantité de café à 
18 $/kg, y la quantité de café à 24 $/kg et z la quantité de café à 30 $/kg. 


L'énoncé du problème contient deux informations: une première sur le total de 
l’achat et une seconde sur la masse du mélange. Les liens entre les variables 
doivent donc être établis en fonction de ces deux informations. Comme le 
mélange pèse 5 kg, on en déduit que la somme des quantités des trois sortes de 
café est égale à cette masse, ce qui se traduit par l’équation x + y +z =5. 


On signale également que le coût total doit être de 120 $. On obtient ce résultat 
par l'addition des prix de chacune des quantités des trois sortes de café. Or, le 
prix d’une quantité déterminée de café est égal au prix par kilogramme multiplié 
par la quantité, soit respectivement 18x, 24y et 30z. Par conséquent, on pose 
l’équation 18x + 24 y + 30z = 120. 


Comme on ne dispose d'aucune autre information, il faut résoudre le système 


L 


d'équations linéaires 
x + y + Z = 5 
18x + 24y + 30z — 120 


La matrice augmentée de ce système est donnée par 
1 1 1 5 
18 24 30 1120 
Appliquons la méthode d’élimination gaussienne pour résoudre le système. 


Éree Er EE 
18 24 30 |120 0 6 12130] L, —L, -181, 


1 1 1 | 5 
0 1215] EEE 
Le système d'équations admet une infinité de solutions. Si on pose z = k, on 
obtient par une substitution à rebours 
y+2z2=5 = y=5-2k 
De plus, 
x+y+z=5 = x=5-y-z=5-(5-2k)-k = x=k 


L'ensemble solution du système est donc S = {tk 5—2k k]'| ke R}. 
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Toutefois, l’ensemble solution du système ne donne pas nécessairement la réponse 
à la question posée. En raison du contexte, les inconnues ne prennent que des 
valeurs non négatives parce qu'elles représentent des quantités de café. Il faut 
donc réduire l’ensemble solution aux valeurs telles que k > 0Oet5—-2k > 0. Par 
conséquent, la réponse à la question est donnée par l’ensemble 


S'={Îk 5-2k kJl0O<Kk< 2,5} 


Ainsi, vous pourriez satisfaire le client en lui donnant 2 kg de café à 18 $/kg, 1 kg 
de café à 24 $/kg et 2 kg de café à 30 $/kg, ou encore 1 kg de café à 18 $/kg, 3 kg de 
café à 24 $/kg et 1 kg de café à 30 $/kg. Toute autre combinaison faisant partie 
de l’ensemble S’ devrait également satisfaire le client. 


Puisqu’il existe une infinité de solutions susceptibles de satisfaire le client de 
l'exemple 4.26, vous lui demandez d’être plus précis. 


a) S'il vous dit qu’il aime particulièrement le café à 30 $/kg et qu’il souhaite 
en avoir le plus possible, quel mélange allez-vous lui offrir ? 


b) S’il vous dit qu’il veut avoir deux fois plus de café à 24 $/kg que de café à 
30 $/kg, quel mélange allez-vous lui offrir ? 


c) S'il vous dit qu’il souhaite avoir plus de café à 30 $/kg que de café à 18 $/kg, 
pouvez-vous le satisfaire ? 


d 


— 


S'il vous dit qu’il souhaite avoir 3 kg de plus de café à 18 $/kg que de café 
à 24 $/kg, pouvez-vous le satisfaire ? 


EXEMPLE 4.27 


On veut remplir un réservoir de 200 L avec de l’eau dont la température est de 
60 °C. On dispose de deux sources d’approvisionnement en eau. La température 
de l’eau de la première source est de 90°C et celle de la seconde est de 50 °C. 
Quelle quantité d’eau de chaque source doit-on utiliser ? 


Nommons les variables en jeu: soit g, la quantité d’eau tirée de la première source 
et q) celle tirée de la deuxième source. On obtient alors le système d’équations 


am + M = 200 Quantité d’eau. 
904 + 50 60(200)  Équilibre de température. 


On peut résoudre ce système de plusieurs façons (méthode de la matrice inverse, 
règle de Cramer, méthode d’élimination gaussienne, méthode de Gauss-Jordan). 


Appliquons la règle de Cramer. 


1 1 
2e Lo M re 
200 1 
ET Bon | T1 900 
1 200 
Ag = É 60(200)| 6000 
Comme A = -40 4 0, la solution unique de ce système d’équations est 
Ay 2000 A  —6000 | 
QD = ——=——— = 50 et g = ——=——=]50. Par conséquent, il faut 
A —40 A —40 


: mélanger 50 L d’eau dont la température est de 90 °C avec 150 L d’eau dont 
! la température est de 50°C pour obtenir 200 L d'eau dont la température est 
i de 60°C. 


Considérons maintenant un exemple tiré du domaine de la chimie. 
EXEMPLE 4.28 


Pour équilibrer l'équation chimique N, +H, — NH;, il faut déterminer les 
quantités minimales de chaque composante requises pour obtenir le produit 
final. On note x la quantité de N;, y la quantité de H, et z la quantité de NH. Il 
faut donc trouver les plus petites valeurs entières de x, de y et de z qui vérifient 
XN2 + yH — ZNH;. Pour que le nombre d’atomes de chaque élément dans le 
membre de droite soit égal au nombre d’atomes du même élément dans le membre 
de gauche, il faut que 2x = z (même nombre d’atomes d’azote) et que 2y = 3z 
(même nombre d’atomes d'hydrogène). On a donc le système d’équations 


2x — z = 0 
2y — 3z = 0 


En construisant la matrice augmentée de ce système et en effectuant des opéra- 
tions élémentaires de ligne sur cette dernière, on obtient 

+ nd k, SE 

2 |l6 ù 1 1510] & 5 4x 
Comme le rang de la matrice augmentée est égal au rang de la matrice des coef- 
ficients et qu'il est inférieur au nombre d’inconnues, il y a théoriquement une 
infinité de solutions. L'ensemble solution est $ = ÎL0,5k 1,5k kTIk E R}. Tou- 
tefois, on cherche la plus petite valeur de k pour laquelle les trois inconnues sont 


des entiers positifs. Cette valeur étant & = 2, l’équation chimique cherchée est 
N;, +3H;, — 2NH:. 


UN PEU D'HISTOIRE 


Gauss n'est pas le véritable inventeur de la méthode d'élimination 
gaussienne. Toutefois, c'est lui qui l'a fait connaître en Occident. 
Des mathématiciens chinois du if siècle avant notre ère appli- 
quaient déjà une méthode d'élimination similaire à celle de Gauss. 
On a retrouvé la méthode chinoise dans un vieux traité de mathé- 
matiques intitulé Neuf chapitres dans l'art des mathématiques. Il 
faut cependant souligner que Gauss ne connaissait pas ce résultat 
des mathématiciens chinois et qu'il l'a en quelque sorte redécour- 
vert. Voici un extrait de l'ouvrage chinois. 


Il y a trois types de grains. Un lot du premier type, deux du second 
et trois du troisième donnent 26 mesures. Deux lots du premier type 
de grains, trois du second et un du troisième donnent 34 mesures. 
Enfin, trois lots du premier type de grains, deux lots du second et 
un du troisième donnent 39 mesures. Combien de mesures un lot 
de chacun des types de grain donnera-t-il? 


1. Résolvez le problème tiré du traité Neuf chapitres dans l’art des mathématiques 


Eh oui, même à l'époque de la dynastie Han, les mathématiciens 
proposaient des problèmes écrits comme ceux que les étudiants 
redoutent encore aujourd'hui. 


Dans d'autres civilisations également des problèmes d'algèbre ont 
été soumis aux apprentis mathématiciens. Ainsi, les responsables 
du site Internet MacTutor History of Mathematics Archive signalent 
un problème de l'époque babylonienne, consigné sur une tablette 
d'argile et datant de 300 avant notre ère. 


Il y a deux champs dont l'aire totale est de 1 800 verges carrées. Le 
rendement du premier champest de # de boisseau par verge carrée 
alors que celui du second est de Da boisseau par verge carrée. Si le 
rendement total est 1 100 boisseaux, quelle est la superficie de 
chaque champ ? 


mentionné dans la rubrique « Un peu d'histoire» qui précède. 


2. Résolvez le problème de l’époque babylonienne mentionné dans la rubrique 


« Un peu d'histoire» qui précède. 
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3. Yasmine disposait de 10 000 $ qu'elle a investis dans trois types de placements 
dont les taux de rendement ont été les suivants: 


Compte d'épargne 1% 
Fonds négocié en bourse (FNB) 4% 
Actions 6% 


a) Sile rendement (en dollars) de la somme investie en actions est 30 fois celui 
du compte d'épargne, peut-on déterminer de façon unique la répartition 
des actifs de Yasmine ? Justifiez votre réponse. 


b) Si on apprend qu'elle a investi le même montant en actions que ce qu’elle 
a placé à la fois dans le FNB et dans le compte d’épargne, déterminez la 


à ë répartition des actifs financiers de Yasmine. 
Vous pouvez maintenant faire 


les exercices récapitulatifs 28 à 68. 4. Équilibrez l'équation chimique C4H;9 + ©, — CO, + H,0. 
LA 
UN PEU D'HISTOIRE 
Les problèmes écrits ont souvent été présentés sous forme de le grand mât est cassé, il y a un mousse sur le gaillard d'avant, les 
charades où de devinettes. L'illustre écrivain français Gustave passagers sont au nombre de douze, le vent souffle NNE, l'horloge 
Flaubert (1821-1880) fit un célèbre pastiche de ce type de problèmes marque trois heures un quart d'après-midi, on est au mois de mai... 


dans une lettre qu'il adressait à sa sœur Caroline en 1843. On demande l'âge du capitaine. 


Puisque tu fais de la géométrie et de la trigonométrie, je vais te Depuis lors, on désigne sous le vocable âge du capitaine tout pro- 
donner un problème: Un navire est en mer, il est parti de Boston blème ridicule et indéterminé qui s'apparente à un exercice scolaire 
chargé de coton, il jauge 200 tonneaux, il fait voile vers Le Havre, d'algèbre élémentaire. 


l'A RECHERCHE DE LA MATRICE D'ÉTAT 
STATIONNAIRE D’UNE CHAÏÎNE DE MARKOV' 


DANS CETTE SECTION : matrice de transition régulière - chaîne de Markov régulière - 
matrice d'état stationnaire. 


La méthode d’élimination gaussienne sert également à trouver la matrice d’état 
stationnaire d’une chaîne de Markov régulière. 


Dans une chaîne de Markov présentant n états mutuellement exclusifs, notés 1, 


2, …, n, la matrice T = Lil dont l'élément f;; représente la probabilité du passage 


de l’état j à l’état à, est une matrice dite de transition. Rappelons qu'une matrice de 
transition est une matrice stochastique, c’est-à-dire une matrice carrée dont tous les 
éléments sont supérieurs ou égaux à 0 et telle que la somme des éléments de chaque 
colonne vaut 1. 


Dans un processus de Markov, la probabilité d’être dans un des n différents états 
possibles change avec le temps et elle est donnée par les équations matricielles 


pr) = Tpim-1) = T2pÜn-2) = T3plm-3) =... — TmpC) 


où la matrice P(") est également une matrice (colonne) de probabilité qui porte le 
nom de matrice d’état de niveau m et où PO) est la matrice d’état initial. L'élément 
de la sème ligne de toute matrice d’état représente la probabilité d’être dans le sième 
des n états possibles. 


*_ Relisez la section 2.7 (p. 56) pour revoir le concept de chaîne de Markov. 


164 CHAPITRE 4 


Matrice de transition régulière 

Dans une chaîne de Markov, la matrice 
de transition T est dite régulière s’il existe 
une puissance entière k de T telle que tout 
élément de TX est supérieur à 0. 


Chaîne de Markov régulière 


Une chaîne de Markov associée à une 
matrice régulière est dite régulière. 


Dans une chaîne de Markov, la matrice de transition T est dite régulière” s’il existe 
une puissance entière k de T telle que tout élément de TK est supérieur à 0. La chaîne 
de Markov associée à une matrice régulière est également dite régulière. 


EXEMPLE 4.29 


La matrice identité I, (où n > 1) est une matrice de transition puisque tous ses 
éléments sont supérieurs ou égaux à 0 et que la somme des éléments de chacune 
de ses colonnes vaut 1. Elle n’est toutefois pas une matrice de transition régulière, 
puisque quelle que soit la valeur du nombre entier k, on a (1, hp = 1, et les élé- 
ments situés de part et d’autre de la diagonale de 1, sont tous nuls. 


A la 
A 


elle n’est pas une matrice régulière puisque son déterminant est nul. 


Par contre, la matrice T = | | est une matrice de transition régulière, mais 


EXEMPLE 4.30 
À Ÿ 
7% / 


une matrice de transition et que tous ses éléments sont supérieurs à O. 


La matrice T = | | est une matrice de transition régulière puisqu'elle est 


EXEMPLE 4.31 


La matrice T = 


PE 
“2: 


7, 0 


| est une matrice de transition. De plus, comme 
Je que tous les éléments de T? sont supérieurs à 0, alors Test une 


% 7 


matrice de transition régulière. 


Parmi les matrices suivantes, déterminez celles qui sont des matrices de transi- 
tion régulières. 


1 1 F7 3 0 
a=[;:] 5-[} ; c=[? | 

LUY 40% 4 4 0 
D-lmyu| E-ln14| F-lH SH 

LH 40 % HU H 


Le théorème 4.6 (p. 166) présente une propriété importante des matrices de transi- 
tion régulières. 


* Attention, le mot régulière comporte deux significations. Dans un contexte autre que celui des chaînes 
de Markov, on dit d’une matrice carrée qu'elle est régulière (ou inversible) si son déterminant nest pas 
nul. Cependant, associé à l’attribut de transition, le mot régulière prend le sens donné dans la définition 
ci-dessus. Ainsi, la matrice identité d'ordre n est une matrice régulière, mais nest pas une matrice de 
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transition régulière. 


THÉORÈME 4.6 


Si T est une matrice de transition régulière d'ordre n, alors la matrice TK se 
stabilise à long terme (lorsque k tend vers l’infini) pour donner une matrice 
stochastique 1. 


Pi PP 
* P2 


La démonstration de ce théorème dépasse le niveau du présent ouvrage. 


Du théorème 4.6, on déduit le théorème 4.7, qui montre la convergence d’une chaîne 
de Markov régulière. 


Si Test une matrice de transition régulière d'ordre net si PO) est une matrice 
d’état initial, alors la matrice d’état de niveau m se stabilise à long terme pour 
donner une matrice colonne correspondant à une colonne de T... 


PREUVE 


On a Pt") = Tmp0), De plus, en vertu du théorème 4.6, si m tend vers l'infini, 
alors T" tend vers T.., où 


Pi Pi Pi 
2 


* Pn 
Pi 
Pn Pn 
Pi D pi 
il 


br D pi 
1—[ 


pp 
il 


Pi 
P2 


La matrice P® est une matrice de probabilité. 


Matrice d'état stationnaire 
SiT = [5] est une matrice de tran- 
nxn 


sition régulière associée à une chaîne de 
Markov régulière, alors il existe une et 
une seule matrice détat P =[p;],., telle 
que P = TP. La matrice P porte le nom 
de matrice détat stationnaire et elle donne 
les probabilités d'être dans chacun des 

n différents états à long terme. 


de sorte que la matrice Pr) = Tmp0) converge vers une matrice colonne cor- 
respondant à une colonne de T... [=] 


Ce théorème nous permet de conclure qu’à long terme, dans une chaîne de Markov 
régulière, quelle que soit la matrice d’état initial, le processus se stabilise. Par consé- 
quent, à long terme, la matrice d’état de niveau m converge vers une matrice de 
probabilité qui ne dépend que de la matrice de transition et qui est donc indépen- 
dante de la matrice d’état initial. En fait, si T = ll. est une matrice de transition 


régulière associée à une chaîne de Markov régulière, alors il existe une et une seule 
matrice d'état P = [p;],., telle que P = TP. La matrice P porte le nom de matrice 
d'état stationnaire et elle donne les probabilités d’être dans chacun des n différents 
états à long terme. 


Pour trouver la matrice d’état stationnaire, il faut résoudre le système formé de 


LL 
l'équation D p; = let des n équations tirées de l’équation matricielle P = TP, soit 
i=1 
de l'équation (1, — T)P = O1 ou de l’équation équivalente (T — 1,)P = O,,4. Illus- 
trons la recherche d’un état stationnaire à l’aide d’un exemple. 


EXEMPLE 4.32 


Un sociologue étudie la mobilité intergénérationnelle des classes socioécono- 
miques dans une population donnée. À cette fin, il considère trois classes socio- 
économiques qu'il désigne par les nombres 1 (classe inférieure), 2 (classe 
moyenne) et 3 (classe supérieure). 


Il a construit la matrice T donnant les probabilités qu'un enfant d’un individu 

d’une classe donnée se trouve dans la même classe ou dans une autre classe: 

T=[T;],,, où t; représente la probabilité qu'un enfant d’un individu de la 
3x3 J 


classe j se trouve dans la classe 1. 


0,70 0,18 0,05 
T =|0,20 0,60 0,15 
0,10 0,22 0,80 


On déduit de cette matrice qu’il y a une probabilité de 0,7 (#,, = 0,7) qu’un enfant 
issu de la classe 1 (classe inférieure) y demeure. De même, il y a une probabilité 
de 0,2 (f, = 0,2) qu'un enfant issu de la classe 1 (classe inférieure) se retrouve 
dans la classe 2 (classe moyenne). Enfin, il y a une probabilité de 0,1 (x = 0,1) 
qu'un enfant issu de la classe 1 (classe inférieure) passe dans la classe 3 (classe 
supérieure). 


La matrice Test une matrice de transition régulière puisque tous ses éléments 
sont positifs et que la somme des éléments de chacune des colonnes vaut 1. 


En vertu du théorème 4.7, à long terme, la répartition de la population entre 


Pi 


les classes sociales devrait se stabiliser à la matrice d’état stationnaire P = | p, 


P3 
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telle que p1 + p2 + p3 = 1etque(l; - T)P = Ozx1. Le système formé de ces équa- 
tions est le suivant : 

Pi + Pa. P3 = 

0,3 — 0,18p — 0,05p; = 

—0,2p, + 0,4p; — 0,15p3 = 

—0,1p, — 0,22p, + 0,2p; — 


© © © 


Résolvons ce système d’équations par la méthode d’élimination gaussienne. 


1 1 1 1 1 1 11 
0,3 —0,18 —0,05 | 0 30 -18 5 |0| L, — 1001, 
—0,2 0,4 —0,15 |0 —20 40 —-I15 |0 | LIL; — 1001, 
=D <02% 2 [0 —10 —22 2010] 1, — 1001, 
1 1 1 1 
bts 55 |-30| 4 4.508 
0 60 5| 20| 1, ->L1,+ 7201, 
be 301 10! & as 
1 1 1 1 
0-12 30| 10! Lt 
0 60 5 | 20 
O —48 —35 | —-30 
1 1 1 1 
O0 —12 30 10 
0 0 155| 70| L, —1,+5L, 
0. 01 270] 28-48 
1 1 1 1 
043-260 10 || 6. & + 
0 O0 155 | 70 
0 0) less rE 
Effectuons une substitution à rebours. De la troisième ligne on tire 155p3 = 70, 
d'où 
Ps = 
= 0,4516 


De la deuxième ligne on tire 12p, — 30p; = —10, d'où 
—10 + 30p; 
12 


—10 + 30(14;) 
12 


P2 


— 55 
7 /186 


= 0,2957 


De la première ligne on tire p1 + p2 + p3 = 1, d'où 


Pi=l—-p-p; 
= 1 ne — 71 
= 47 
— /186 
= 0,2527 


Par conséquent, la répartition à long terme de la population dans les différentes 
classes socioéconomiques sera la suivante: il y aura 25,27 % de la population dans 
la classe inférieure, 29,57 % dans la classe moyenne et 45,16 % dans la classe 
supérieure. 


Notez que cette répartition est indépendante de la composition initiale de la 
population puisque cette composition n’a pas été utilisée dans la recherche de la 
matrice d’état stationnaire. Seule la matrice de transition entre en jeu dans le 
calcul. 


Les amis d’Andreï ont compilé des données sur son humeur. Ils ont constaté que, 
si une journée il était plutôt heureux (état 1), dans 90 % des cas, il l'était encore 
le lendemain. Par ailleurs, s’il était malheureux (état 2) une journée, dans 95 % 
des cas, il s’en remettait dès le lendemain. La matrice de transition T décrivant 
les changements d’humeur d’Andreï est 


T 0,9 0,95 
7 | 0,1 0,05 
Vous pouvez maintenant faire Déterminez la matrice d’état stationnaire de l'humeur d’Andreï et donnez le sens 
les exercices récapitulatifs 69 à 75. de chacun des éléments de cette matrice. 


UK:E MÉTHODE DE LEONTIEF 


DANS CETTE SECTION : économie fermée - économie ouverte - matrice input-output - 
demande intermédiaire - demande finale. 


L'analyse input-output (analyse entrée-sortie, analyse intrant-extrant') développée 
par Wassily Wassilyevich Leontief constitue un autre exemple d'application des 
matrices dans la modélisation mathématique d’une situation concrète issue des 
sciences humaines, notamment des sciences économiques. Cette analyse en contexte 
réel nécessite une masse considérable de données. Nous nous limiterons à illustrer 
la méthode développée par Leontief à des cas simples comportant au plus trois 
secteurs économiques. Dans un tel modèle, chaque secteur a besoin d’une certaine 
quantité de sa propre production et de celle des autres secteurs (l’input ou l’intrant) 
pour effectuer sa production totale (l’output ou l’extrant). Ainsi, par exemple, le 
secteur agricole a besoin d’inputs tirés de son propre secteur (les semences) et 
d’inputs d’autres secteurs comme l’énergie (pétrole, électricité, etc.) ou le transport. 


Nous allons présenter deux modèles, soit ceux de l’économie fermée et de l’économie 
ouverte. Les deux modèles tiennent pour acquis que la consommation correspond 
à la production. 


Économie fermée Dans le cas d’une économie fermée, la production est entièrement consommée à 
Une économie dans laquelle la production l’interne par les secteurs producteurs, l'objectif recherché étant de déterminer la 


est entièrement consommée à l'interne par bart relative de chaque secteur dans la production totale. 
les secteurs producteurs est dite fermée. 


Économie ouverte Dans le cas d’une économie ouverte, la production est consommée à la fois à l’in- 
Une économie dans laquelle la production terne (demande intermédiaire) par les producteurs eux-mêmes et par des acteurs 
SCÉOAERSAe a PA Ne UE. externes. Lobjectif est alors de déterminer la valeur de la production requise par 
mande intermédiaire) par les producteurs h ; À xl d 4 di 
Si -mémes CE Dar des acieun téies chaque secteur pour répondre à la demande des consommateurs externes (dite 
(demande finale) est dite ouverte. demande finale). 


*_ Jai délibérément choisi de privilégier les termes input et output plutôt que d’autres, parce qu’ils me 
semblent être les plus couramment utilisés même en français. 
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Que ce soit dans le cas d’une économie fermée ou dans celui d’une économie 
ouverte, l'objectif est le même: établir les quantités ou les valeurs qui assurent 
l'équilibre entre la production et la consommation: tout ce qui est produit doit être 
consommé. 


UN PEU D'HISTOIRE 


Wassily Wassilyevich Leontief est né le 5 août 1905 à Munich en 
Allemagne. Ses parents étaient originaires de Russie. C'est dans 
ce dernier pays qu'il entreprit des études universitaires à l'univer- 
sité de Leningrad à l'âge de 15 ans. Il y compléta l'équivalent d'une 
maîtrise à l'âge précoce de 19 ans. En raison de son opposition 
farouche au communisme et parce qu'on le croyait atteint d'une 
maladie mortelle, on l'autorisa à quitter la Russie en 1925. Il pour- 
suivit ses études à l'université de Berlin où il obtint un doctorat en 
1928 avec une thèse portant sur les flux circulaires en économie. 
Après ses études doctorales, Leontief occupa plusieurs emplois de 
consultant pour différentes agences de recherche et gouverne- 
mentales avant d'obtenir un poste de chercheur et de professeur 


système de 42 équations à 42 inconnues de façon à pouvoir le 
traiter avec l'ordinateur Mark Il de l'université Harvard. Il fallut 
56 heures à l'ordinateur pour résoudre ce système”. II s'agit là d'une 
des premières utilisations de l'informatique pour résoudre un pro- 
blème de modélisation mathématique. En 1973, Leontief reçu le 
Prix de la Banque de Suède en sciences économiques, en l'honneur 
d'Alfred Nobel (appelé indûment Nobel d'économie, comme le rap- 
pelle Yves Gingras, professeur d'histoire et de sociologie des 
sciences de l'UQAM**), pour ses contributions au développement 
de la planification économique des sociétés industrielles. Il mourut 
à New York (où il avait terminé sa carrière de professeur) le 5 février 
1999, à l'âge vénérable de 93 ans. 


à l'université Harvard où il développa l'analyse input-output. 


Utilisant les données du Bureau of Labor Statistics, il divisa l'éco- 
nomie états-unienne en 500 secteurs d'activité, chacun d'entre 


* D. C. Lay, Linear Algebra and its Applications, 4 édition, Boston, Addison-Wesley, 
2012, p.1. 

** Y. GINGRAS (2021, 13 octobre). Pour en finir avec un pseudo prix Nobel, Le Devoir, 
www.ledevoir.com/opinion/idees/639813/science-pour-en-finir-avec-un-pseudo-prix- 


eux étant modélisé par une équation linéaire. ll réduisit le tout à un nobel. 


Matrice input-output 

La matrice input-output (aussi appelée 
matrice intrant-extrant, matrice des 
entrées-sorties, matrice des coefficients 
techniques) donne la répartition de 
l'utilisation des différents inputs servant 
à la production des outputs. 
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MÉTHODE DE LEONTIEF POUR 


L 
UNE ÉCONOMIE FERMÉE 


La matrice input-output (aussi appelée matrice intrant-extrant, matrice des entrées- 
sorties, matrice des coefficients techniques) donne la répartition de l’utilisation des 
différents inputs servant à la production des outputs. 


Dans le cas d’une économie fermée comportant n secteurs économiques, la matrice 
input-output À = [al est telle que: 


+ _a;; représente la fraction de la production totale du secteur j qui entre dans la 
production du secteur i: les éléments de la colonne j de la matrice À représentent 
les parts de l’input j dans la production de tous les secteurs. 


+ 0 <a; < 1 pour toute valeur de i, puisqu'on ne peut utiliser ni une part négative 
ni une part supérieure à 1 (soit 100 %) de la production du secteur j. 


° comme toute la production est consommée, la somme des éléments de chaque 
colonne j de À vaut 1 : en effet, la somme des fractions doit donner la totalité de 
la production du secteur j, en l’occurrence 100 % de sa production. 


1. Dites pourquoi la matrice ne peut pas être la matrice d’input-ouput d’une 
économie fermée. 


1 il 

0,2 0,7 0,2 0 100 70 2 03 

ad 4-02 0100 MD AE |NONMAO NIUE c) A=|5 0 + 
0,6 0,4 0,5 1 0,2 0,5 o 3 1 

SP) 


2. Soit la matrice input-output d’une économie fermée. 


0,2 0,7 
A=10,2 0,3 0,1 
0,6 0 0,5 


a) Combien de secteurs cette économie compte-t-elle ? 
b) Comment note-t-on l’élément dont la valeur est 0,7? 
c) Donnez la valeur et le sens de &3. 

d) Que vaut a? 


e) Interprétez le fait que 432 = 0. 


Illustrons la méthode de Leontief appliquée à une économie fermée. 


EXEMPLE 4.33 


Considérons la matrice input-output À = [als de trois secteurs économiques 


interdépendants (ce pourrait être l’agriculture, l’énergie et le transport) dans une 
économie fermée : 
0,2 0,3 O,1 
A=10,7 0,1 0,4 
0,1 0,6 0,5 


Interprétons quelques-uns des éléments de cette matrice. 


+ dj = 0,2: le secteur 1 a besoin de 20 % de son propre output dans sa produc- 
tion. Par exemple, s’il s'agissait du secteur agricole, on dirait qu’il doit utili- 
ser 20% de sa production (par exemple, les semences) pour assurer sa 
production. 


+ a = 0,7, le secteur 2 a besoin de 70 % de l’output du secteur 1 dans sa 
production. 


+ a31 = 0,1, le secteur 3 a besoin de 10 % de l’output du secteur 1 dans sa 
production. 


La totalité de l’output du secteur 1, qui correspond à la somme des éléments de 
la première colonne (0,2 + 0,7 + 0,1 = 1 = 100 %), est donc utilisée. 


Une économie fermée comporte trois secteurs. Le secteur 1 utilise 26 % de sa 
propre production et vend 35 % de sa production au secteur 2. Le secteur 2 
vend respectivement 12 % et 56 % de sa production aux secteurs 1 et 3. Le sec- 
teur 3 utilise 42 % de sa propre production et vend 33 % de sa production au 
secteur 1. Soit À la matrice input-output de cette économie. 


a) Quel est le format de la matrice A? 

b) Donnez le sens et la valeur de &.. 

c) Donnez le sens et la valeur de 41. 

d) Que vaut a;, ? (Indice: que vaut la somme des éléments de la première 
colonne de A ?) 

e) Que vaut 4,3? 


f) Formez la matrice A. 
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Si x; représente la valeur de l’output du secteur j, alors a;x; donne la valeur de 
l’input du secteur j dans la production du secteur . Comme toute la production est 
consommée à l’intérieur des secteurs, la valeur de l’output du secteur i correspond à 


la somme des inputs de tous les secteurs contribuant à cette production, de sorte que 


X;j = djXi + dj2X) + di3X3 ssh ZinXn 


Si X = [x;],,, est la matrice colonne représentant la valeur des outputs de chaque 
secteur, alors 
X 
X2 
+=) 
Xi 
Xy 


iX1 + G2X) 13 G3X3 EDEN BnXn 


d1X] + d2X)2 + d3X3 NE DnXn 


dj1X1 + dj2X2 + di3X3 He + inXn 


dn1X1 + dn2X)2 + dn3X3 GT D lnnXn 


di 2 * n | X 

1 22 ‘* An || X2 

dj 2 ** in | Xi 

di An, ‘Ann Xn 
= AX 


On cherche donc à déterminer la matrice colonne X qui satisfait à l’équation 


X = AX qui assure l’équilibre entre la production (output) et la consommation 
ee) = 


Output Input 

(input). De cette équation, on tire AX = X = 1,X, d'où 1,X — AX = O,,x ou encore 
(1, — A)X = O,,4. Cette dernière équation produit un système d’équations linéaires 
qu'on peut résoudre par élimination gaussienne. 


EXEMPLE 4.34 


Considérons la matrice input-output À = [a; d’une économie fermée com- 
1 13x3 
portant trois secteurs: 


0,2 0,3 0,1 
A=1|0,7 0,1 0,4 
0,1 0,6 0,5 
X1 
Si X =| x, |est la matrice de la valeur de la production de chacun des secteurs, 
X3 


alors: 


° x, représente la valeur de la production du secteur 1; 


° x, représente la valeur de la production du secteur 2; 


° x; représente la valeur de la production du secteur 3. 


De plus, 


+ 4 = 0,2 représente la fraction de la production du secteur 1 utilisée dans ce 
secteur, de sorte 0,2x, représente la valeur de la production du secteur 1 uti- 
lisée dans ce secteur. 

+ dy) = 0,3 représente la fraction de la production du secteur 2 utilisée par le 
secteur 1, de sorte 0,3x, représente la valeur de la production du secteur 2 
utilisée par le secteur 1. 

+ &3 = 0,1 représente la fraction de la production du secteur 3 utilisée par le 
secteur 1, de sorte 0,1x; représente la valeur de la production du secteur 3 
utilisée par le secteur 1. 

* comme l’output doit correspondre à l’input, la valeur de l’output du secteur 1 
correspond à la somme des valeurs des inputs de tous les secteurs: 
X1 = 0,2x, + 0,3x, + 0,1x;, ou de manière équivalente 


(1—0,2)x, — 0,3x — 0,1%; = 0 


+ par un raisonnement similaire, x: = 0,7x, + 0,1x, +0,4x; ou de manière 
équivalente —0,7x;, + (1 — 0,1)x, — 0,4x3 = 0, et, de même, 


X3 — 0,1x + 0,6% + 0,5x3 
ou encore —0,1x, — 0,6x + (1 — 0,5)x3 = 0. 


Ces équations linéaires correspondent à l’équation matricielle (1, — A)X = O, 
(avec n = 3) que nous avions établie précédemment. 


Résolvons le système d’équations ainsi formé par élimination gaussienne. 


0,8 —0,3 —0,1 | 0 B=3 ji | 0) 4 56 
—0,7 0,9 —0,4 [0] - |-7 9 -4 Les 10 
—0,1 —0,6 0,5 |0 1 6 -510] 1, — -101, 
1 65101 L4L, 
- |-7 9 410 
8 —3 110 
1 6 510 
= 6 Sr lol etes 
st 3010] & 56-486 
1 6 510 
- [0 51 -39 0 
0 0 Ool0o! LL, —L1,+z, 


Ce système d’équations admet une infinité de solutions (ce qui sera toujours le 
cas dans une économie fermée). Posons x, = k. De la deuxième ligne, on tire 
39 13 


51% — 39x; = 0, de sorte que x, = L LE De la première ligne, on tire 
X1 + 6%) — 5X3 = 0, de sorte que 
X] — —6X; + 5x3 
13 
= = )}r +5k 
17 
nr 
17 
: ; 7 13 
On obtient donc la part relative (a _ X = Eu X3 = k) de chacun des 


secteurs à l’ensemble de la production. Si on considère que les quantités x,, x, et 
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Vous pouvez maintenant faire 


les exercices récapitulatifs 76 à 81. 
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x, représentent la valeur économique de la production de chacun des secteurs et 
que celle du troisième secteur est de 51 000 $, alors la valeur économique de la 


13 
production du deuxième secteur est de LL. 000$ = 39000 $, alors que celle du 


7 
premier secteur est de Te 000 $ = 21000$. On pourrait vérifier que la valeur 


de l’input de chaque secteur à la production totale correspond à son output. Par 
exemple, on peut vérifier que 


X1 — 0,2x: Da 0,3x + 0,1x; 
= 0,2(21000) + 0,3(39 000) + 0,1(51 000) 
= 21000 


Soit la matrice input-output d’une économie fermée. 


a) 
b) 
©) 
d) 
e) 


f) 


8) 


b) 


i) 
ÿ) 


0,9 0,3 0,4 
A=1)0,0 0,2 0,2 
0,1 0,5 


Combien de secteurs cette économie compte-t-elle ? 
Comment note-t-on l’élément dont la valeur est 0,5? 
Donnez la valeur et le sens de a. 
Que vaut 433? 
Interprétez le fait que a, = 0. 
X] 
Si X =| x, | représente la matrice de la valeur des outputs de chacun des 


X3 
secteurs, donnez le sens des expressions 43,%2 et 431X1 + d32X2 + @33X3. 


Complétez: x, = a x + + 


À quelle équation matricielle exprimant l’équilibre entre la production et 
la consommation la matrice X doit-elle satisfaire ? 


Déterminez la matrice X en résolvant l’équation obtenue en h. 


Si la valeur économique de la production du troisième secteur est de 
10 000 $, quelle est la valeur économique de la production de chacun des 
deux autres secteurs ? 


MÉTHODE DE LEONTIEF POUR 


UNE ÉCONOMIE OUVERTE 


Dans le contexte d’une économie ouverte, la production est consommée à la fois à 
l’interne par les producteurs eux-mêmes et par des acteurs externes. L'objectif est 


alors de déterminer la valeur de la production requise par chaque secteur (S;) pour 
répondre à la demande des consommateurs externes (dite demande finale). Encore 
une fois, il s’agit de déterminer un équilibre: ce qui est produit est consommé. 


Dans une économie qui compte n secteurs différents, chacun d’entre eux produit des 
biens (l’output) à partir de biens qu’il a produits lui-même ou encore qui ont été 


Demande intermédiaire 


Dans une économie ouverte, si X repré- 
sente la matrice des outputs et À la matrice 
input-ouput, alors la matrice AX correspond 
à la demande intermédiaire, soit la valeur 
de ce qui est consommée à l’interne, cest- 
à-dire par les secteurs producteurs eux- 
mêmes. 


Demande finale 


Dans une économie ouverte, si X repré- 
sente la matrice des outputs et À la matrice 
input-ouput, alors l'équation matricielle 

X = AX + D indique l'équilibre entre 

la production et la consommation. Cette 
dernière comporte deux composantes, soit 
la demande intermédiaire AX qui représente 
la valeur de la consommation interne des 
secteurs producteurs et la demande finale D 
qui représente la valeur de la consomma- 
tion externe aux secteurs producteurs. 


produits par un des autres secteurs (l’input). Dans une économie ouverte, la matrice 
input-output À = [a;|. est 


nxn 
Utilisateur 
S  S S, 
A —————— 
S | 41 2 ‘* An 
S2| 421 An Œn 
À = Fournisseur ° l 
Si | Gi 2 *** Gin 
Su di An, ‘°° Ann 


Dans cette matrice, chaque ligne indique le secteur qui fournit un input et chaque 
colonne celui qui l'utilise. Ainsi, a;; donne la valeur requise de l’input du secteur i 
pour produire 1 $ de valeur d’output du secteur j. Les éléments de la colonne j 
donnent les valeurs de chacun des inputs requis de chacun des secteurs pour pro- 
duire 1 $ de valeur du secteur j. Notez que l’interprétation des éléments de la 
matrice input-ouput dans le cas d’une économie ouverte n’est pas la même que 
dans le cas d’une économie fermée. 


Si on note x; la valeur de la production du secteur i et d; la valeur de la consomma- 
tion externe du bien produit par le secteur à, alors 
X1 


à 
© l'est la matrice dont les composantes donnent la valeur de la production 


Xy 
de chaque secteur. C’est la matrice d’output. 


di 


ee D = : est la matrice dont les éléments donnent la valeur de la consommation 


d 
externe des biens produits par chaque secteur. 


. ax; représente la valeur de l’input du secteur i qu'il faut utiliser pour produire 
une valeur x; d'output du secteur j. 

ee AnXi + GX) ++ 4,X, représente la valeur de l’input du secteur i qu'il faut 
utiliser pour produire des valeurs x1, x, ..., x, d’output dans tous les secteurs de 
cette économie: c'est ce qu'on appelle la demande intermédiaire du secteur 1. 
Cette somme correspond à la ième ligne du produit matriciel AX. 


+ La valeur de tout ce qui est produit (x;) par le secteur i correspond à la somme 
de la valeur de tout ce qui est consommé à l’interne (a;,x; + 4,2% ++ 4,x,) 
et de la valeur de ce qui est consommée à l’externe (d,), de sorte que 


X; = dj X] + dj2X)2 He. + LinXn + d; 
À a 7 — — À 
Valeur de l’output Valeur de la demande intermédiaire Valeur de la 
demande finale 


Cela se traduit par l’équation matricielle X = AX + D qui nous rappelle, encore 
une fois, que ce qui est produit (X) est consommé à l’interne, soit la demande 
intermédiaire À X ou à l’externe, soit la demande finale D. 


+ _ On cherche la valeur requise de l’output (X) pour répondre à la demande finale (D). 
On veut donc résoudre le système d’équations linéaires tiré de l’équation matri- 
cielle X = AX + D, ou de manière équivalente de l’équation (1, — A)X = D. 
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0,22 0,18 


Lis be 0,05 


| la matrice input-output d’une économie ouverte et 


a 

= L Je matrice des valeurs des outputs des secteurs de cette économie. 
2 

a) Combien de secteurs cette économie compte-t-elle ? 

b) Donnez le sens et la valeur de &.. 

c) Donnez le sens et la valeur de a;.. 


d) Donnez le sens de 4x, soit de 0,18x;. 


Illustrons la méthode de Leontief appliquée à une économie ouverte. 


EXEMPLE 4.35 


Une économie ouverte comporte deux secteurs. Pour produire 1 $ d’output, le 
secteur 1 utilise 0,1 $ de sa propre production et 0,3 $ de celle du secteur 2. Pour 
produire 1 $ d’output, le secteur 2 utilise 0,2 $ de sa propre production et 0,5 $ 
de celle du secteur 1. Déterminons la valeur des outputs de chaque secteur pour 
répondre à une demande finale de 81 000 $ du bien produit par le secteur 1 et de 
60 000 $ du bien produit par le secteur 2. 


Si À = [a], représente la matrice input-output de cette économie ouverte, 
alors: 


° dj = 0,1, puisqu'il faut 0,10 $ d’input du secteur 1 pour produire 1 $ d’output 
de ce secteur ; 

+ da), = 0,3, puisqu'il faut 0,30 $ d’input du secteur 2 pour produire 1 $ d’output 
du secteur 1; 

° a) = 0,5, puisqu'il faut 0,50 $ d’input du secteur 1 pour produire 1 $ d’output 
du secteur 2; 

+ 43) = 0,2, puisqu'il faut 0,20 $ d’input du secteur 2 pour produire 1 $ d’output 
de ce secteur. 

0,1 0,5 | 


Par conséquent, À = pe 0,2 


81000 
La matrice de la demande finale est D = | 


60 000 | On veut déterminer la matrice 


D . | de la valeur des outputs qui permet de répondre à la demande finale. 
2 


On veut donc résoudre le système d’équations représenté par l’équation matri- 
cielle (1, — A)X = D.Ona 


1 0] [0,1 0,5 
B-A=|, 1]-[03 si 


0,9 —0,5 
—0,3 0,8 


Résolvons le système d’équations linéaires (1, —- A)X = D par élimination 
gaussienne. 

0,9 —0,5 | 81000 1 —+ 

0,3 0,8 [60000 |! ” |_; ë 


5 
[3 
19 

0 + 


19 
De la deuxième ligne on tire La 290 000, de sorte que 


200 000 | L, — L,/0,3 


90 ve | L, — L/0,9 


90 000 
290000 | L, —L,+L 


9 
X2 = D | 000 = 137 368,42 


| 5 
De la première ligne on tire x, — e = 90 000, de sorte que 


5(9 
X1 = (= Jus 00) + 90 000 = 166 315,79 
9\19 


Pour répondre à une demande finale du bien produit par le secteur 1 valant 
81 000 $, la valeur de l’output de ce secteur doit être de 166 315,79 $. 


Pour répondre à une demande finale de 60 000 $ du bien produit par le secteur 2, 
la valeur de l’output de ce secteur doit être de 137 368,42 $. On peut également 
dire que les valeurs de la demande intermédiaire de chacun des deux biens 
produits sont respectivement de 85 315,79 $ (soit 166315,79 — 81 000) et de 
77 368,42 $ (soit 137 368,42 — 60 000). 


Une économie ouverte comporte deux secteurs. Pour produire 1 $ d'output, le 
secteur 1 utilise 0,2 $ de sa propre production et 0,1 $ de celle du secteur 2. Pour 
produire 1 $ d’output, le secteur 2 utilise 0,3 $ de sa propre production et 0,4 $ 

40 000 
de celle du secteur 1. La demande finale de cette économie est D = É 000 | 


a) Formez la matrice input-output A. 


Vous pouvez maintenant faire b) Déterminez la valeur des outputs de chaque secteur pour répondre à la 
les exercices récapitulatifs 82 à 89. demande finale. 


Que ce soit en physique, en chimie, en biologie, en finance, m elle ne permet pas de résoudre les systèmes d’équa- 
en administration ou en sciences économiques, la résolu- tions linéaires dont le nombre d’équations est diffé- 
tion de problèmes nécessite souvent la recherche des solutions rent du nombre d’inconnues; 


d’un système d'équations linéaires. Au chapitre 3, nous avons 
vu comment résoudre un système déquations linéaires par 
la méthode de la matrice inverse. Mais cette méthode nest 


m elle ne permet pas de résoudre un système d’équa- 
tions linéaires dont la matrice des coefficients est 


rie singulière ; 

pas tout à fait satisfaisante parce que: 8 ? 
m elle ne donne pas une formule générale pour déter- m elle demande beaucoup de temps dès que le système 
miner la valeur de chacune des inconnues; à résoudre comporte un grand nombre d'équations. 
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Bien quelle exige également de longs calculs, la règle de 
Cramer (théorème 4.4, p. 138) est utile parce quelle four- 
nit une expression symbolique pour les inconnues lorsque 
le système déquations linéaires admet une solution unique 


À, 
(x = a où À = det A Z o) De plus, la règle de Cramer se 


prête bien à la résolution d’un système d'équations linéaires 
avec des paramètres. 


La règle de Cramer, tout comme la méthode de la matrice 
inverse, nest pas applicable à un système d'équations linéaires 
n'ayant pas le même nombre déquations et d’inconnues. Heu- 
reusement, la méthode d'élimination gaussienne comble 
cette lacune. Lorsquon applique cette méthode, on effectue 
des opérations élémentaires de ligne pour transformer la 
matrice augmentée du système en une matrice échelonnée 
équivalente associée à un système d'équations équivalent 
à l'original. Les opérations élémentaires de ligne sont au 
nombre de trois: 


1. l’interversion de deux lignes: L; L;; 


2. la multiplication d’une ligne par une constante différente 
de0:L; — kl;; 
3. l'addition du multiple d’une ligne à une autre ligne: 
L; = L; +kL; 

La substitution à rebours, qui s'opère d’abord sur la dernière 
ligne non nulle de la matrice échelonnée, permet de ré- 
soudre facilement un système d'équations et de produire un 
ensemble solution. Cette méthode (théorème 4.5, p. 156) 
permet de distinguer les systèmes qui admettent une solu- 
tion unique de ceux qui admettent une infinité de solutions 
ou qui n'en admettent aucune, notamment par une compa- 
raison des rangs de deux matrices. Dans le cas particulier 
où le système déquations admet une infinité de solutions, 
certaines inconnues seront paramétrées et seront alors dites 
libres, alors que les autres inconnues seront dites liées parce 
qu'exprimées en fonction des premières. Lélimination gaus- 
sienne permettra donc de distinguer les systèmes d’équa- 
tions linéaires incompatibles, qui nadmettent aucune 
solution, des systèmes d'équations linéaires compatibles, 
qui admettent au moins une solution. En particulier, un sys- 
tème d'équations linéaires homogène, soit un système de la 
forme AX = O,,x1 admet toujours au moins une solution, 
soit celle où toutes les inconnues valent O. 


La méthode de Gauss-Jordan peut également servir à ré- 
soudre un système 
extension de la méthode délimination gaussienne. Toutefois, 
parce qu'elle exige un plus grand nombre de calculs que léli- 
mination gaussienne, la méthode de Gauss-Jordan est utile 
surtout pour déterminer l'inverse d'une matrice carrée A 
d'ordre n. À cet effet, on effectue des opérations élémen- 
taires de ligne sur la matrice À augmentée de la matrice iden- 
tité d'ordre n, de manière à transformer [A[I, | en [I,|C|. Si 
cette transformation est possible, on obtient ainsi C = A1. 


‘équations linéaires. Elle constitue une 
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En pratique, le système à résoudre est formé d'équations 
qu'il faut d'abord établir à l’aide des données d’un problème 
tiré d’un contexte particulier. Il est alors fortement recom- 
mandé de respecter la marche à suivre que voici: 


1. Faites une première lecture de l’énoncé du problème 
pour en avoir une idée d'ensemble. 


2. Relisez l’énoncé du problème pour en dégager les élé- 
ments clés: la question posée, les inconnues, les relations 
entre les différentes inconnues, les contraintes, etc. 


3. Attribuez un nom symbolique, de préférence signifiant, 
à chaque quantité inconnue : 


X =... 


etc. 


4. Écrivez sous forme d’équations les liens entre les incon- 
nues. 


5. Résolvez le système d’équations. 


6. Répondez à la question posée et assurez-vous que les 
contraintes sont respectées. Certains problèmes exigent 
que les inconnues prennent des valeurs entières, alors 
que d’autres exigent qu’elles prennent des valeurs non 
négatives, etc. 


La méthode d'élimination gaussienne sert également à trou- 

ver la matrice d'état stationnaire d’une chaîne de Markov 

régulière. Si T est une matrice de transition régulière, 

alors on obtient la matrice détat stationnaire P = | le en 
n 


résolvant le système formé des équations linéaires > pi =l 
i=1 

et(I, - T)P = Os lou(T —1,)P = O,x]. 

On peut aussi recourir à l'élimination gaussienne pour dé- 
terminer l'équilibre entre la production et la consommation 
en recourant à la méthode de Leontief appliquée à une 
économie fermée où la production X est entièrement 
consommée à l’interne ou à une économie ouverte où la 
production répond à une demande intermédiaire (celle 
des producteurs) et à une demande finale (celle des 
consommateurs autres que les producteurs). Dans les deux 
modèles d'économie, il faut connaître la matrice 
dinput-output À donnant la répartition de lutilisation des 
différents inputs servant à la production des outputs. Dans 
le cas d’une économie fermée, on veut déterminer la ma- 
trice X de l'output requis pour satisfaire à l'équation matri- 
cielle X = AX ou, de manière équivalente l'équation 

Gutput re 

(1, — A)X = O1. Dans le cas d’une économie ouverte, on 
veut résoudre l'équation matricielle X = AX + D, ou de 
manière équivalente l'équation (1, — A)X = D, où D repré- 
sente la demande finale. 


MOTS clés 


Chaîne de Markov régulière, p. 165 Matrice d’état stationnaire, p. 167 Règle de Cramer, p. 138 
Demande finale, p. 175 Matrice de transition régulière, Système d’équations linéaires 
Demande intermédiaire, p. 175 p. 165 compatible, p. 135 

Économie fermée, p. 169 Matrices équivalentes, p. 146 Système d’équations linéaires 
Économie ouverte, p. 169 Matrice input-output, p. 170 homogène, p. 137 
Élimination gaussienne, p. 146 Méthode de Gauss-Jordan, p. 157 Système d'équations linéaires 
Ensemble solution, p. 134 Opérations élémentaires de ligne, DR . P: cs . 
Inconnues libres, p. 153 p. 145 Systèmes d’équations équivalents, 
Inconnues liées, p. 153 Paramètre, p. 142 BAS 

Matrice augmentée, p. 145 Rang, p. 155 


RÉSEAU de concepts 


Résolution de systèmes 
d'équations linéaires 


Applications Méthode de la matrice inverse Opérations élémentaires Règle de Cramer 
. Circuits électriques A={a;] . © detA # 0 scie A=[a;],, et A=detA # 0 
nxn 


nxn 
« Éouili _— LL; 
Rannbre chimique X=Lxlu etB=[bl î j X=[x;].. etB=[b] 
+ Matrice stationnaire ni mo °1, — KI, 
+ Chaîne de Markov AX=B=X=A TB AX=BS x, = 


+ Méthode de Leontief FR 5 


nx1 nx1 


Ax; représente le déterminant de la 
matrice qu’on obtient en remplaçant 
la ième colonne de À par B. 


Élimination gaussienne Méthode de Gauss-Jordan 
Â= Gil X= [La et B= [b, a A = C1 ve Li ba etB= lb] 
AX =B AX =B 


mx1 


Effectuer des opérations élémentaires de ligne. Effectuer des opérations élémentaires de ligne. 


[A|B] - [4’1B’] où A’ est échelonnée. [AIB] - [A1B’]où A’ est échelonnée réduite. 


Matrice inverse 
A = [a] et det À Z 0 


nxn 


Effectuer des opérations élémentaires de ligne. 


[AI] + [1,147] 
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EXERCICES récapitulatifs 


| SECTIONS 4.1 À 4.3 d) x + y = 3k 
Kkx + y = k 
L| 1. Résolvez le système d’équations en appliquant la règle de 
Cramer. e) x + ky = 2k 
a) x — 5y = 2 kx + y = 1+k2 
RE À 3. Soit le circuit électrique ci-dessous: 
b) 2x + 3y = 4 Ge ANA AA 
6x + 4y = -8 #1 _. di 15 
EE 12 Q 8Q —— |120 V 
3x — 6y b 


DU ARE See En appliquant les lois de Kirchhoff, on obtient le système 


x + 2y = d'équations 
2x — y Zz = —3 à — + ii = 0 
e) 3x + 6y 4z = 0 Se, 866 = 28 
6x 3y 5z = 0 16 + 8i = O0 
0 Quelles sont les valeurs des courants à, à et i,? 


f) x 0 À 4. Représentez par des droites dans un plan cartésien un sys- 
D À tème de trois équations linéaires à deux inconnues quiillustre 
1 


le cas donné. 


a) Un système dont l'unique solution est[2 2]!. Les droites 
g) Xi + Xx2 + 2x3 = 4 seront-elles nécessairement distinctes ? 


2% — 3X2 + 2x3 = 3 b) Un système qui nadmet aucune solution. Les droites repré- 


—X + 9x2 — 7x3 = 2 sentant les équations seront-elles nécessairement paral- 
èles ? 
h) 2x? + 3y2 =13 os 
; , c) Un système qui admet une infinité de solutions. 
Ax° — 3y° —=-1 


À 5. Dans un même plan cartésien, représentez graphiquement 
chaque équation du système d’équations, déterminez la nature 
(solution unique, infinité de solutions, aucune solution) du 


(Indice: Pour obtenir un système d'équations linéaires, 
remplacez x? et y? respectivement par x, et x2.) 


D 2x? + y? = 15 système d’équations, et, s’il y a lieu, la solution de ce dernier. 
—xŸ + 3y? = 11 a) 2x — y = 5 
1 1 1 —AXx + 2y = —-8 
ÿ) + — = 4 Re: 
# y L b) 3x — y = 3 
2 1 3 2 X + y = 5 
x y Z . 
+ = 
1 2 2 Fe À 
+ + = 2 —2x — 2y = —6 
x y Zz 
L | 2. Déterminez les valeurs du paramètre k pour lesquelles le À 6. Déterminez les valeurs de œ et de B, 0<œ<2r et 
système d’équations linéaires admet une solution unique et 0 < B < 2, pour lesquelles 
donnez l'expression de cette solution en fonction du para- . 
: sinœ + 2cosf = 2 
mètre k. 
sinœ — 4cosb = —1 
a) (2—Kk)x + 3y = 0 B 
(6+k)y = 0 b\ 7. Soit le triangle 
b) (k+1)x — y = 


1 
x + (k—1)y = 2 
c) 4x — ky = k 
Kkx — 9y = k+3 


On note que acos fi + bcos@ = c. De façon analogue, on 
constate que ccosB + bcosy = a et que acosy + ccos@ = b. 
En considérant les cosinus des angles comme des inconnues, 
appliquez la règle de Cramer pour démontrer la loi des cosi- 
a? + b? — c? 
2ab 
tuelle, c? = a? + b2 — 2abcosy. 


nus, à Savoir COSY = , ou, selon la formule habi- 


. Après avoir lu l'extrait du texte de Cramer (p. 141) sur la 


formulation de sa règle, essayez d’en déduire une définition 
d’un déterminant d'ordre n autre que la définition récursive 
présentée au chapitre 3. 


. Considérez le système d’équations linéaires 


x + by = 3 
—2X + ay = 5 


Quelles valeurs les paramètres a et b prennent-ils si le système 
d'équations admet une solution unique ? 


SECTIONS 4.4 À 4.4.3 


À 10. 


H11. 


Complétez la matrice équivalente en effectuant les opérations 
élémentaires de ligne demandées. 


1 111|4 111114 
LS LS hi Sûk 
4 15 3|16| - ke, 
Le 20 4 és. 

5 2 6 4 |20 


Une matrice E obtenue à la suite d’une seule opération élé- 
mentaire de ligne sur une matrice identité est appelée matrice 
élémentaire. 


a) Parmi les matrices suivantes, déterminez celles qui sont 
des matrices élémentaires en indiquant l'opération élé- 
mentaire de ligne effectuée sur la matrice identité dordre 3 
pour obtenir la matrice E;. 


1 0 0 1 0 0 

E=|0 30| E=|001 
0 0 1 0 1 0 
1 00 1 0 0 

E,=[2 30| E=|-510 
0 —1 1 0 0 1 


Les opérations élémentaires de ligne sur une matrice À 
peuvent sécrire sous la forme du produit d’une matrice 
élémentaire par la matrice À, soit EA. On obtient donc 
une opération élémentaire de ligne en prémultipliant la 
matrice À par la matrice E. 


b) Quelle opération élémentaire de ligne sur une matrice 
carrée À d'ordre 3 obtient-on en prémultipliant la ma- 
trice À par la matrice E;, c'est-à-dire en effectuant le 
produit E,A ? Illustrez votre réponse à l'aide de la ma- 


2 —1 5 
trice A=| 4 3 2 |. 
—1 6 1 


A 12. 
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c) Quelle opération élémentaire de ligne sur une matrice 
carrée À d'ordre 3 obtient-on en prémultipliant la ma- 
trice A par la matrice E;, cest-à-dire en effectuant le 
produit E,A? Illustrez votre réponse à l'aide de la ma- 


2 —1 5 
trice A=| 4 3 2 |. 
—1 6 I 


d) Vérifiez que (E,) = E; et donnez une explication (en 
mots) de ce résultat. 

e) Par quelle matrice élémentaire E; d'ordre 3 faut-il prémul- 
tiplier une matrice carrée À d'ordre 3 pour intervertir la 
première et la troisième ligne de A? 


Déterminez l’ensemble solution du système d’équations à 
laide de la méthode d’élimination gaussienne. 


a) x — y = 1 


X + y = 5 
b) 3x — 4y = 4 
6x — 4y — 8 
© a — b=2 
3a + 2b = 3 
dd a—- b=2 
2a + 3b = 1 
3a + 2b = 3 
e) a 2b 3c = -1 
24 — b —- 2c = 2 
3a — — 3c = 3 
f) x + 2y — 3z = 11 
3x + 6y — 8z — 32 
—2X — y = —7 
g x + y + z=5 
+ y = 3 
y + 2z = 4 
h) x — y + z = 2 
+ y = 4 
y + 2Z = 6 
X + y + Zz = 6 
D)  X] — X2 + X3 — X4 = 
X1 + X2 — X3 + X4 = 2 
X] X2 X3 X4 
X1 + X2 + X3 — X4 = —3 
j) X] — X) + 4X3 + 3X4 = —3 
—X] + 2%; = —1 
2% 6x3 + 5X4 
—X] + X2 + X3s + X4 = 
kK) x + 2y z w 8 
2x + y + 4z — w = —1l 
3x + Z — wW = 2 
X + y + z+w = 7 


DO x + y + + w = 0 
3x + 27 + 2Ww = 7 
2x + 27y W = 5 
—X + 3y + 2Zz — w = 2 


bu 13. Trouvez les valeurs de A, de B et de C qui vérifient l'équation‘ 
quelle que soit la valeur de x. (Indice: Réduisez les fractions 
du membre de droite au même dénominateur, posez l’égalité 
entre les numérateurs et comparez les coefficients de chaque 
puissance de x dans l’un et l’autre membre de cette égalité.) 


2 À 2 
x2-4 x—-2 x+2 
x—1 À B EC 


à 
creer X X+2 x—3 


2x-—1 À B C 
+ 
xx —x+1 X+1 x—-1 (x—1) 


c) 


x?+2x+7 A Bx +C 
XI +x2-2 x-1 x2+2x+2 


d) 


| SECTIONS 4.4.4 ET 4.4.5 


L 114. Combien de solutions un système de 10 équations linéaires 
comptant 7 inconnues admet-il si le rang de la matrice aug- 
mentée est 6 alors que le rang de la matrice des coefficients 
est 5? 


L 15. Déterminez l’ensemble solution du système d’équations à 
l’aide de la méthode d'élimination gaussienne. 


a) 3x + 2y — 5z = 2 
x + 2y = 3 
b) x + 2y + 3z = 
2X + 3y + 5z = 6 
X — 5y + 7z = 14 
©) x + 3y —- z = 8 
3x + 7y + 2z = Il 
X + y + 4z = —4 
d) 3x + 6y + 2z = 
6x 12y AZ = 
9x + 18y + 4z = 12 


| 
EN 


€) XX — X)1 + 2x3 = 6 
2X,) + X2 — 3X3 — 
3x —  X3 = 

f) —-a + b+ c = 1 
2a — 2b —- c= 3 
2a — 2b + 2c = 4 


* Cette stratégie, appelée décomposition en fractions partielles, est utili- 
sée pour évaluer certaines intégrales. Nous vous invitons à consulter le 
théorème sur les fractions partielles dans n'importe quel bon livre de 
calcul intégral, dont celui de l’auteur paru chez ERPI. 


16. 


17. 


M 18. 


M 19. 


g) 2x + y — 3z = 1 
X — y + 2Z = —2 
4x y z = —3 
x + 2Z = 3 
h) -a + b+ c - 2d = -] 
2a — 2b — c + 3d = 3 
2a — 2b + 2c = 6 
i) X — 2X) + 2x3 2x4 6x; = 15 
—X, + 2%) — X3 + 2X4 + 5x5 = —13 
x 2%) X3 X4 = 5 
3x, — 6X2 + 10x3 8X4 28x; = 61 
j) x + X3 + X4 — 2% = 1 
2%, + Xi + 3x3 — X4 + x5s = 0 
3x, — X21 + 4x3 + X4 + X5s = 1 
6x + 8x3 + X4 = 2 
k) X1 + 3x2 — 2%x3 + 10x4 = 14 
—AX, — 12%x, + 7x3 — 35x4 = —50 
DO x + X) + X3 + 2x4 — Xs = 1 
2X1 — X2 + 3X3 —  X4 + 2Xs = —l 
3x1 — 3X2 + 5x3 — AX4 + 5x5 = —5 


Déterminez la ou les valeurs de a pour lesquelles le système 
d'équations linéaires suivant admet au moins une solution. 


X + y + Z = a 


x + y + 2z = 4? 


3x + 7y + 4z = 8 
Soit le système d'équations 
2x + 3zZ = 4 
y 3z = 0 


(a? —4)z = 2a-—4 
où a est un paramètre. 


Déterminez la valeur ou les valeurs du paramètre a telles que 
ce système : 


a) n'admet aucune solution; 
b) admet une infinité de solutions; 
c) admet une solution unique. 
Soit le système d’équations 
x + 2y + az = 1 


Il 
eù 


2x + ay + 8z 
où a est un paramètre. 
Déterminez la ou les valeurs de a telles que ce système: 
a) madmet aucune solution; 
b) admet une infinité de solutions; 


c) admet une solution unique. 


Soit le système d’équations 
X + y = 
y + z = b 
x — Z = C 


où a, bet c sont des paramètres. 


Déterminez le lien entre les paramètres a, b et c si ce système: f) Montrez que 
a) madmet aucune solution; s7= {zx k k+ s}k € R} 


DJ Amen Cte dE MUSRE, représente également l'ensemble solution du système 


c) admet une solution unique. d'équations. 
L 20. Soit le système formé par les équations 2x — y +3z = 4 et 8) Montrez que 

x+2y-—2z=7. Lesquels des ensembles suivants corres- ” m5 f 

pondent à l’ensemble solution de ce système ? Si | LS m | meR 

a) 2]keR} | ; —— 

ne représente pas l'ensemble solution du système d'équa- 
S={Î[k k+3 2k-1]lkeR} tions. 

c) S= {13 - k k+2 k]lke R} b124. Une matrice À s'exprime comme une combinaison linéaire 
’ des matrices A;, À,, .… et À, si on peut trouver des valeurs 

dj) S= {Lk 5—k 3-kÏkke R} &, d, .… et a, telles que À = a A; + a, A, +.-.+4,A,. 


L 21. Soit le système d’équations a) Si cela est possible, exprimez la matrice A = [2 1]comme 
x + y + z+ w=4 une combinaison linéaire des matrices A, =[-1 1], 
A, ={[1 OJet A; =[3 —2| 
2X + y — z + 2w = 4 2=[ Jess 
=$ + Qype da w 0 b) Si cela est possible, exprimez la matrice A =[2 1 -1] 
à à ne à comme une combinaison linéaire des matrices 
” PE din A =[-1 1 -1} 4 =[0 1 O]et A, =[-1 0 —1]. 
a) Quel est l'ensemble solution de ce système d'équations ? c) Si cela est possible, exprimez la matrice A =[5 2 -1] 
b) Est-ce que x = 1, y = 1, z = 1 et w = 1 est une solution comme une combinaison linéaire des matrices 
particulière du système d'équations ? A =[-1 2 -1]et A, =[0 1 O0]. 
c) Est-ceque x = 2, y = —2,z = 3etw = 4 est une solution d) Si cela est possible, exprimez la matrice 
particulière du système déquations ? A=[8 6 —-7 4] comme une combinaison linéaire 
d) Si w = 6, quelles valeurs de x, de y et de z vérifient le des matrices A, = [1 1 —1 1], A) =[-1 0 1 O] et 
système d'équations ? A3 =[1 1 O -1]. 


À 22. Combien d’inconnues libres la solution du système d’équa- 
tions compte-t-elle ? 


| SECTION 4.5 
a) 2x + 5y = 12 
x + 2y = 5 À 25. Résolvez le système d’équations à l’aide de la méthode de 
b) x + + 2+ w= 8 Gauss-Jordan. 
2x + 2y + 32 + 4Ww = 11 RS 
2x + 2y + 2z + 2w = 16 F6 
Zz + 2W = —5 b) 3x + 8y = -5 
c) 3x + 2y — z = -5 —5x + 12y = 21 
2x + y + 2Zz = —2 c) x 2% 3x; 9 
+ FAR E 4 M AG GER D 
1123. Soit S = {Tr 2r 2r+ sfr e R} l’ensemble solution d’un de 0 Fe me 
système d’équations linéaires. d) 2x y 3z = —11 
a) Combien d’inconnues le système d'équations compte-t-il ? X + 4y — z = 4 
b) Combien d’inconnues libres le système d'équations x 2y 3z 10 
compte-t-il ? 
? €) x + 3y + 6z = ! 
c) Est-ceque[1 2 7] est une solution particulière du sys- 
x > : + 2y + 3z = —1 
tème d'équations ? 
2 5Zz = 3 
d) Est-ce que [3 6 11]' est une solution particulière du . Y # 
système d'équations ? f) 2a + 5b — 5c = 17 
e) Est-ce que [—1 —-2 4] est une solution particulière du —4 — 3b + 2c = —9 
système d'équations ? a — 3c = 4 
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À 26. 


27. 


La matrice À est 
Le rang de À est : 
Le rang de [A|B] est ; 


Trouvez, si elle existe, la matrice inverse à l’aide de la mé- 
thode de Gauss-Jordan. 


» [54] 


(v] 
Ne 
he 
RS 
Dh 


de 123 
b) | 5 | f) |-1 20 
0 4 3 
ne 0 0 
4 —2 B 
1 0 1 
2 3 
1 
Soit la représentation matricielle AX = B d’un système 


d'équations linéaires dont la matrice A des coefficients est 
une matrice carrée d’ordre #, dont la matrice des inconnues 
est X et dont la matrice des constantes est B. Complétez le 
tableau qui suit en y inscrivant les numéros correspondant 
aux bonnes réponses parmi celles données ci-après. Un nu- 
méro peut ser vir plus d’une fois ou pas du tout. 


Nature des solutions d'un système 
d'équations linéaires AX = B 


Nature des 
solutions, selon 
la matrice B 


Type de 


Matrice À système 


[A] 4 O 


Le système 
d’équations 
est 


La matrice À n’est pas 


Le rang de [A|B] est : 


: Le système Ne 
La matrice À est â d'équations s'applique 
Le rang de [A|B] est plus ak pas. 
grand que celui de A. 


[A] = 0 Le système 
d’équations 


est compatible. 


JAÏ = 0 
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1) L'unique solution du système d'équations est X # O1. 
2) L'unique solution du système d'équations est X = O,;1. 


3) Le système d'équations admet une infinité de solutions, 
dont X = O4. 


4) Le système d'équations admet une infinité de solutions 
toutes différentes de O,,,1. 


5) Le système d'équations nadmet aucune solution. 
6) Compatible. 

7) Incompatible. 

8) Égal à n. 

9) Plus grand que n. 


CHAPITRE 4 


10) Plus petit que n. 
11) Singulière. 
12) Régulière. 


| SECTION 4.6 


L 128. Voici un poème mathématique qu'on trouve en p. 493 de la 


H259. 


b130. 


631. 


32. 


@ 33. 


* 


3° édition de Mathématiques et mathématiciens. Pensées et 
curiosités (1898), écrit par A. Rebière. 


Passant, sous ce tombeau repose Diophante, 

Et quelques vers tracés par une main savante 
Vont te faire connaître à quel âge il est mort; 

Des jours assez nombreux que lui compta le sort, 
Le sixième marqua le temps de son enfance; 

Le douzième fut pris par son adolescence. 

Des sept parts de sa vie une encore sécoula, 
Puis, sétant marié, sa femme lui donna 

Cinq ans après un fils, qui, du destin sévère, 
Reçut de jours, hélas! deux fois moins que son père. 
De quatre ans, dans les pleurs, celui-ci survécut: 
Dis, si tu sais compter, à quel âge il mourut. 


À quel âge Diophante” est-il mort? 


Résolvez le problème formulé par Leonhard Euler (1707-1783) 
qu'on trouve en p. 493 de la 3° édition de Mathématiques 
et mathématiciens. Pensées et curiosités (1898), écrit par 
A. Rebière. 


Un mulet et un âne portent des charges de quelques quin- 
taux. Lâne se plaint de la sienne et dit au mulet: il ne me 
manque que de porter encore un quintal de ta charge pour 
que la mienne soit le double de la tienne. Le mulet répond: 
et moi, si je prends un quintal de ta charge, la mienne sera 
le triple de la tienne. On demande combien de quintaux ils 
portent chacun. 


Une parabole est la courbe décrite par la fonction 
y = ax? +bx + c. Quelle est l’équation de la parabole qui 
passe par les points (0, 3), (2, —5) et (7, 10)? 


Un cercle de rayon r centré en (h, k) a pour équation cano- 
nique (x — H)? + (y — k)° = r2. Cette équation peut s’écrire 
sous la forme cartésienne x? + y? + ax + by + c = 0. Déter- 
minez l’équation cartésienne du cercle qui passe par les 
points (6, 2), LA —1) et (—2, —4), ainsi que le rayon et les coor- 
données du centre du cercle. 


(Cet exercice s'adresse à ceux qui connaissent le calcul dif- 
férentiel.) Soit la fonction f(x) = ae2* + be 6%, Si f(0) = 2 
et f”(0) = —4, déterminez la valeur des paramètres a et b. 


(Cet exercice s'adresse à ceux qui connaissent le calcul dif- 
férentiel.) Quel est le polynôme de degré 3 qui passe par les 
points (1, —1) et (-1, —7), et dont la pente de la tangente à la 
courbe en ces points est de 3 et de 7 respectivement ? 


Diophante aurait vécu entre 150 et 350 de notre ère. Ses ouvrages 


traitent surtout de théorie des nombres. Son nom est aujourd’hui atta- 
ché à des équations (dites diophantiennes) dont on cherche unique- 
ment les solutions entières. La théorie des équations diophantiennes 
est encore de nos jours un domaine de recherche en mathématiques. 


Le, 35. 


1134. La matrice de Vandermonde d'ordre n, notée V,, est don- 


née par 


c) La quantité de porc demandée augmente-t-elle lorsque le 
prix du bœuf (P, ) augmente ? Que concluez-vous à propos 


1 x (x) (x)! de la nature économique des deux biens (porc et bœuf) ? 
3 7 Le porc et le bœuf sont-ils des substituts l’un de l’autre ou 
1 x (x) * (0) des biens complémentaires ? 
Re li SG se Ci d) Quels sont les prix d'équilibre du bœuf (P,) et du porc (,) 
: : : ainsi que les quantités d'équilibre du bœuf (Q,) et du 
1 x, (x, Ÿ (x, V porc (Q) sur les deux marchés ? 


a) Écrivez V. 
b) Montrez que det V3 = (x3 


%2)%3 — %1)(22 — x). 
c) À quelles conditions la matrice V, est-elle régulière ? 


d) Écrivez le système d'équations linéaires qui permettrait 
de trouver les coefficients (a, b et c) du polynôme 
y(x) = a+bx+cx? dont le graphique passe par les 
points (x, y1) (x2, y2) et (xs, y3) où les x; sont tous 
distincts. 

e) Quelle est la matrice des coefficients du système obtenu 
en d? 


f) Soit trois nombres distincts x1, x2 et x3, et trois nombres, 
Yi; Y2 et ya. Montrez qu'il existe un et un seul polynôme 
de degré 2 dont le graphique passe par les points (x1, y), 
(2 y2) et (xs vs). 

g) Quel est le polynôme’ de degré 2 qui passe par les points 
(0, 2), (1, 3) et (3, 8)? 


En économie, on obtient les prix et les quantités d'équilibre 
(équilibre simultané sur les marchés) de produits en résolvant 
le système formé des équations de l'offre et de la demande des 
biens. On dit d’un produit qu’il est un substitut d’un autre 
produit si la demande du premier augmente lorsque le prix 
du second augmente, les consommateurs substituant alors 
un bien à l’autre. Deux biens sont dits complémentaires si 
l'augmentation du prix de l’un entraîne une réduction de la 
demande de l’autre, les consommateurs achetant simultané- 
ment ces deux biens. 


Les équations de l'offre et de la demande pour les marchés du 
bœuf et du porc sont les suivantes. 


Marché du porc Marché du bœuf 


Qp =109-3P, + P, | Q, =204+5P, -8P, 
Qp = -60 + 40P, Qy = -10+70P, 


Demande 
Offre 


a) De quelle façon la quantité offerte de porc (@, ) varie-t-elle Division 
lorsque le prix du porc (P,) augmente ? 0,6 
b) La quantité de porc demandée augmente-t-elle lorsque le 0,4 
prix du porc augmente ? 0,1 


À 36. 


Les équations de l'offre et de la demande pour les marchés des 
cravates et des chemises d'hommes sont les suivantes. 


Marché des cravates 
Q,; = 540 — 4P. — 6P, | Q, = 240 — 2P. — 2P. 
Q. = —60 + 3P. 


Marché des chemises 


Demande 


Offre 


e) De quelle façon la quantité offerte de chemises (Q, ) varie- 
t-elle lorsque le prix des chemises (P.) augmente ? 


f) La quantité de chemises demandée augmente-t-elle lorsque 
le prix des chemises augmente ? 


g) La quantité de chemises demandée augmente-t-elle lorsque 
le prix des cravates (P.) augmente ? Qu'en concluez-vous 
à propos de la nature économique des deux biens (che- 
mises et cravates) ? Les chemises et les cravates sont-elles 
des biens dont l'un est un substitut de l’autre ou des biens 
complémentaires ? 


h) Quels sont les prix d'équilibre des chemises (P.) et des 
cravates (P.) ainsi que les quantités d'équilibre des che- 
mises (Q,) et des cravates (Q,) sur les deux marchés ? 


Un fabricant produit trois modèles différents (A, B et C) d’un 
même bien. L’usine comprend trois divisions (1, 2 et 3), qui 
jouent toutes un rôle dans la fabrication de chaque modèle 
et où le nombre d’heures de travail maximal est respective- 
ment de 780, de 600 et de 320 heures par jour. Le tableau qui 
suit indique le temps (en heures) que requiert chaque division 
pour accomplir sa part de la fabrication d’une unité du pro- 
duit, selon le modèle. Combien d’unités de chaque modèle 
l'usine doit-elle produire pour que le nombre d’heures de 
travail effectuées soit égal au nombre d’heures maximal ? 


Temps (h) requis pour fabriquer une unité, 
selon la division et le modèle 


Modèle 


b 37. Lors d’une belle victoire, les Voltigeurs du Cégep de Drum- 
LIA mondville ont marqué 35 points obtenus grâce à des touchés 
comptant pour 6 points, à des transformations comptant 
pour 1 point et à des placements comptant pour 3 points. 
Dix jeux ont permis d’atteindre ce total. De plus, le nombre 


* En recourant au raisonnement par récurrence, on peut montrer que 


detV, = II (x; 


1<j<i<n 
régulière si et seulement si tous les x; sont distincts. Partant de ce fait, 


— x j)» de sorte que la matrice de Vandermonde est 


il est facile de montrer qu’il existe un et un seul polynôme de degré 
de placements réussis a été le même que le nombre total des 


transformations et des touchés réussis. Formulez le système 


RÉSOLUTION DE SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES | 185 


n—1 passant par les points (x, 1); (2; ÿ2 ), .…., (xs Yn) où tous les 
x; sont distincts. 


L 38. 


H 32. 


b 40. 


D 41. 


bn 42. 


d'équations qui permet de déterminer le nombre de touchés, 
de transformations et de placements réussis par les Voltigeurs, 
et résolvez-le. 


Le propriétaire d’un chenil fait l’élevage de trois races de 
chiens: dalmatiens, labradors et bergers anglais. Il possède 
30 bêtes parmi lesquelles on dénombre trois fois plus de ber- 
gers anglais que de dalmatiens, et deux fois plus de labradors 
que de dalmatiens. Combien de chiens de chaque race l’éleveur 
possède-t-il ? 


Un entrepreneur a construit 100 maisons comptant, selon le 
modèle, une, deux ou trois salles de bain. Chaque salle de 
bain comprend une seule toilette, et l'entrepreneur en a ins- 
tallé 200. De plus, il a construit autant de maisons comptant 
deux salles de bain que de maisons en comptant une ou trois. 
Combien de maisons de chaque modèle a-t-il fabriquées ? 


La circulation à l’heure de pointe dans un quadrilatère déli- 
mité par quatre rues à sens unique est représentée dans le 
schéma qui suit, où les nombres indiquent le débit des véhi- 
cules, soit le nombre d'automobiles par heure, circulant sur 
chaque tronçon. 


3° avenue 


2° avenue 


Ainsi, on observe un débit de 200 automobiles/heure dans la 
3° rue à gauche de la 2° avenue. Les nombres x,, x, x3 et x4 
indiquent le débit des voitures entre les quatre intersections. 
Pour que la circulation soit fluide, il faut observer un équilibre 
entre les véhicules qui accèdent à une intersection et ceux qui 
la quittent. 
a) Déterminez les valeurs possibles des nombres x1, x2, x 
et x, si la circulation est fluide autour du quadrilatère. 
b) Si le débit des voitures circulant sur la 2° avenue, entre la 
2° rue et la 3° rue, est de 200 véhicules/heure, et que la 
circulation est fluide, déterminez le débit des véhicules 
sur les autres tronçons. 


Un individu a investi 5 000 $ dans deux fonds dont les ren- 
dements ont été respectivement de 4 % et de 9 %. Si le second 
fonds lui a rapporté 60 $ de plus que le premier, combien 
a-t-il investi dans chaque fonds? 


Vous payez 1 100 $ pour 30 actions de la compagnie À et 
50 actions de la compagnie B. Au cours de la même journée, 
vous payez 400 $ pour 10 actions de la compagnie À et pour 
20 actions de la compagnie B. Le lendemain, vous vendez 
25 actions de la compagnie À et 30 actions de la compagnie B. 
Si le prix des actions n’a pas changé, combien avez-vous re- 
tiré de la vente des actions ? 


D 43. 


bi 44. 


D 45. 


b\ 46. 


I 47. 


M 48. 


1 49. 


Robert a prêté une somme de 2 000 $ à son amie Aurélie et 
à son fils Bertrand à des taux d'intérêt respectifs de 4 % et 
de 5 %. Il a perçu un intérêt de 98 $. Combien a-t-il prêté à 
Aurélie ? 


Liam a investi 20 000 $ dans trois types de placement. Les 
différents taux de rendement qu’il a obtenus sont de 2,5 % 
dans un CPG, 4,5 % dans un fonds commun et de 6 % dans 
des actions. S’il a mis deux fois plus d’argent dans les actions 
que dans le CPG et qu’il a réalisé un gain de 940 $ sur ses pla- 
cements, déterminez la composition de ses investissements. 


Vos parents ont reçu 200 000 $ en héritage. Ils ont acheté des 
obligations offrant un rendement de 4 % et des actions qui 
ont offert un rendement de 6,4 %, pour un rendement moyen 
de 5,5 %. Déterminez la composition de leur investissement. 


Le taux horaire régulier d’un salarié est de 28 $ et le temps 
supplémentaire est payé à temps et demi. La semaïne dernière 
un salarié a effectué 50 heures de travail pour une rémuné- 
ration globale de 1 610 $. Combien d’heures supplémentaires 
de travail a-t-il effectuées ? 


Lors d’une promotion «quatre pour le prix de trois», un 
détaillant en alimentation a vendu 2 045 unités du bien en 
promotion pour un revenu de 4 785 $. Si le prix régulier du 
bien est de 3 $, combien d’unités en a-t-il vendues à prix 
réduit ? 


Vos parents ont reçu 400 000 $ en héritage. Ils ont acheté des 
CPG, des obligations et des actions dont les rendements ont 
été respectivement de 4 %, de 5 % et de 5,5 %, pour un ren- 
dement moyen de 4,5 %. La valeur des CPG est supérieure 
de 100 000 $ à la somme de la valeur des obligations et des 
actions. Déterminez la composition de leur investissement. 


Un club de golf compte 500 membres répartis en trois caté- 
gories selon leur cotisation annuelle. Les membres de la caté- 
gorie À, qui peuvent jouer en tout temps, paient une cotisation 
annuelle de 2 500 $; ceux de la catégorie B, qui ne sont au- 
torisés à jouer que du lundi au vendredi, paient 1 800 $ ; ceux 
de la catégorie C, qui ne sont autorisés à jouer que du lundi 
au jeudi, paient 1 600 $. Le club de golf compte autant de 
membres de la catégorie B que des deux autres catégories 
réunies, et 100 membres de plus de la catégorie B que de la 
catégorie C. Quel revenu le club de golf tire-t-il des coti- 
sations ? 


LL 50. 


B51. 


BH 52. 


M 53. 


b\54. 


Le même club de golf (voir le numéro 49) vend également des 
cartes d’un jour dont les prix sont les suivants : 35 $ pour les 
personnes qui commencent à jouer avant midi, 25 $ pour 
celles qui commencent à jouer entre midi et 15 heures, et 20 $ 
pour celles qui commencent à jouer après 15 heures. Si 95 gol- 
feurs ont dépensé au total 2 775 $ pour des cartes d’un jour 
et s’ils ont acheté cinq cartes à 35 $ de plus qu’ils n’ont acheté 
de cartes des deux autres types, combien le club de golf a-t-il 
vendu de cartes de chaque type? 


Un individu a acheté un portefeuille qui comprend des ac- 
tions de trois compagnies. Après un an, la valeur de ce porte- 
feuille avait chuté de 100 $, toutes les actions ayant subi une 
variation: celles de la première et de la deuxième compagnie 
ont diminué respectivement de 1 $ et de 2 $, et celles de la 
troisième compagnie ont augmenté de 0,50 $. Après deux 
ans, la valeur du même portefeuille a augmenté de 200 $ par 
rapport à sa valeur initiale, les actions de la première com- 
pagnie ayant augmenté de 1 $, celles de la deuxième compa- 
gnie de 0,50 $ et celles de la troisième de 1,50 $. 


a) Les informations ci-dessus permettent-elles de trouver le 
nombre d'actions de chaque compagnie dans le porte- 
feuille ? 


b) Si on précise que le portefeuille compte 60 actions de la 
première compagnie, cette information supplémentaire 
permet-elle de trouver le nombre d'actions de chaque 
compagnie dans le portefeuille ? 


c) Sion vous donne plutôt comme information supplémen- 
taire que le portefeuille compte 200 actions de la deuxième 
compagnie, est-il alors possible de déterminer le nombre 
d'actions de chaque compagnie dans le portefeuille ? 


Un commerçant souhaite offrir à ses clients un mélange com- 
posé d'amandes, de noix d’acajou et de pistaches. Il vend les 
amandes à 12 $/kg, les noix d’acajou à 16 $/kg et les pistaches 
à 10 $/kg. Si le mélange doit coûter 13 $/kg et comporter deux 
fois plus de noix d’acajou que de pistaches, quelle quantité 
d'amandes doit contenir chaque kilogramme du mélange ? 


Un commerçant vend des pistaches à 10 $/kg, des amandes 
à 12 $/kg et des arachides à 8 $/kg. Il prépare un mélange 
pour 100 emballages de 1 kg qu’il vendra 9 $ l'unité. Le mé- 
lange doit lui rapporter le même montant que s’il vendait 
séparément les pistaches, les amandes et les arachides. 


a) Donnez la composition d’un emballage. Il existe plusieurs 
solutions possibles. 


b) Donnez la composition d’un emballage qui contiendrait 
deux fois plus d’arachides que de pistaches. 


c) Un emballage peut-il contenir une quantité d’arachides 
quatre fois supérieure à celle des pistaches et des amandes 
réunies ? 


Robert vient de gagner 100 000 $ à la loterie. Il décide d’in- 
vestir cette somme dans des actions qui offrent un taux de 
rendement annuel de 6 %, dans une obligation qui offre un 
taux d'intérêt de 4 % et dans un certificat de placement qui 
offre un taux d’intérêt de 2 %. Il souhaite obtenir un rende- 
ment de 5 % sur ses placements. 


B55. 


@ 56. 
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a) Donnez la composition du portefeuille de Robert. Il existe 
plusieurs solutions possibles. 


b) Robert peut-il investir plus de 30 000 $ dans le certificat ? 


c) Quelle somme maximale Robert peut-il investir dans lobli- 
gation ? 

d) Comme Robert a une certaine aversion au risque, il sou- 
haïite investir le moins possible dans les actions. Quelle 
est alors la composition de son portefeuille ? 


e) Combien Robert investit-il en actions, s’il choisit d’inves- 
tir 10 000 $ dans le certificat ? 


f) Si cela est possible, déterminez la composition du porte- 
feuille de Robert pour lequel la valeur de l'obligation est 
le double de celle du certificat. 


Les économistes ont conçu des modèles simples pour décrire 
les différents types d'économie. Ces modèles se présentent 
habituellement sous la forme d’un système d’équations re- 
liant les variables et les paramètres étudiés. La première 
équation d’un de ces modèles exprime le produit intérieur 
brut (Y) d’une économie comme la somme des dépenses des 
consommateurs (C), des dépenses d’investissement (1,) et 
des dépenses gouvernementales (Gÿ).La deuxième équation 
exprime les dépenses des consommateurs comme la somme 
de deux éléments, soit une dépense autonome (a), indépen- 
dante du produit intérieur brut, et une dépense qui repré- 
sente une fraction (b) du produit intérieur brut. Le para- 
mètre b représente la propension marginale à consommer. 
Les variables I, et G, sont dites exogènes parce qu’elles sont 
déterminées à l’extérieur du modèle; on peut donc considé- 
rer ces variables comme des paramètres, au même titre que 
a et b. Les variables Y et C sont dites endogènes parce qu’elles 
sont déterminées à l’intérieur du modèle. On souhaïite trouver 
la valeur des variables endogènes en fonction des variables 
exogènes et des paramètres. 


a) Écrivez les deux équations du modèle. 


b) Résolvez le modèle, cest-à-dire trouvez l'expression de 
chaque variable endogène en fonction des variables exo- 
gènes 1, et G,, et des paramètres a et b. 


c) Que valent Y et C lorsque 1, = 100, G; = 200, a = 50 et 
b = 0,8? 


d) Quel est l'effet sur le produit intérieur brut d’une augmenta- 
tion de 0,8 à 0,9 de la propension marginale à consommer ? 


Une variante du modèle présenté au numéro 55 intègre un 
système de taxation. Elle comporte trois équations: la pre- 
mière porte sur le produit intérieur brut, la deuxième sur les 
dépenses des consommateurs et la troisième sur les taxes. 
Dans ce modèle, le produit intérieur brut (Y) d’une économie 
est encore une fois égal à la somme des dépenses des consom- 
mateurs (C), des dépenses d’investissement (1,) et des dé- 
penses gouvernementales (G). Les dépenses des consomma- 
teurs sont égales à la somme de deux éléments: une dépense 
autonome (a), indépendante du produit intérieur brut, et une 
dépense qui représente une fraction (b) du revenu disponible, 
c'est-à-dire du produit intérieur brut moins les taxes (T). Les 
taxes sont égales à la somme de deux éléments: un montant 
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fixe (d) et une fraction (f) du produit intérieur brut. Les va- 
riables endogènes du modèle sont Y, C et T, alors que les 
variables exogènes et les paramètres sont 15, Go, 4, b, d et t. 

a) Écrivez les trois équations du modèle. 


b) Résolvez ce modèle, cest-à-dire trouvez l'expression de 
chacune des variables endogènes Y, C et T'en fonction des 
variables exogènes I, et Go, et des paramètres a, b, d et t. 


. Une portion de 100 g de pommes de terre contient 100 cal 
(calories) et 5 g de protéines; une portion de 100 g de maïs 
contient 150 cal et 10 g de protéines; une portion de 100 g 
de bœuf haché compte 300 cal et 25 g de protéines. Vous 
voulez combiner ces trois aliments pour préparer un «pâté 
chinois» contenant au total 800 cal et 50 g de protéines. 


Hs 


a) Existe-t-il plusieurs façons de préparer le pâté chinois 
(c'est-à-dire de déterminer le nombre de portions de 100 g 
de chaque aliment) ? Donnez la solution générale de ce 
problème. 

b) Est-il possible de préparer un pâté chinois végétarien en 
éliminant simplement le bœuf haché? Justifiez votre ré- 
ponse en déterminant le nombre de portions de 100 g de 
pommes de terre et de maïs qu’il faudrait, ou en expli- 
quant pourquoi cela est impossible. 

c) Est-il possible de préparer un pâté chinois qui ne 
contienne pas de pommes de terre ? Justifiez votre réponse 
en déterminant le nombre de portions de 100 g de bœuf 
haché et de maïs qu’il faudrait, ou en expliquant pourquoi 
cela est impossible. 


d) Est-il possible de préparer un pâté chinois ne contenant 
pas de maïs? Justifiez votre réponse en déterminant le 
nombre de portions de 100 g de bœuf haché et de pommes 
de terre qu’il faudrait, ou en expliquant pourquoi cela est 
impossible. 


Le prix d’une portion de 100 g de pommes de terre est de 
0,10 $; le prix d’une portion de 100 g de maïs est de 0,15 $; 
le prix d’une portion de 100 g de bœuf haché est de 0,90 $. 


e) Si le plat que vous avez préparé coûte 1,25 $, combien de 
portions de 100 g de chaque aliment contient-il? 

f) Est-il possible de préparer un pâté chinois qui coûte 0,75 $ 
tout en respectant les contraintes relatives au nombre de 
calories et à la quantité de protéines ? 


g) Quel est le coût minimal d’un pâté chinois si on respecte 
les contraintes relatives au nombre de calories et à la quan- 
tité de protéines ? 


À 58. Quelle quantité de lait contenant 1 % de matières grasses 
& doit-on mélanger avec de la crème contenant 15 % de ma- 

tières grasses pour obtenir 5 L d’un mélange contenant 3 % 
Pa de matières grasses ? 


À 59. Une solution À contient 6 g de sel et 9 g de sucre par litre. 

Pa Une solution B contient 15 g de sel et 21 g de sucre par litre. 
Quelle quantité de chaque solution faut-il mélanger pour 
obtenir 1 L d’une solution contenant 9 g de sel et 13 g de 
sucre ? 


60. Dans un treillis métallique, la température à un point d’in- 
ae tersection est égale à la température moyenne des extrémités 
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ou des points d’intersection immédiatement voisins. Déter- 
minez la température à chaque point d’intersection des treil- 
lis suivants pour les températures indiquées. 


a) 10 °C 


15 °C 56 


b) 8 °C 8èC 


20 °C 20 °C 


8 °C 8 °C 


@ 61. Deux points lumineux se déplacent à des vitesses constantes, 

Go mais différentes, sur la circonférence d’un cercle dont la lon- 
gueur est de 100 m. Quand ces points se déplacent en sens 
inverse l’un de l’autre, ils se rencontrent après 45, alors qu’ils 
se rencontrent après 20 s lorsqu'ils vont dans le même sens. 
Si la position des deux points est initialement la même, dé- 
terminez la vitesse de déplacement de chacun d’eux. 


® 62. Les circonférences des roues avant et arrière d’une voiturette 

Go sont respectivement de 2,4 m et de 4 m. Quelle est la longueur 
du trajet effectué par la voiturette, si les roues avant ont ef- 
fectué 2 000 rotations de plus que celles des roues arrière. 


b\63. Vous avez décidé de vous remettre en forme en pratiquant 
Ca trois types d'activité physique: la marche rapide, la natation 
et le vélo stationnaire. Vous pouvez consacrer au total 2 h 
par semaine à ces différentes activités qui cependant ne vous 
procurent pas toutes la même satisfaction. Vous avez défini 
une mesure de la satisfaction associée à chaque activité: 1h 
de marche vous procure trois unités de satisfaction; 1 h de 
natation, deux unités de satisfaction; 1 h de vélo, une unité 
de satisfaction. Enfin, vous voulez brûler 2 000 cal durant 
chaque période de 2 h. Or, 1 h de marche entraîne une dé- 
pense de 500 cal; 1 h de natation, une dépense de 1 000 cal; 

1 h de vélo, une dépense de 1 500 cal. 

a) Pouvez-vous planifier un programme d'activité physique 
qui vous permette de respecter les contraintes relatives au 
temps et à la dépense énergétique, et qui vous procure 
quatre unités de satisfaction ? 

b) Existe-t-il un programme d'activité qui respecte les 
contraintes énoncées et qui vous permette de faire une 
demi-heure de vélo? Si oui, décrivez ce programme; si- 
non, justifiez votre réponse. 


c) Existe-t-il un programme d'activité qui vous permette 
d'atteindre vos objectifs en faisant plus d’une heure de 
vélo ? Si oui, décrivez ce programme; sinon, justifiez votre 
réponse. 


des objets situés à gauche d’un point est égale à la somme des 
moments de force des objets situés à droite de ce point. Pour 
quelles valeurs de x et de y les mobiles illustrés en a et en b 
sont-ils en équilibre statique ? 


a) 


b) 


b164. On veut remplir un réservoir de 400 L avec de l’eau dont la 
Go température est de 80 °C. On dispose de deux sources d’ap- 
provisionnement en eau. La température de l’eau de la pre- 
mière source est de 90 °C et celle de la seconde est de 60 °C. 


À 68. Équilibrez l'équation chimique. 
% 2) NO, +H,0 — HNO, + NO 
b) CuS + O; — Cu + SO; 


Quelle quantité d’eau de chaque source doit-on utiliser ? c) Fe,0; + HCI — FeCl; + H,0 


d) CL + KOH — KCI + KCIO, + H,0 
b165. On veut remplir un réservoir de 200 L avec de l’eau dont la 


concentration en sel est de 20 g/L. On dispose de deux 
sources d’approvisionnement en eau. La concentration en sel 
de l’eau de la première source est de 10 g/L et celle de la se- 
conde est de 40 g/L. Quelle quantité d’eau de chaque source 
doit-on utiliser ? 


| SECTION 4.7 


b69. Une compagnie d'assurance a établi que 25 % des personnes 
É qui ont effectué au moins une réclamation (état 1) à la suite 
d’un accident une année donnée en feront au moins une autre 
l’année suivante. De plus, elle a établi que seulement 10 % 
des personnes n'ayant pas effectué de réclamation (état 2) 
une année donnée en feront au moins une au cours de l’année 
suivante. Construisez la matrice de transition associée aux 
données de la compagnie d'assurance et déterminez la pro- 
babilité qu'un assuré effectue au moins une réclamation au 
cours d’une année. 


@ 66. Trois canalisations d’eau chaude salée alimentent une 
Go conduite unique, sans perte de charge. 


Au numéro 59 des exercices récapitulatifs du chapitre 2, nous 
avons pris connaissance d’un modèle qui décrit l’évolution 
de la part du marché de l’interurbain détenue par trois re- 
vendeurs. La matrice de transition qui décrit les mouvements 
de la clientèle d’une compagnie à l’autre entre deux mois 
consécutifs est 


70. 
Leau dans la canalisation supérieure, dont le débit est de : 


d, m°/s, présente une température de 65 °C et sa concentra- 
tion en sel est de 6 kg/m°. Celle de la canalisation médiane, 
dont le débit est de d, m/s, présente une température de 
40°C et sa concentration en sel est de 3kg/m°. Celle de la 
canalisation inférieure, dont le débit est de d; m°/s, présente 
une température de 70°C et sa concentration en sel est de 
5 kg/m*. Quels doivent être les débits dans chacune des cana- 
lisations si l'eau dans la conduite doit avoir un débit de 8 m°/s, 
une concentration en sel de 4kg/m° et une température de 
50°C? 


0,80 0,20 0,05 
0,10 0,75 0,05 
0,10 0,05 0,90 


T'= 


où f; est la part de la clientèle de j qui passe à 1. 


À l'état stationnaire, les parts du marché détenues par les di- 
vers revendeurs vérifient donc l'équation matricielle P = TP 
et l'équation linéaire p, + p2 + p; = 1. On peut donc trouver 


L\67. Les mobiles illustrés en a et en b sont constitués d’objets liés 
entre eux par des tiges rigides et des fils dont la masse est 


négligeable. Le moment de force d’un objet par rapport à un 
point est égal au produit du poids (en newtons [N]) de l’objet 
et de sa distance horizontale à ce point. Un mobile est en 
équilibre statique lorsque la somme des moments de force 
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ces parts du marché en résolvant un système d'équations li- 
néaïires à quatre équations et à trois inconnues. 


a) Pourquoi 
vérifiée ? 


l'équation pi +p2+p3; =1 doit-elle être 


€ 


LA 


H72. 


[Ra 


b) Écrivez le système d'équations qui permet de trouver les 
parts du marché détenues par les divers revendeurs à l'état 
stationnaire. 

c) Résolvez le système d'équations. 

d) Les parts du marché détenues par les trois revendeurs à 

état stationnaire sont-elles fonction des parts du marché 
qu’ils détenaient initialement ? 


La fusion des compagnies 2 et 3 a donné naissance à une nou- 
velle compagnie 2, et la nouvelle matrice de transition est 


pr [os 01 
7 [0,2 0,9 
e) Interprétez les nombres 0,1 et 0,8 de la matrice de transi- 
tion T’. 


f) Quelle part du marché chaque compagnie détient-elle à 
état stationnaire dans le nouveau contexte ? 


Une souris se déplace entre les compartiments d’un laby- 
rinthe qui en compte trois. 


Chaque fois qu'elle entend une cloche, elle change de compar- 
timent en sélectionnant au hasard une des portes. La matrice 
de transition T =[f;],,, donne les probabilités des déplace- 
ments d’un compartiment à l'autre: 


t = probabilité que la souris se déplace 
du compartiment j au compartiment i 


a) Construisez la matrice de transition T. 


b) Vérifiez que la matrice T est une matrice de transition 
régulière. 

c) Si la souris est initialement placée dans le compartiment 1, 
quelle est la probabilité qu’elle se trouve dans le compar- 
timent 3 après un coup de cloche ? Deux coups de cloche ? 
Trois coups de cloche ? 


d) Pour chacun des compartiments, déterminez la probabi- 
lité à long terme que la souris s’y trouve. 


Une souris se déplace entre les compartiments d’un laby- 
rinthe qui en compte cinq. Les chemins d’accès aux compar- 
timents sont représentés dans la figure qui suit. 


n73. 


mn 74. 


Chaque fois quelle entend une cloche, la souris change de 
compartiment en sélectionnant au hasard une des portes. La 
matrice de transition T = [lise donne les probabilités des 
déplacements d’un compartiment à l'autre: 


t = probabilité que la souris se déplace 
du compartiment j au compartiment i 


Soit PU) = [ pe pe D pl) Di) ] la matrice telle que 
pi) représente la probabilité que la souris se trouve dans le 


compartiment i après n coups de cloche. 
On peut vérifier que 

pt) = TpU-1) = T2ph-2) =... Trp(O) 
a) Construisez la matrice de transition T. 


b) Vérifiez que la matrice T est une matrice de transition 
régulière. (Utilisez un logiciel de calcul symbolique.) 


c) Si la souris est initialement placée dans le compartiment 4, 
quelle est la probabilité qu'elle se trouve dans ce même 
compartiment après cinq coups de cloche? (Utilisez un 
logiciel de calcul symbolique.) 


d) Pour chacun des compartiments, déterminez la probabi- 
lité à long terme que la souris s'y trouve. (Utilisez un lo- 
giciel de calcul symbolique.) 


Une personne a décidé d’adopter la règle alimentaire suivante 
pour le repas du soir: 


+ Chaque soir, elle mange de la viande (état 1) ou des pâtes 
(état 2). 


- Elle ne mange pas de viande deux jours consécutifs. 


- Sielle a mangé des pâtes un jour donné, elle lance une pièce 
de monnaie et mange de la viande le jour suivant si la pièce 
tombe du côté pile. 


Construisez la matrice de transition T associée à la règle ali- 
mentaire indiquée et déterminez la probabilité que cette per- 
sonne mange de la viande un jour donné. 


Un doctorant en sciences de l'alimentation a effectué une 
étude comparative des indices de masse corporelle des mères 
et de leurs filles. Il a classé les individus en trois catégories. 
Dans la catégorie 1, on trouve les femmes ayant une masse 
corporelle insuffisante, dans la catégorie 2 les femmes ayant 
une masse corporelle normale, et dans la catégorie 3 les 
femmes ayant une masse corporelle excédentaire. En se ba- 
sant sur son étude, il a construit la matrice de transition 
T = [ils représentée ci-dessous: 

0,4 0,1 0,1 

0,5 0,7 0,6 

0,1 0,2 0,3 


T = 


où f;; représente la probabilité que la fille d'une mère appar- 
tenant à la catégorie j se retrouve dans la catégorie i. 


a) Construisez le diagramme de transition associé à la ma- 
trice T. 


b) Déterminez la répartition à long terme des femmes selon 
leur catégorie de masse corporelle. 


b\75. La couleur des yeux chez une espèce animale est déterminée 


génétiquement. Un individu dont le génotype est BB ou Bb 
a les yeux bruns, alors que celui dont le génotype est bb a les 
yeux bleus (B est associé au gène dominant, soit le brun, alors 
que b est associé au gène récessif, soit le bleu). À chaque géné- 
ration, les génotypes des descendants dont un des parents 
est du génotype Bb sont donnés par la matrice T'suivante en 
fonction du génotype de l’autre parent. 


Autre parent 
BB Bb bb 
BB [Z X 0 
Descendant Bb | W W 
bb [0 4 % 
Supposez ici que chaque descendant d’une génération donnée 
s'accouplera avec un individu dont le génotype est Bb. 


a) Vérifiez que T est une matrice de transition régulière. 


b) Déterminez la répartition à long terme de la population 
selon chaque génotype. 


| SECTION 4.8 


176. Une économie fermée comporte trois secteurs. Le secteur 1 


77. 


utilise 15 % de sa propre production et 45 % de la production 
du secteur 2. Le secteur 2 utilise 25 % de la production du 
secteur 1 et 40 % de la production du secteur 3. Le secteur 3 
utilise 30 % de sa propre production et 20 % de la production 
du secteur 2. Soit À la matrice input-output de cette économie. 
a) Quel est le format de la matrice A ? 

b) Donnez le sens et la valeur de 4;.. 

c) Donnez le sens et la valeur de 43. 

d) Inscrivez les éléments de la matrice A qui sont indiqués 

dans l'énoncé de la question. 


3 


A2 
e) Que vaut 431? 


f) Formez la matrice A. 


Soit la matrice input-output d’une économie fermée. 
0,12 0 0,18 
A=|0,24 0,53 0,44 
0,64 0,47 ___ 


a) Combien de secteurs cette économie compte-t-elle ? 


178. 


m1 79. 


L 80. 
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b) Comment note-t-on l'élément dont la valeur est 0,64? 
c) Donnez la valeur et le sens de 3. 
d) Que vaut 433? 


e) Interprétez le fait que &; = 0. 


Xi 
Si X = X2 


X3 


représente la matrice de la valeur des outputs 


dans une économie fermée, déterminez la solution générale 
de l’équation matricielle (13 — A)X = Os. 


L 1, 1 
4 4 8 0,9 0 0,2 
1 0 à 0,1 0,4 0,5 
2 8 


Soit la matrice input-output d’une économie fermée. 


Il 
© #lw #|- 
œofur le ol 


3 
8 


a) Combien de secteurs cette économie compte-t-elle ? 
b) Comment note-t-on l'élément dont la valeur est . ? 
c) Donnez la valeur et le sens de &31. 
d) Que vaut 41? 
e) Interprétez le fait que 43 = 0. 

X 
f) SiX=|x 


X3 


représente la matrice de la valeur des outputs 


de chacun des secteurs, donnez le sens des expressions 
&3X3 et GiX1 + d2X2 + d3X3. 
g) À quelle équation matricielle exprimant l'équilibre entre 


la production et la consommation la matrice X doit-elle 
satisfaire ? 


h) Déterminez la matrice X en résolvant l'équation obtenue 
eng. 

i) Déterminez la valeur économique de la production de 
chacun des secteurs si la plus forte valeur économique de 
ces secteurs est de 15 000 $? 


Trois voisins ont chacun fait un potager dans leur cour arrière. 
Le premier cultive seulement des tomates, le second seule- 
ment des concombres et le troisième seulement de haricots. 
Ils s'entendent pour partager leur récolte de la façon suivante: 
le premier recevra 50 % des tomates, 10 % des concombres 
et 40 % des haricots, le second recevra 20 % des tomates, 
40 % de concombres et 30 % des haricots, le troisième rece- 
vra le reste de la récolte. 


a) Si À désigne la matrice input-output du partage de la 
récolte, donnez la valeur et le sens de 41. 


b) Quelle est la matrice input-output A du partage de la 
récolte ? 


» 81. 


M 82. 


à 83. 


X1 
c) SiX = | x; 


X3 


représente la matrice de la valeur des outputs 


de chacun des secteurs, à quelle équation matricielle expri- 
mant l'équilibre entre la production et la consommation 
cette matrice doit-elle satisfaire ? 


d) Déterminez la matrice X en résolvant l'équation obtenue 
en c. 


e) Quelle valeur chacun des voisins devrait-il accorder à sa 
récolte si la récolte la moins rentable vaut 230 $? 


Trois avocates se sont entendues pour s’échanger des clients 
(en terme d’heures de travail) en fonction de leurs spécialités 
respectives. La première avocate conserve 90 % de sa clientèle 
et en transfère 5 % à chacune de ses collègues, la deuxième 
avocate conserve 60 % de sa clientèle et en transfère 20 % à 
la troisième, la troisième avocate transfère 10 % de sa clientèle 
à la première et 15 % à la deuxième. 


a) SiA désigne la matrice input-output de la pratique de ces 
trois avocates, donnez la valeur et le sens de 43. 

b) Quelle est la matrice input-output A de la pratique de ces 
trois avocates ? 

X1 

c) À quelle équation matricielle la matrice X =| x, |, qui 

X3 
représente la matrice doutput de chacune des avocates 
permettant d'atteindre l'équilibre, doit-elle satisfaire ? 

d) Déterminez la matrice X en résolvant l'équation obtenue 
en c. 


e) Déterminez le nombre d'heures de travail de chacune des 
avocates si la première avocate consacre mensuellement 
1 400 h à son travail. 


Soit À la matrice input-output d’une économie ouverte. 
0,15 0,41 0,09 
0,12 0,13 0,35 
0,31 0,24 0,28 


A = 


a) Combien de secteurs cette économie compte-t-elle ? 


b) Quelle est la valeur de l’input du deuxième secteur néces- 
saire à la production de 1 $ d'output du troisième secteur ? 


c) Quelle information le nombre 0,41 donne-t-il ? 


d) Donnez une raison économique qui pourrait expliquer 
que la somme des éléments d’une colonne d’une matrice 
input-output dans une économie ouverte devrait être in- 
férieure à 1. 


Si A représente la matrice input-output d’une économie ou- 
verte et D la matrice de la demande finale: 


0,3 0,1 70 
a-[o D=[%| 
a) Combien de secteurs cette économie compte-t-elle ? 


b) Donnez la valeur et le sens de &, et de a». 


LL) 84. 


MS5. 


b1 86. 


El 87. 


L 188. 


# 


c) À quelle équation matricielle la matrice X de la valeur des 
outputs permettant de répondre à la demande finale doit- 
elle satisfaire ? 


d) Déterminez la matrice X. 


Une économie ouverte comporte deux secteurs. Pour pro- 
duire 1 $ d’output, le premier secteur utilise 0,10 $ de sa propre 
production et 0,70 $ de celle du deuxième secteur. Pour pro- 
duire 1 $ d’output, le deuxième secteur utilise 0,30 $ de sa 
propre production et 0,20 $ de celle du premier secteur. 
a) Formez la matrice input-output A de cette économie. 


b) Déterminez la valeur des outputs de chaque secteur pour 
18000 | 


répondre à la demande finale D = Le oo 


Une économie ouverte comporte deux secteurs. Pour pro- 
duire 1 $ d’output, le premier secteur utilise 0,50 $ de sa propre 
production et 0,20 $ de celle du deuxième secteur. Pour pro- 
duire 1 $ d’output, le deuxième secteur utilise 0,30 $ de sa 
propre production et 0,50 $ de celle du premier secteur. 


a) Formez la matrice input-output À de cette économie. 


b) Déterminez la valeur des outputs de chaque secteur pour 
14 . 


répondre à la demande finale D = Ee 


Si A représente la matrice input-output d’une économie ou- 
verte et D la matrice de la demande finale: 

0,1 0,2 0,2 13 

0,6 0,2 O0 D = | 26 

0,2 0,4 O 13 


À = 


a) Combien de secteurs cette économie compte-t-elle ? 
b) Donnez la valeur et le sens de 4,,, de &, et de a33. 


c) À quelle équation matricielle la matrice X, qui donne la 
valeur des outputs permettant de répondre à la demande 
finale, doit-elle satisfaire ? 


d) Déterminez la matrice X. 


Si À représente la matrice input-output d’une économie ou- 
verte et D la matrice de la demande finale: 


1 1 
das 15 
a=fi1o] p-|5 
1 1 50 
3 0 


a) Combien de secteurs cette économie compte-t-elle ? 
b) Donnez la valeur et le sens de 4, ;, de 43, et de a33. 


c) À quelle équation matricielle la matrice X, qui donne la 
valeur des outputs permettant de répondre à la demande 
finale, doit-elle satisfaire ? 


d) Déterminez la matrice X. 


Une économie ouverte comporte trois secteurs. Pour pro- 
duire 1 $ d’output, le secteur 1 utilise 0,1 $ de chaque secteur. 
Pour produire 1 $ d’output, le secteur 2 utilise 0,2 $ de sa 
propre production et 0,3 $ de celle du secteur 1 et 0,1 $ de 
celle du secteur 3. Pour produire 1 $ d’output, le secteur 3 


utilise 0,2 $ de sa propre production et 0,1 $ de celle des 
secteurs 1 et 2. La demande finale du bien produit par le sec- 


teur 1 est de 25 $, celle du bien produit par le secteur 2 est 
de 145 $ et celle du bien produit par le secteur 3 est de 10 $. 


a) 
b) 


C) 


d) 


Formez la matrice input-output À de cette économie. 
Formez la matrice D de la demande finale des biens pro- 
duits par chaque secteur. 

Formulez l'équation matricielle permettant de déterminer 
l'équilibre entre la valeur de la production et celle de la 
consommation. 

Déterminez la valeur des outputs de chaque secteur pour 
répondre à la demande finale. 


b\89. Dites si l’énoncé est vrai ou faux et justifiez votre réponse. 


a) 


b) 


c) 


d) 


La méthode d'élimination gaussienne est plus rapide que 
la méthode de Gauss-Jordan pour résoudre un système 
d'équations linéaires. 

On peut appliquer la règle de Cramer pour résoudre un 
système d'équations linéaires qui comporte moins d’équa- 
tions que d’inconnues. 

Le rang de la matrice augmentée d’un système d'équations 
linéaires est parfois plus petit que le rang de la matrice 
des coeflicients de ce système. 

Un système d'équations linéaires qui compte moins déqua- 
tions que d’inconnues admet nécessairement une infinité 
de solutions. 


e) 


f) 


8) 


h) 


i) 


) 


k) 


D 


Un système d'équations linéaires qui compte plus d'équa- 
tions que d’inconnues est nécessairement incompatible. 
Un système d'équations linéaires qui compte le même 
nombre d'équations que d’inconnues est nécessairement 
compatible. 


La valeur totale de 19 pièces choisies dans une pile de 
pièces de 5 €, de 10 € et de 25 € peut être de 2,15 $ lorsque 
le nombre de pièces de 25 € est égal à trois fois le nombre 
de pièces de 10 4. 

Un système d'équations linéaires qui compte moins d'équa- 
tions que d’inconnues n'admet jamais une solution unique. 
Le rang d’une matrice carrée non singulière d'ordre n est 
égal à n. 

Tout système d'équations linéaires compatible admet une 
solution unique. 


Si un système de # équations linéaires à # inconnues 
admet une solution unique, alors, en supprimant l'une des 
équations, on obtient un système qui admet lui aussi une 
solution unique. 


Si un système de n équations linéaires à n inconnues 
admet une solution unique, alors, en lui ajoutant une équa- 
tion, on obtient un système qui admet lui aussi une solu- 
tion unique. 


EXERCICES de révision (chapitres 1 à 4) 


1. Encerclez la lettre qui correspond à la bonne réponse. 


a) 


b) 


Soit À une matrice de format n X 2 et soit B = Ë L 


Quelle est la première colonne du produit AB? 

A. Cette colonne n'est pas définie, sauf si n = 2. 
B. Elle est identique à la première colonne de A. 
C. Elle est identique à la deuxième colonne de A. 
D 


. Elle correspond à la somme de la première et de la 
deuxième colonne de A. 


E. Elle est identique à la première colonne de B. 
F. Elle est identique à la deuxième colonne de B. 
G. Aucune de ces réponses. 

Considérez les énoncés suivants : 


I. Tout système de deux équations linéaires à deux in- 
connues admet une solution unique. 


Il. Il existe un système de deux équations linéaires à trois 
inconnues qui admet au moins une solution. 


III. Tout système homogène d'équations linéaires admet 
au moins une solution. 


IV. Tout système de cinq équations linéaires à trois in- 
connues est incompatible. 


Que peut-on dire de ces quatre énoncés ? 


A. Tous les énoncés sont vrais. 


c) 


d) 


Tous les énoncés sont faux. 
Seul l'énoncé I est faux. 
Seuls les énoncés II et IV sont vrais. 


Seuls les énoncés III et IV sont vrais. 


+ ES (LE 


Aucune de ces réponses. 


Soit À une matrice carrée dordre 4 telle que 
det(2A2A) = 128. Que vaut det(3AA') ? 


A. 96 E. 128 
B. 256 FE 24 
C. 324 G. Aucune de ces réponses. 
D. 648 
a b a—b 
c d c+d 
Si b # Oet ad — bc # 0, que vaut 4 b a+bl_; 
a c a+b+c 
b d b+d 
a © a+c 
A. 2 E. 2b 
B. —2 E b 
C. 0 G. —b 
D. —2b H. Aucune de ces réponses. 
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e) 


f) 


8) 


h) 


194 


Quelle est la relation entre les constantes a, b et c si le 
16 2| x a 


système d'équations linéaires | 2 3 3 || y | = | b [admet 
3 0 4, c 
une infinité de solutions ? 
A. a=b-c E b=cetaeR 
B. a=b+c E ga=cetbeR 
C. c= W(a+b) G. a=betceR 
D. b= (a+c) H. Aucune de ces réponses. 
Soit le système d'équations linéaires AX =B où 
x —1 
X=|7y|, B=| 3l|et À est une matrice de format 
z 5 
Wu Vi 
3X 3. Si U=|u | et V = | v, | sont des solutions de 
us V3 


ce système d'équations qui en admet une infinité, lequel 
des énoncés suivants est vrai? 


A. —U est une solution du système d'équations 
AX = B. 

B. U+V est une solution du système 
AX = B. 

C. 2U +3V est une solution du système d'équations 
AX = B. 


D. U-—V est une solution du système 
AX = B. 


‘équations 


‘équations 


E. 3U-—V est une solution du système d'équations 
AX = B. 


FE 3U-—2V est une solution du système d'équations 
AX = B. 


G. Aucune de ces réponses. 


Si À = Ë “| lequel des éléments suivants n'est pas un 
élément de A7? 
A. % D. 1 
B. —-% E 
C. —2 
; 2 | 1 + ie 
Soit C = AB, où À = 3 0 et B=|0 2 —-1 1|. 
0 13 4 —1 23 
Que vaut c34 ? 
A. 5 
B. 13 
C. 6 
D. -6 
E. 16 
FE Le produit AB nest pas défini parce que les matrices À 


et B nont pas le même format. 


G. Aucune de ces réponses. 


CHAPITRE 4 


1 0 1 -1 
0 12 2 
Que vaut à d À ? 
0 1 2 3 
A. —3 E -1 
B. 3 EF 1 
C —2 G. 0 
D. 2 H. Aucune de ces réponses. 


. Soit les matrices 


1235 0 pour i# j 
A=|] 0 1 4 B = [bi lis où b;; k püur ie à 
0 0 1 
— 1 23 
cs | D=|1 23 E=|-1 1 —2 
1 23 4 2 1! 
a) Dites si l'énoncé est vrai ou faux. 
i La matrice À est triangulaire inférieure. 
ii La matrice À est échelonnée. 
ji. La matrice B est diagonale. 
iv. La matrice B est scalaire. 
v. La matrice Cest nilpotente. 
vi. La matrice C est idempotente. 
vii. La matrice D est symétrique. 
viii. La matrice E est antisymétrique. 
b) Quelle est l'expression du terme général (d;) de la ma- 
trice D? 
c) Quelle est la trace de la matrice B? 
2 1 1 
.SiA=| 1 3 1 | déterminez A7! à l’aide de la méthode de 
1 1 0 


Gauss-Jordan. 


. Une matrice À telle que le produit de la matrice A par elle- 


même donne une matrice identité est dite involutive. 


a) 
b) 
C) 


d) 


Montrez que toute matrice involutive est carrée. 
Si À est une matrice involutive, que vaut A2? 


Montrez que le déterminant de toute matrice involutive 
vaut 1 ou —1. 


Montrez que toute matrice involutive est sa propre matrice 
inverse. 


. Soit 


1 0 2 1 
0 1 O0 1 
00 alc—-2 


une matrice échelonnée équivalente à la matrice augmentée 
d'un système d'équations linéaires AX = B. 


a) 


À quelles conditions doivent satisfaire a et c si le système 
d'équations linéaires admet une solution unique ? 


b) À quelles conditions doivent satisfaire a et c si le système 
d'équations linéaires admet une infinité de solutions ? 


c) À quelles conditions doivent satisfaire a et c si le système 
d'équations linéaires nadmet aucune solution ? 


. Déterminez les valeurs du paramètre k pour lesquelles le 
système d’équations linéaires admet une solution unique, et 
donnez l'expression de cette solution en fonction du para- 
mètre k. 

kx + y = 1 

x + y = k 


. Les membres d’une chorale mixte décident de porter un uni- 
forme lorsqu'ils se produisent en concert. La matrice T donne 
la répartition des membres de la chorale selon leur sexe et 
selon leur taille. La matrice C donne le prix des pantalons et 
des chemises selon la taille. 


H F 
5 25] Petit (P) 
T =|15 10| Moyen (M) 
10 5] Grand (G) 
P M G 
_ [100 105 110] Pantalon 
:. | 50 55 | Chemise 


a) Construisez la matrice À = CT. Indiquez le sens de chaque 
ligne et de chaque colonne comme nous l'avons fait dans 
le cas des matrices T'et C. 


b) Donnez le sens et la valeur de 4, et de 42. 


1 
c) Construisez la matrice D = Al : Ï 


d) Donnez le sens et la valeur de d,, et d:1. 


e) Interprétez le résultat de l'opération matricielle [1 1]D. 


8. Déterminez l’ensemble solution du système d’équations li- 


néaires suivant. 


2a + 5b — 8c + 6d = 5 
a + 2b — 3c + 2d = 2 
3a + 4b — 5c + 2d = 4 
a — b + 3c — 4d = -] 


9. 


10. 


11. 
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Le problème qui suit est un classique. Il figurait dans des 
manuels scolaires québécois du milieu du siècle dernier. On 
en trouve même une version en p. 498 de la 3° édition de 
Mathématiques et mathématiciens. Pensées et curiosités (1898), 
écrit par A. Rebière. 


Dans une basse-cour, on trouve des lapins et des poules. On 
y dénombre 35 têtes et 94 pattes. Combien y a-t-il dani- 
maux de chaque espèce. 


Utilisez la règle de Cramer pour répondre à la question. 


Une biologiste a étudié les habitudes de chasse d’un préda- 
teur dont le territoire de chasse a été découpé en trois zones 
aux fins de sa recherche. Les habitudes de chasse du préda- 
teur sont les suivantes: 


+ Chaque jour, le prédateur ne chasse que dans une seule zone. 

+ Dans 40 % des cas, le prédateur chasse dans la même zone 
deux jours consécutifs. 

. Ilne chasse jamais dans la première Zone quand la veille, il 
a chassé dans la deuxième. 


+ Les probabilités qu'il chasse dans les deuxième et troisième 
zones sont identiques si la veille, il a chassé dans la première 
zone. 

* La probabilité qu’il chasse dans la première zone est deux 
fois plus élevée que celle qu’il chasse dans la deuxième zone 
si la veille, il a chassé dans la troisième zone. 


a) Construisez le diagramme de transition des habitudes de 
chasse du prédateur. 

b) Construisez la matrice de transition T = [hi lea des ha- 
bitudes de chasse du prédateur, où f;; représente la proba- 
bilité de chasser dans la sème zone après avoir chassé la 
veille dans la jiè"e zone. 


c) Vérifiez que la matrice T est une matrice de transition 
régulière. 

d) Une journée donnée, la biologiste a aperçu le prédateur 
dans la première zone. Dans quelle zone de chasse est-il 
le plus probable de retrouver le prédateur deux jours plus 
tard? 

e) Décrivez les habitudes de chasse du prédateur à long 
terme en déterminant les probabilités qu’il se trouve dans 
chacune des zones. 


Youri investit 50 000 $ dans des actions de 3 entreprises. Le 
tableau qui suit donne le coût d'acquisition de chaque action 
ainsi que son rendement. 


Entreprise 


PR ER 
Rendement (action) 


Youri souhaîite obtenir un rendement d'exactement 12 % sur 
son investissement. 


a) Déterminez la composition d’un portefeuille d'actions 
permettant dobtenir un rendement d’exactement 12 %. 
N'oubliez pas que le nombre d'actions de chaque entre- 
prise doit être un entier positif. 


b) 


C) 


d) 


e) 


Le portefeuille de Youri peut-il compter 300 actions de 
lentreprise C? 

Combien d'actions de l'entreprise B le portefeuille de Youri 
peut-il contenir ? 

Combien d'actions de l'entreprise B le portefeuille de Youri 
compte-t-il s’il en compte 50 de l'entreprise À ? 


Quelle est la composition du portefeuille de Youri lorsqu'il 
comporte autant d'actions de l'entreprise B que des entre- 
prises À et C réunies ? 


12. Soit la matrice input-output d’une économie fermée. 


a) 
b) 


c) 
d) 


e) 


f) 


g) 


h) 


1 
— 4 
Foie 
8 


Combien de secteurs cette économie compte-t-elle ? 


Complétez la matrice À en y indiquant les éléments man- 
quants. 


Comment note-t-on l'élément dont la valeur est Le 


Donnez la valeur et le sens de &1. 


2 
de chacun des secteurs, donnez le sens des expressions 
A2X)2 et diXi + d2X2. 


x 
SiX = le | représente la matrice de la valeur des outputs 


À quelle équation matricielle exprimant l'équilibre entre 
la production et la consommation la matrice X doit-elle 
satisfaire ? 


Déterminez la matrice X en résolvant l'équation obtenue 
en f. 

Déterminez la valeur économique de la production de 
chacun des secteurs si la valeur économique la plus forte 
des secteurs est de 6 000 $ ? 


LÉeg 


NE à 


ec a 


Ar 0) 


IN 
Q 
Le 
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CHAPITRE 5 


VECTEURS DU PLAN 


Mais ce qui a surtout immortalisé 

le nom de [Descartes], ce grand 
homme, cest l'application qu'il a su 
faire de l'algèbre à la géométrie, idée 
des plus vastes et des plus heureuses 
que l'esprit humain ait jamais eues, 

et qui sera toujours la clef des plus 
profondes recherches, non seulement 
dans la géométrie, mais dans toutes 
les sciences physico-mathématiques. 


Jean Le Rond d'Alembert 


Les physiciens distinguent les scalaires, qui n'ont qu'une 
grandeur, des vecteurs, qui se caractérisent par une grandeur 
et une direction. Les vecteurs, généralement représentés par 
des segments de droite orientés, servent à décrire graphique- 
ment des quantités physiques aussi variées que des vitesses, 
des forces, des tensions et bien d'autres encore. 


Les vecteurs peuvent aussi être considérés comme des matrices 
lignes ou des matrices colonnes, de sorte qu'ils possèdent 
toutes les caractéristiques des matrices. On peut donc vérifier 
si deux vecteurs sont égaux, additionner deux vecteurs et 
multiplier un vecteur par un scalaire de la même façon qu'on 

le fait en calcul matriciel. 


Toutefois, les vecteurs sont interprétés comme des matrices 
particulières. En effet, certaines opérations leur sont réservées. 
Ainsi, on pourra notamment évaluer le produit scalaire de deux 
vecteurs, auquel on attribuera une mesure en fonction de leurs 
caractéristiques géométriques et une mesure en fonction de 
leurs caractéristiques algébriques. De plus, on pourra détermi- 
ner la longueur et la direction d'un vecteur à partir de sa 
représentation matricielle. 


OBJECTIFS 


Modéliser des problèmes en recou- 
rant aux vecteurs (541). 


Différencier vecteur et scalaire (5.1). 


Caractériser un vecteur du plan à 
l'aide de sa norme et de sa direction 
(5.2 et 5.5). 


Déterminer si des vecteurs du plan 
sont égaux, parallèles (5.2 et 5.5), 
opposés, orthogonaux ou perpen- 
diculaires (5.3 et 5.5). 


Simplifier, à l'aide de la relation de 
Chasles, des expressions contenant 
des vecteurs (5.3). 


Définir et effectuer les opérations 
usuelles (addition, produit par un 
scalaire, produit scalaire) sur des 
vecteurs géométriques (5.3) ou 
algébriques du plan (5.5). 


Démontrer les propriétés des opé- 
rations de base sur des vecteurs du 
plan (5.3 et 5.5). 


Exprimer un vecteur du plan comme 
une combinaison linéaire de plusieurs 
vecteurs (5.3 et 5.5). 


Déterminer si des vecteurs du plan 
sont linéairement dépendants ou 
indépendants (5.3 et 5.5). 


Déterminer si des vecteurs du plan 
forment une base de R2 (5.3 et 5.5). 


Démontrer des énoncés de géométrie 
en recourant aux vecteurs (5.4). 


Donner les composantes d'un vecteur 
du plan (5.5). 


Calculer l'angle entre deux vecteurs 
du plan (5.5). 


Déterminer la projection orthogonale 
d'un vecteur du plan sur un autre 
vecteur (5.5). 


SOMMAIRE ANIMATIONS GEOGEBRA 

Un portrait de René Descartes e Représentation d'un vecteur géométrique dans le plan 
5.1 Importance du concept de vecteur (p. 202) (p.206) 

5.2 Terminologie de base des vecteurs géométriques e Addition de deux vecteurs géométriques du plan (p. 208) 


(p. 203) 


5.3 Opérations sur les vecteurs géométriques du plan 


(p. 208) 


5.4 Preuves vectorielles en géométrie (p. 221) 


e Relation de Chasles (p. 212) 
e Multiplication d'un vecteur par un scalaire (p. 214) 


e Combinaison linéaire de deux vecteurs géométriques (p. 216) 


5.5 Vecteurs algébriques du plan (p.225) e Produit scalaire de deux vecteurs géométriques du plan 


Résumé (p. 245) 
Mots clés (p. 248) 
Réseau de concepts (p. 248) 


Exercices récapitulatifs (p.249) 


(p. 219) 


e Tracé d'un vecteur algébrique dans le plan cartésien (p.227) 
e Opérations sur les vecteurs algébriques du plan (p.229) 


e Combinaison linéaire, indépendance linéaire, système 
générateur et base dans R? (p.236) 


e Produit scalaire de deux vecteurs algébriques du plan et 
angle entre deux vecteurs (p.243) 


e Projection orthogonale d'un vecteur du plan sur un autre 


vecteur (p. 243) 
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UN PORTRAIT DE 


René Descartes 


Cogito, ergo sum («Je pense, donc je suis »). Cette phrase célèbre 
est tirée du fameux Discours de la méthode pour bien conduire 
sa raison, et chercher la vérité dans les sciences (637) de René 
Descartes.Né en France en 1596 dans une famille noble, et mort 
à Stockholm en 1650, Descartes est considéré à juste titre comme 
l'un des fondateurs de la philosophie moderne et l'inventeur de 
la géométrie analytique. 


La santé du jeune Descartes était fragile. C'est pourquoi il n'entra 
à l'école (le collège La Flèche) qu'à l'âge de 8 ans. Conscient du 
fait que le garçon avait besoin de beaucoup de sommeil, le rec- 
teur lui permit de rester au lit aussi longtemps qu'il le souhaitait. 
Descartes conserva cette pratique toute sa vie et il affirma que 
les longs moments passés au lit le matin lui permettaient de 
rester en bonne santé et constituaient des moments privilégiés 
de réflexion. 


Après des études universitaires en droit à l'Université de Poitiers, 
Descartes s'engagea quelque temps comme mercenaire dans 
les armées de différentes nations. Il put ainsi Voyager partout 
en Europe et rencontrer de nombreux mathématiciens et scienti- 
René Descartes fiques. Sa carrière militaire fut apparemment brillante puisqu'on 

lui offrit un poste de lieutenant général, honneur qu'il refusa pour se consacrer à la philosophie. 


Descartes vécut plus de 20 ans en Hollande (1628-1649), où 
il écrivit son œuvre maîtresse: le Discours de la méthode. II = 


Discours 


raconta souvent que l'inspiration lui en était venue dans la nuit DE LA METHODE 
: : x _ : $ our bien conduire {a raifon,8 chercher 
du 10 novembre 1619, le dernier de trois rêves qu'il avait faits Dernier 
alors lui ayant indiqué le chemin à suivre pour comprendre la EM SR SE 
LES METEORES 
nature. Le Discours de la méthode tient lieu de préface à trois LA GEGMETRIE: 


Qui font des fais de ete MitnoDz. 


essais scientifiques: La Dioptrique, où est énoncée la loi de la 
réfraction de Snell, Les Météores, un traité de météorologie, 
où figure notamment une explication des couleurs de l'arc- 
en-ciel, et La Géométrie. C'est dans ce dernier essai que RU 
Descartes expose l'idée, révolutionnaire pour l'époque, d'établir page 
un lien entre l'algèbre et la géométrie, et de résoudre algébri- 
quement des problèmes géométriques. 


Descartes affirme essentiellement que tout point du plan - qu'on nomme aujourd'hui plan 
cartésien en son honneur — est complètement déterminé par les distances (x et y) de ce point 
à deux axes. En s'appuyant sur cette observation, il décrit des courbes - ou ensembles de 
points — du plan au moyen d'équations algébriques. Il utilise ensuite ces équations pour étudier 
les propriétés des courbes qu'elles représentent. Descartes affirme également, mais sans 
l'expliciter, qu'il aurait pu déterminer de façon similaire des points et des fonctions de l'espace 
par un système de trois coordonnées. 


La Géométrie est divisée en trois livres: le premier traite des opérations arithmétiques du 
point de vue géométrique, le deuxième présente une classification des courbes du plan, et le 
troisième porte sur les racines des équations. Dans ce dernier livre, Descartes énonce que le 
nombre de racines d'un polynôme est égal au degré de ce polynôme (théorème fondamental 
de l'algèbre), et il démontre un théorème important (règle des signes de Descartes) qui permet 
de déterminer le nombre de racines positives d'un polynôme en fonction du nombre de chan- 
gements de signe des coefficients de ce polynôme. 


Descartes écrivait en français. Comme certains de ses contemporains, il abandonna le latin 
au profit de sa langue maternelle. Pourtant, à titre de langue commune aux scientifiques, le 
latin avait merveilleusement participé à la diffusion des connaissances mathématiques. 


Descartes contribua à fixer certains éléments de la notation mathématique moderne: l'utili- 
sation des exposants, et l'emploi du symbole "EH pour désigner une extraction de racine et 
du signe + pour désigner l'addition. C'est également Descartes qui introduisit l'usage des 
premières lettres de l'alphabet (a, b, c, …) pour désigner des constantes (ou des paramètres), 
et des dernières lettres (..., x, y, z) pour désigner des variables ou des inconnues. 


Arrivé à la cour de Catherine de Suède à l'automne 1649, Descartes mourut d'une infection 
pulmonaire quelque temps plus tard. L'hiver suédois et les leçons de philosophie qu'il devait 
donner à la reine à cinq heures du matin ont probablement eu raison de celui qui aimait tant 
faire la grasse matinée pour s'adonner à ses méditations. 


Voici ce que le grand physicien James Clerk Maxwell (1831-1879) écrivit à propos de la contri- 
bution de Descartes dans la préface de son Treatise on Electricity and Magnetism (1873): 


L'introduction des axes de coordonnées en géométrie, due à Descartes, a été un des plus grands progrès 
faits dans les mathématiques, car elle a ramené les méthodes de la géométrie à des calculs portant sur des 
quantités numériques. On fait dépendre la position d'un point de la longueur de trois lignes toujours tracées 
dans des directions déterminées, et, de même, on considère la ligne qui joint deux points comme la résultante 
de trois autres lignes. 
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Vecteur 


Pour les physiciens, un vecteur est une 
quantité qui possède une grandeur et 
une direction. 


Scalaire 

Pour les physiciens, un scalaire est une 
quantité physique qui ne comporte 

qu'une grandeur. Pour les mathématiciens, 
un scalaire est un nombre. 


Représentation vectorielle de vitesses 


<l 


FIGURE 5.2 


Représentation vectorielle de forces 


PF 


IMPORTANCE DU CONCEPT DE VECTEUR 


DANS CETTE SECTION : vecteur - scalaire. 


Quoi qu'en pensait William Thomson (lord Kelvin) (1824-1907), qui affirmait qu’ils 
n'étaient en rien essentiels, les vecteurs ont de nombreuses applications. Conçus au 
départ pour résoudre des problèmes de physique, et plus particulièrement de méca- 
nique, les vecteurs furent bientôt appliqués à d’autres domaines du savoir, notam- 
ment à la biologie et à l’économie. 


EXEMPLE 5.1 


En mécanique — la branche de la physique qui s'intéresse au mouvement — on 
a rapidement adopté un segment de droite orienté comme représentation géomé- 
trique d’un vecteur. Grâce à ce modèle, les physiciens ont pu distinguer les quan- 
tités physiques qui ne comportent qu’une grandeur (masse, longueur, volume, etc.) 
et qu'on appelle scalaires’, des quantités physiques qui comportent une grandeur 
et une direction (vitesse, force, accélération, etc.) et qu’on appelle vecteurs. 


Ainsi, on représente un vent de 2,5 km/h venant du sud par le vecteur %, et un 
vent venant du nord-ouest de 5 km/h par le vecteur Ÿ (FIGURE 5.1). 


On a noté chacun des vecteurs % et Ÿ par une lettre minuscule surmontée d’une 
flèche. De plus, le segment de droite qui représente le vecteur y est deux fois plus 
long que celui qui représente le vecteur % parce que l’intensité du vent du nord- 
ouest est deux fois plus grande : la longueur du vecteur # est de 2,5 unités, alors 
que celle du vecteur v est de 5 unités. 


EXEMPLE 5.2 


Par ailleurs, les physiciens et les ingénieurs utilisent des vecteurs géométriques 
pour représenter des forces. Ainsi, lorsque l'ingénieur ou le physicien effectue 
une analyse des forces en statique, il utilise une représentation géométrique des 
vecteurs pour étudier l’équilibre des forces en présence dans un système physique 
comme celui de la FIGURE 5.2. 


EXEMPLE 5.3 


Les biologistes n’ont pas tardé à appliquer les principes élaborés par les physiciens 
à l'étude des corps vivants (dont le corps humain) en mouvement: ils ont ainsi 
créé la biomécanique. La FIGURE 53 illustre l’utilisation des vecteurs dans cette 


discipline. 


La représentation géométrique d’un vecteur adoptée par les physiciens se transpose 
naturellement dans un système de coordonnées à deux dimensions (le plan) ou à 
trois dimensions (l’espace). On peut alors étudier les vecteurs d’un point de vue 
algébrique et en généraliser l'application en les étendant à des espaces à n dimen- 
sions. Détachés de leur support géométrique, les vecteurs servent alors à décrire des 
réalités qui ne sont pas purement physiques ou géométriques. Les notions de gran- 
deur et de direction associées aux vecteurs géométriques n’ont plus nécessairement 


*_ Le terme scalaire vient du mot anglais scale, qui veut dire «échelle ». Le prix Nobel de physique (1929) 
Louis de Broglie (1892-1987) écrivit: «On les nomme grandeurs scalaires parce qu'elles suggèrent 
l’image d’une échelle de valeurs indépendamment de toute idée d'orientation. » 


de sens. Ainsi, en économie, on parle de vecteur prix et de vecteur quantité; en 
démographie, on présente la structure par âge d’une population à l’aide d’un vec- 
teur ; en biologie marine, on divise un écosystème en cinq groupes (phytoplancton, 
zooplancton, prédateurs de zooplancton, petits carnivores, grands carnivores), et 
on représente la biomasse de chacun par une composante d’un vecteur qui en 
compte cinq. Et ce ne sont là que quelques exemples. 


Bien qu’à l’origine il ait été associé à sa représentation géométrique, le concept de 
vecteur est maintenant doté d’un support algébrique. Pour tenir compte de ces deux 
facettes, nous étudierons les vecteurs géométriques et les vecteurs algébriques. 


MZ" TERMINOLOGIE DE BASE 


DES VECTEURS GÉOMÉTRIQUES 


DANS CETTE SECTION : vecteur géométrique - support d'un vecteur - norme d'un vecteur - 
vecteur nul - égalité de deux vecteurs géométriques - translation - direction d'un vecteur 
non nul du plan - angle entre deux vecteurs non nuls - directions contraires. 


Vecteur géométrique On représente un vecteur géométrique par un segment de droite orienté, c’est- 
Un vecteur géométrique est un objet à-dire une flèche. La droite qui porte un vecteur est appelée support de ce vecteur. 


mathématique qui possede Re grandeur Un vecteur géométrique est caractérisé par les éléments suivants: 
et une direction, et qu'on peut représenter 


géométriquement par un segment de . une origine (le point d'application du vecteur) ; 
droite orienté (une flèche). 


. une extrémité (le point d’arrivée du vecteur ou la tête de la flèche); 
Support d’un vecteur 


Le support d’un vecteur est la droite qui 

porte ce vecteur. . une direction (l'angle ou les angles formés par le vecteur et un ou des axes de 
coordonnées). Dans le plan, la direction est donnée par l’angle, mesuré dans le 
sens contraire des aiguilles d’une montre, que fait le vecteur avec une demi-droite 
horizontale issue de l’origine du vecteur et ayant la même orientation que l’axe 
des abscisses. 


. une longueur (la distance entre l’origine et l’extrémité du vecteur) ; 


Traditionnellement, on distinguait les mots sens et direction : cette dernière consti- 
tuait la caractéristique commune à toutes les droites parallèles au vecteur, chaque 
direction comprenant alors deux sens opposés (par exemple, de gauche à droite ou 
de droite à gauche sur un axe horizontal, et de haut en bas ou de bas en haut sur un 
axe vertical). Pourtant, on emploie couramment des expressions comme en direc- 
tion de Montréal où le terme direction inclut la notion de sens. C’est pourquoi nous 
ne distinguerons pas ces deux mots. Dans le présent manuel, l'expression direction 
d’un vecteur signifie « direction orientée » : elle traduit également l’idée de sens. 


On note généralement un vecteur” par une seule lettre surmontée d’une flèche 
(ä, v,w, F,T, .….) ou encore par deux lettres majuscules surmontées d’une flèche 


(AB, CD, EF, 0) Dans ce dernier cas, la première lettre représente l’origine du 
vecteur, et la seconde son extrémité. Par exemple, le vecteur AB a pour origine le 


* Les physiciens et la plupart des mathématiciens nord-américains ont laissé tomber la distinction entre 
direction et sens pour ne garder que le mot direction. Il est difficile d'évaluer numériquement un sens, 
alors qu’il est facile d'évaluer une direction orientée définie par la mesure d’un ou de plusieurs angles. 
Certains auteurs emploient l'expression orientation pour désigner ce que nous appelons la direction. 

** On pourrait, comme le font plusieurs auteurs, distinguer les termes vecteur libre, vecteur glissant et 
vecteur lié. Nous avons délibérément choisi de ne pas faire cette distinction. Dans ce qui suit, chaque 
vecteur est considéré comme un représentant d’une classe d'équivalence, soit la classe des vecteurs qui 
ont la même longueur et la même direction que le vecteur en question. Nous ne traiterons donc que de 
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vecteurs libres. 


Norme d’un vecteur 

La norme d’un vecteur est égale à la lon- 
gueur de ce vecteur. Les termes module, 
intensité et grandeur sont synonymes de 
norme. On note la norme du vecteur Ÿ par 
[[v||et celle du vecteur AB par ||AB] | 


Vecteur nul 

Le vecteur nul, noté Ü, est un vecteur dont 
la norme vaut 0. C'est le seul vecteur dont 
la direction est indéterminée. 


Égalité de deux vecteurs 
géométriques 

Deux vecteurs géométriques sont égaux si 
et seulement s'ils ont la même norme et la 
même direction. 


Translation 


Une translation d’un objet géométrique 
est un déplacement rigide et parallèle 
de cet objet : chaque point de l'objet est 
déplacé sur une même distance et dans 
une même direction. 
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point À et pour extrémité le point B (FIGURE 5.4). On peut interpréter un vecteur 
comme le déplacement de l'origine de ce vecteur vers son extrémité. Ainsi, le vec- 
teur AB s’interprète comme le déplacement de A vers B, dont la grandeur est égale 
à la longueur du vecteur. 


FIGURE 5.4 


Vecteurs géométriques 


La longueur d’un vecteur est appelée indifféremment norme (euclidienne), module, 
intensité ou grandeur du vecteur. La norme d’un vecteur ÿ est notée||v|| (ou |v|), celle 
de AB est notée || AB|| (ou AB). La longueur de la flèche représentant un vecteur est 
censée être proportionnelle à la norme du vecteur. Ainsi, un vecteur de norme 5, 
comme le vecteur Ÿ de la figure 5.4, est représenté par un segment de droite orienté 
d'une longueur de 5 unités. La norme d’un vecteur Ÿ est donc un scalaire (un 
nombre réel) non négatif: |[v]| Z 0. Dans la figure 5.4, la norme du vecteur ÿ a été 


établie au moyen du théorème de Pythagore:|[ÿ|| = V3? + 42 = 5. 


Le vecteur de norme 0 est appelé vecteur nul et il est noté 0. On peut évidemment 
se demander quelle est la direction du vecteur nul. Pour des raisons pratiques, on 
s'entend pour dire que la direction du vecteur nul est indéterminée. 


Le concept d'égalité de deux vecteurs géométriques se fonde sur les caractéris- 
tiques des vecteurs : norme et direction. Deux vecteurs ä et ÿ sont égaux” (ä = ÿ) si 
et seulement s'ils satisfont aux conditions suivantes: 


+ Ils ont la même norme (la même longueur), c'est-à-dire que |fä|| = [||]. 


. Ils ont la même direction: s’il s'agit de vecteurs du plan, ils sont parallèles et 
forment un même angle avec une demi-droite horizontale (la partie positive de 
l’axe des abscisses). 


En vertu de cette définition, il n’est pas nécessaire que deux vecteurs aient la même 
origine ni la même extrémité pour être égaux. Toutefois, il faut être capable de faire 
coïncider les origines et les extrémités respectives des deux vecteurs en appliquant 
une translation (déplacement rigide et parallèle) à l’un d’entre eux. 


*_ [expression équipollents ou équivalents serait plus juste : les deux vecteurs représentent une même classe 
d'équivalence. Toutefois, le terme vecteurs égaux est tellement répandu dans la littérature que nous lui 
avons accordé la préférence, d'autant plus que le signe d'égalité (=) est généralement utilisé pour indiquer 
que deux vecteurs sont «équipollents ». 


EXEMPLE 5.4 


Soit les vecteurs géométriques de la FIGURE 5.5. 


Vecteurs géométriques 


1 
a} 
4 


Pons 


Les vecteurs t et Ÿ ne sont pas égaux, bien qu’ils soient parallèles et de même 
longueur, car ils n'ont pas la même direction. Le vecteur 4 pointe dans la direction 
sud-est, et le vecteur Ÿ dans la direction nord-ouest. Il est impossible d'effectuer 
une translation du vecteur 4 sur le vecteur v de manière à faire coïncider à la fois 
leurs extrémités et leurs origines respectives. Les vecteurs % et W ne sont pas égaux 
parce que, bien qu'ils aient la même direction, ils n’ont pas la même longueur. 
Les vecteurs ä et 7 ont la même longueur, mais ils ne sont pas parallèles. Par consé- 
quent, ils n’ont pas la même direction et ils ne sont donc pas égaux. Les vecteurs 
ä et f n'ont ni la même longueur ni la même direction. Ils ne sont donc pas égaux. 


En revanche, les vecteurs ä et $ sont égaux parce qu’ils ont la même longueur et 
la même direction. En effet, il est possible d'effectuer une translation du vecteur 
ü sur le vecteur $ de manière que les origines et les extrémités respectives des 
deux vecteurs coïncident. 


[FIGURE 5.6 | 1. Soit le parallélogramme ABCD de la FIGURE 5.6. 


Parallélogramme ABCD ee — Se : 
a) Les vecteurs AD et AB sont-ils égaux? Justifiez votre réponse. 


A B nn 
b) Les vecteurs AD et CB sont-ils égaux ? Justifiez votre réponse. 
c) Trouvez un vecteur égal au vecteur CD. 
D re 


2. Utilisez le théorème de Pythagore pour déterminer la norme de chacun 
des vecteurs de la FIGURE 5.7. 


FIGURE 5.7 


Vecteurs géométriques 


CRD 


| 


El 
È 
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Direction d’un vecteur 
non nul du plan 


La direction d’un vecteur non nul du plan 
est l'angle, mesuré dans le sens contraire 
des aiguilles d’une montre, que fait ce 
vecteur avec la partie positive de l’axe 

des abscisses lorsque le vecteur est issu 

de l'origine. 


E Animations GeoGebra 


is Représentation d'un vecteur 
AE géométrique dans le plan 


Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/nV5K 


Angle entre deux vecteurs non nuls 
Langle entre deux vecteurs non nuls ü et ÿ 
est le plus petit angle @ déterminé par les 
vecteurs ü et v lorsqu'ils sont issus d’une 
même origine. Par conséquent, 

0° <8<180°ou0<8< 7. 


Directions contraires 


Deux vecteurs ont des directions contraires 
lorsqu'ils déterminent un angle de 7 ou 
de 180°. On emploie aussi l'expression 
directions opposées. 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 1 et 2. 


En vertu de la définition de l'égalité de deux vecteurs, on peut toujours déplacer un 
vecteur de façon que son origine coïncide avec l'origine du plan cartésien. La direc- 
tion d’un vecteur non nul du plan est alors donnée par l'angle, mesuré” dans le sens 
contraire des aiguilles d’une montre, que fait ce vecteur avec la partie positive de 
l’axe des abscisses (FIGURE 5.8). 


FIGURE 5.8 


Direction d'un vecteur du plan 


Ainsi, dans la figure 5.8, la direction du vecteur # est de 315° (ou de 77/4) par rap- 
port à la demi-droite x > 0, alors que la direction du vecteur Ÿ est de 60° (ou de x/3) 
et que celle du vecteur w est de 135° (ou de 37/4). 


L'angle entre deux vecteurs non nuls ä et y est le plus petit angle 0 déterminé par 
ces vecteurs lorsque (après translation ou non) leurs origines coïncident. Par consé- 
quent, 0 < 0 < x ou 0° < 8 < 180°, selon que l’angle est mesuré en radians ou en 
degrés. Dans la figure 5.8, l’angle 0 déterminé par les vecteurs % et y est de 77/12 
(ou de 105°)*. 


Deux vecteurs ont la même direction lorsqu'ils déterminent un angle de 0°. 
Deux vecteurs ont des directions contraires ou opposées lorsqu'ils déterminent un 
angle de x ou de 180°. Ainsi, les vecteurs % et w de la figure 5.8 ont des directions 
contraires. 


Il est particulièrement facile de tracer des vecteurs du plan sur du papier graphique 
à coordonnées polaires (c’est-à-dire comportant une série de cercles concentriques 
sur lesquels on a indiqué des angles remarquables). La FIGURE 5.9 représente le 
vecteur r de longueur 8 et de direction 57/4, le vecteur $ de longueur 5 et de direc- 
tion x/6, et le vecteur f de longueur 7 et de direction 5x/3. 


Tracez deux vecteurs dont l’un a une direction de 120°, et l’autre une direc- 
tion de 117/6. 


* On mesure un angle en degrés (°) ou en radians (rad). Dans le présent manuel, lorsqu'un angle est 
mesuré en radians, nous omettons décrire l'unité de mesure, comme cest souvent l'usage. Ainsi, on écrit 
un angle de 7% et non de t rad. 

** [autre angle est de 360° — 0 = 255° (ou de 27 — 0 =17x/12). 


Représentation de vecteurs en coordonnées polaires 


0 ou 27 


Des MOTS et des SYMBOLES 


Le mot vecteur a pour origine les mots latins vector et vehere, qui 
signifient respectivement «passager » et «transporter ». Du Moyen 
Âge à la Renaissance, un vecteur est un homme qui conduit un 
bateau ou un véhicule. Plus tard, les astronomes utilisent le mot 
vecteur dans l'expression rayon vecteur pour désigner le segment 
de droite joignant le Soleil à la position d'une planète sur son orbite. 
Par ses origines, le mot vecteur est donc intimement associé à 
l'idée de déplacement, de même qu'aux composantes de celui-ci, 
soit la grandeur et la direction. De nos jours, en plus de son sens 
mathématique, le mot vecteur désigne également tout organisme 
susceptible de transmettre un agent infectieux ou encore toute 
personne ou toute chose qui sert d'intermédiaire. On trouve encore 
ici l'idée maîtresse du concept de vecteur, soit la notion de 
déplacement. 


Au cours de l'histoire, il y eut plusieurs façons de noter des vecteurs. 
Jean Robert Argand (1768-1822) utilisa la notation AB pour dési- 
gner un vecteur. William Rowan Hamilton (805-1865) considère 


un vecteur comme «une ligne droite AB qui a non seulement une 
longueur mais aussi une direction. [...] Un vecteur est conçu pour 
être (ou pour construire) la différence entre ces deux points; ou, 
plus précisément, pour résulter de la soustraction de sa propre ori- 
gine avec sa propre extrémité ». On comprend alors aisément que 
la notation À — B ait également servi à désigner un vecteur. Josiah 
Willard Gibbs (839-1903) utilisa des minuscules grecques pour 
désigner les vecteurs et des minuscules romaines pour désigner les 
scalaires. Son élève, Edwin Bidwell Wilson (879-1964), employa des 
lettres en caractère gras pour désigner des vecteurs. Bien que satis- 
faisante dans les ouvrages imprimés, d'où son usage courant en 
mathématiques modernes, cette dernière notation laisse à désirer 
dans les textes manuscrits. La notation fléchée des vecteurs (mieux 
adaptée aux textes manuscrits) fut introduite après la Deuxième 
Guerre mondiale, notamment par les physiciens français. 


La notation||u||pour désigner la norme d'un vecteur est attribuable 
au mathématicien français Maurice René Fréchet (1878-1973). 


VECTEURS DU PLAN 207 


Vecteur résultant 


Le vecteur résultant (ou la résultante) de 
deux vecteurs # et v est la somme de ces 
deux vecteurs, soit 4 + Y. 


Méthode du parallélogramme 
Méthode employée pour additionner deux 
vecteurs géométriques non parallèles. Elle 
consiste à faire coïncider les origines des 
deux vecteurs, puis à compléter Le parallé- 
logramme dont deux côtés correspondent 
aux vecteurs. La somme (la résultante) est 
le vecteur correspondant à la diagonale du 
parallélogramme issue de l'origine com- 
mune aux deux vecteurs à additionner. 


Accédez directement à l'animation: 
codeqrcu.page.link/ZDsC 


Méthode du triangle 


Méthode employée pour additionner 
deux vecteurs géométriques. Elle consiste 
à faire coïncider l'origine du deuxième 
vecteur avec l'extrémité du premier et 

à tracer le vecteur résultant allant de 
lorigine du premier vecteur à l'extrémité 
du second. 


OPÉRATIONS SUR LES VECTEURS 
GÉOMÉTRIQUES DU PLAN 


DANS CETTE SECTION : vecteur résultant - méthode du parallélogramme - méthode du 
triangle - relation de Chasles - produit d'un vecteur par un scalaire - vecteur opposé - 
vecteur unitaire - combinaison linéaire - vecteurs linéairement indépendants - vecteurs 
linéairement dépendants - produit scalaire - vecteurs orthogonaux - système générateur 
d'un espace vectoriel - base d'un espace vectoriel - base orthogonale - base orthonormée. 


Nous sommes maintenant en mesure de définir les différentes opérations sur les 
vecteurs géométriques du plan, soit l’addition de deux vecteurs, la multiplication 
d’un vecteur par un scalaire et le produit scalaire. 


EXXI ADDITION DE DEUX VECTEURS 


Le résultat de l'addition, ou la somme, de deux vecteurs géométriques # et ÿ est 
appelé vecteur résultant (ou résultante) des deux vecteurs, et on le note % + y. Il 
existe deux méthodes pour additionner deux vecteurs: la méthode du parallélo- 
gramme et la méthode du triangle. 


Pour additionner deux vecteurs ÿ et y non parallèles par la méthode du parallélo- 
gramme, il faut d’abord faire coïncider les origines respectives des deux vecteurs, puis 
compléter le parallélogramme dont deux des côtés correspondent aux vecteurs % 
et v. Le vecteur résultant correspond à la diagonale issue de l’origine commune des 
deux vecteurs, comme l'indique la FIGURE 5.10. 


Méthode du parallélogramme 


Si les vecteurs 4 et y représentent des forces, alors le vecteur 4 + ÿ représente la 
force résultante, c'est-à-dire la force unique qui a le même effet que les deux forces 
combinées. 


Toutefois, la méthode du parallélogramme ne peut servir à additionner deux vec- 
teurs parallèles. C’est pourquoi on lui préfère la méthode du triangle. Pour addition- 
ner deux vecteurs ü et ÿ par la méthode du triangle, il faut d’abord faire coïncider 
l'origine du deuxième vecteur avec l'extrémité du premier. La résultante est le vec- 
teur dont l’origine coïncide avec celle du premier vecteur et dont l’extrémité coïncide 
avec celle du deuxième vecteur, comme l’indique la FIGURE 5.11. 


[FIGURE 5.11] 
Méthode du triangle 


On constate que le résultat est identique, qu'on emploie l’une ou l’autre méthode. 


Soit les vecteurs de la FIGURE 5.12. 


Vecteurs du plan 


Tracez le vecteur résultant. 
a) ü + W. Employez la méthode du parallélogramme. 
b) v +7. Employez la méthode du triangle. 
c) ü + Ÿ. Peut-on employer la méthode du parallélogramme ? 
d\F+s$s 
e) ü + X. Quel nom donne-t-on au vecteur résultant ? Proposez pour le vec- 
teur * un nom et une notation qui dénotent sa relation au vecteur ü. 


f) +0. Que suggère ce résultat à propos du vecteur nul? 


UN PEU D'HISTOIRE 


L'histoire du concept de vecteur est intimement liée à celle de la physique. En effet, des 
physiciens de la Grèce antique considéraient que la vitesse d'un objet dans une direction 
peut être représentée par un vecteur. L'auteur anonyme de Mechanica, un traité de physique 
datant du 1\® siècle avant notre ère, affirme que le déplacement d'un corps s'effectue selon 
la diagonale du parallélogramme dont deux côtés adjacents représentent les vitesses de 
déplacement du corps dans ces directions. Toutefois, c'est un mathématicien flamand, Simon 
Stevin (1548-1620), qui le premier formula le principe d'addition des forces dans son traité 
de statique (De beghinselen der weeghcoust) publié en1586 et traduit en latin (Hypomnemata 
mathematica) 20 ans plus tard par Willebrord Snell 1580-1626). Il indiqua que la force résul- 
tante de deux autres forces issues d'une même origine correspond à la diagonale du parallé- 
logramme formé par les forces initiales. 


EX] CARACTÉRISTIQUES DU VECTEUR RÉSULTANT 


Pour estimer la norme et la direction du vecteur résultant de la somme des vec- 
teurs # et Ÿ, on peut utiliser une règle et un rapporteur. Il faut alors tracer avec 
précision les vecteurs ä et Ÿ, ainsi que leur résultante tj + Ÿ, puis mesurer la norme 
de la résultante avec une règle et la direction avec un rapporteur. 
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FIGURE 5.14 


Lois des cosinus et des sinus 


Loi des cosinus: €? = a? +b? — 2abcosy 


: | sinœ sin sin 
Loi des sinus: = 5 = LA 
a b c 


EXEMPLE 5.5 


Soit les vecteurs 4 et ÿ dont les normes et les directions sont respectivement 
[ül| = 8,[F]|= 6, 0; = 40° et 0; = 340°. Traçons ces vecteurs, de même que leur 
résultante dans un plan cartésien (FIGURE 5.13). 


Norme et direction d'un vecteur résultant 


60° - 
= Y 
ü 
B 
i © = 
Aa LE 
20° 5 10 
v 


À partir de la figure 5.13, on peut estimer que la norme du vecteur résultant est 
d'environ 12,2 et que la direction de ce dernier est d'environ 15°. 


La qualité de l'estimation est fonction de l'exactitude du tracé des vecteurs, de la 
précision des instruments de mesure (règle et rapporteur) et de la capacité d'un 
individu à effectuer une lecture précise à la fois de la longueur et de l’angle. Ainsi, 
deux personnes pourraient obtenir des résultats différents même s’il s’agit des 
mêmes vecteurs. Toutefois, cette procédure permet de valider les résultats qu’on 
obtiendrait en recourant aux lois des cosinus et des sinus (FIGURE 5.14). L'application 
de ces lois permet d'obtenir des résultats plus justes et indépendants de la précision 
des tracés et des mesures. 


Si on applique ces lois aux vecteurs de la figure 5.13, on obtient 
Un + À = IR +IFIÉ - AGIPlIcosy 
= 82 +62? — 2(8)(6)cos(120°) 
= 148 
de sorte que 
In + 5= V8 
= 12,2 


De plus, si on utilise cette valeur et qu'on applique la loi des sinus, on obtient 


de . 
_ = —— , de sorte que 
PIE TG + v]] 
œ = sesin[ PEUT 
Ii + v]| 
: arcsin( 20) 
V148 
= 25,3° 


Par conséquent, la direction du vecteur résultant ä + v est d'environ 14,7° (soit 
40° — 25,3°). 


Ces résultats sont compatibles avec ceux obtenus à l'exemple 5.5. 


Nous verrons plus loin (section 5.5) comment déterminer les composantes de vec- 
teurs et comment utiliser ces dernières pour calculer de manière plus efficace la norme 
et la direction d’un vecteur résultant. 


Deux forces, FE et E, respectivement de 400 N et de 200 N, agissent sur un œillet 


[FIGURE 5.15] (FIGURE 5.15). 


Diagramme de forces 


a) À partir des informations contenues dans la figure 5.15, déterminez les 
directions respectives des deux forces, soit 0x et 6. 


b) Dans un plan cartésien, tracez ces deux forces et leur résultante, soit 
E = = EF + E,, de manière « suffisamment précise pour pouvoir estimer la 
norme et la direction de F.. 


c) À l’aide d’une règle, estimez la norme de la résultante, soit |[E|| 
d) À l’aide d’un rapporteur, estimez la direction de la résultante, 67. 
e) Appliquez la loi des cosinus pour déterminer ||F;|| 


f) Trouvez l'angle déterminé par les forces E et E en recourant à la loi des 
sinus. Utilisez la norme de F. calculée en e. 


g) Déterminez la direction 60F de FE, à partir du résultat obtenu en f. 


EX] PROPRIÉTÉS DE L'ADDITION DE VECTEURS 


L'addition de vecteurs possède des propriétés intéressantes, énoncées dans le 
théorème 5.1. 


THÉORÈME 5.1 


et w sont des vecteurs du plan, alors: 
v est un vecteur. Fermeture. 
Commutativité. 
=H+(V+W) Associativité. 


Le vecteur nul est l’élément neutre pour l’addition de vecteurs. 


Voici des arguments informels qui devraient vous convaincre de la justesse de ces 


FIGURE 5.16 quatre énoncés. 
net de l'addition La première propriété découle directement de la définition de l’addition de deux 
e vecteurs 


vecteurs : la somme de deux vecteurs est un vecteur. 


La preuve de la deuxième propriété repose essentiellement sur la FIGURE 5.16, où les 
deux méthodes d’addition sont appliquées. 


Quant à la preuve de la troisième propriété, elle s'appuie sur la comparaison des 
deux graphiques de la FIGURE 5.17 (p. 212) qui mettent en évidence le fait que 


G+vV)+w = ù+(v+W). 
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Associativité de l'addition de vecteurs 


Ed 
* 
&1 


Et 


La quatrième propriété découle du fait que le vecteur nul représente un déplace- 
ment nul. 


RELATION DE CHASLES 


La méthode du triangle convient particulièrement bien lorsqu'on souhaite addition- 
ner plus de deux vecteurs. Dans ce cas, on juxtapose l'extrémité de chaque vecteur 
à l’origine du suivant. La résultante est le vecteur joignant l’origine du premier 
vecteur à l'extrémité du dernier vecteur. 


EXEMPLE 5.6 
Soit les vecteurs de la FIGURE 5.18. 


Animations GeoGebra 


Relation de Chasles Vecteurs du plan 


Accédez directement à l'animation: 
codeqrcu.page.link/pzai 


FIGURE 5.19 5 
Addition de plusieurs vecteurs 
ü _ 
æ F àS = SR 
ones _ } 
S 
F 
ü On obtient la somme # + ÿ + W +7 +S$ en joignant l’origine du vecteur à à l'ex- 
w trémité du vecteur $ après avoir appliqué des translations à tous les vecteurs sauf 
v ü, de manière que l'extrémité de chaque vecteur coïncide avec l’origine du vec- 
teur suivant (FIGURE 5.19). 
Relation de Chasles Le procédé décrit ci-dessus donne la relation de Chasles, qui s’énonce comme suit: 
La relation de Chasles sénonce comme si À, Bet C désignent trois points, alors AB + BC = AC (FIGURE 5.20). 


suit: si A,BetC sont des points du plan 
ou de l'espace, alors AB + BC = AC. La 


généralisation de cette règle appliquée à [FIGURE 5.20| 
n points quelconques du plan ou de l'es- Relation de Chasles 
pace est 
A4 + A4 + AA B Z 
++ AA = A4, de C 
+ 2 DC 
A ” 


Relation de Chasles généralisée 


On peut évidemment étendre cette règle à plus de deux vecteurs (FIGURE 5.21). Si 
A1, A2, A3, A, 1, À, désignent # points du plan (ou de l’espace, comme nous le 
verrons plus tard), alors 


AA; + AA, + AA, +-..+ À, A, = AA, 

Cette règle est simple à mémoriser. En effet, on peut considérer que le vecteur AA, 
représente un déplacement de À, à À), le vecteur A,4, un déplacement de À, à A3, 
le vecteur A,A, un déplacement de À, à A4, .…., le vecteur AÀ,_,A,_, un déplacement 
de À,_) à AÀ,_,, et le vecteur AÀ,_,A, un déplacement de À,_, à À,. La somme de ces 
vecteurs représente donc une suite de déplacements équivalente à un déplacement 
unique de A, à À,. On en conclut que la somme de ces vecteurs est le vecteur A,4,. 


De plus, il est clair que AÀ représente le déplacement de À à À, c'est-à-dire un 
déplacement nul; d’où AA = 0, le vecteur nul. 


UN PEU D'HISTOIRE 


Le mathématicien français Michel Chasles (1793-1880) enseigna à 
l'École polytechnique et à la Sorbonne.En1837, il publia un ouvrage 
qui contribua grandement à sa renommée: Aperçu historique sur 
l'origine et le développement des méthodes en géométrie, qui 
constitue une des premières et une des plus remarquables histoires 
de la géométrie. 


Chasles était toutefois extrêmement chauvin. Lorsqu'un certain 


Entre 1861 et 1869, il acheta de Lucas, à prix fort (140 000 francs), 
plus de 27 000 lettres dont 175 lettres de Pascal adressées à 
Newton, 139 de Pascal à Galilée, 6 d'Alexandre le Grand à Aristote, 
une de Cléopâtre à César, une de Marie-Madeleine à Lazare et une 
de Lazare à Saint-Pierre. Bien que toutes ces lettres aient été écrites 
en français et sur du papier, Chasles ne se rendit pas compte de la 
supercherie. Lorsqu'il montra les prétendues lettres de Pascal à 
l'Académie des sciences, on lui fit remarquer que l'écriture ne res- 


Vrain-Denis Lucas lui présenta des lettres soi-disant écrites par 
Pascal, dans lesquelles ce dernier formule la loi de la gravitation, 
Chasles s'empressa de les acheter. Il était convaincu de pouvoir 
ainsi démontrer que la découverte de la loi de la gravitation était 
attribuable à un Français (Pascal) plutôt qu'à un Anglais (Newton). 


semblait pas du tout à celle de Pascal. Ce n'est qu'après plusieurs 
années de controverse que Chasles reconnut s'être fait duper. 
Quant à l'auteur des contrefaçons, Vrain-Denis Lucas, il fut 
condamné à deux ans de pénitencier. 


MULTIPLICATION D'UN VECTEUR PAR UN 
SCALAIRE 


La multiplication d’un vecteur par un scalaire est la deuxième opération sur les 
vecteurs que nous définissons. Le produit d’un vecteur ÿ par un scalaire k est un 
vecteur, noté ki, qui possède les propriétés suivantes: 


Produit d’un vecteur par un scalaire 


Le produit d’un vecteur # par un scalaire k, 
noté ki, est un vecteur possédant les pro- 


priétés suivantes: < |kä]] ={[k|[l, c'est-à-dire que la norme (longueur) du vecteur kt est égale à [k] 
-|käl| = lk||ä|| (soit la valeur absolue du scalaire k) fois la norme du vecteur ÿ. 
. Le vecteur kÿ est parallèle au vecteur &. e Le vecteur kü est parallèle au vecteur ü. 


- Les vecteurs ü et kü ont la même direc- 
tion si À > 0, et des directions contraires 
si k < 0. Si k = 0, le vecteur ku est le 
vecteur nul, c'est-à-dire que Où = ni 


+ Les vecteurs à et kä ont la même direction si k > 0, et des directions contraires 
si k < 0. Si k = 0, le vecteur ki est le vecteur nul, c'est-à-dire que Où = 0. 


On utilise la notation —ü pour désigner le vecteur (—1)ä, soit le résultat de la mul- 
tiplication du vecteur 1j par le scalaire —1. 


Il est à noter que la multiplication par un scalaire est une opération sur deux entités 
qui n’appartiennent pas au même ensemble: k est un scalaire et 4 est un vecteur. Le 
résultat de cette opération est toutefois un vecteur. Le théorème 5.2 (p. 214) est 
une conséquence directe de la définition de la multiplication d’un vecteur par un 
scalaire. 
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Multiplication d'un vecteur par un scalaire 


Vecteur opposé 

Lopposé d’un vecteur 4, noté —5, est le 
vecteur qui, additionné à %, donne le 
vecteur nul. C'est le vecteur de même 
norme que %, mais de direction contraire. 


td Animations GeoGebra 


ae Multiplication d'un vecteur par 
= un scalaire 


Accédez directement à l'animation: 
codeqrcu.page.link/mLts 
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THÉORÈME 5.2 


Deux vecteurs non nuls # et ÿ sont parallèles si et seulement s’il existe un 


scalaire K tel que ki = Ÿ ou ky = ü, c'est-à-dire si le vecteur v (ou 4) s'exprime 
comme le produit du vecteur # (ou vŸ) par un scalaire k. 


EXEMPLE 5.7 


Soit les vecteurs %, —ü, —- ti et 2ü de la FIGURE 5.22. 


On remarque que ces quatre vecteurs sont parallèles. La norme du vecteur 2 est 
deux fois plus grande que celle du vecteur %, alors que la norme du vecteur - %ü 
n'est que la moitié de celle du vecteur . On note également que le vecteur 24 a 
la même direction que le vecteur %, alors que le vecteur —ü est de direction 
contraire. Enfin, on constate que à + (-ü) = ü — ü = 0. Le vecteur —ü est donc 
le vecteur opposé de ü. 


Il ressort de la définition du produit d’un vecteur par un scalaire que l'opposé d’un 
vecteur AB est le vecteur BA. On en tire une relation très importante, à laquelle nous 
recourrons fréquemment : 

— AB = BA 
En effet, le vecteur BA est parallèle au vecteur AB et il a la même longueur que AB, 
mais il est de direction contraire. 


Cette propriété et la relation de Chasles permettent de simplifier diverses expres- 
sions vectorielles. 


EXEMPLE 5.8 


On simplifie l'expression AB — CB + CD comme suit: 


+ BC+C 


> 


| AB -CB+CD = AB-(-BC)+CD 


Il 
> 


PROPRIÉTÉS DE LA MULTIPLICATION 
D'UN VECTEUR PAR UN SCALAIRE 


Tout comme l’addition, la multiplication d’un vecteur par un scalaire présente des 
propriétés intéressantes que nous avons regroupées dans le théorème 5.3. 


Si ü et ÿ sont des vecteurs du plan, et a et b des scalaires, alors: 


3. (ab)ü = a(bü) 
4. (a + b)ù = aû + bù 


5. a(ü + Ÿ) = aù + av 


ri IE es Na. 
Vecteur unitaire 6. Si à # 0, alors le vecteur ——% est un vecteur unitaire, c’est-à-dire un 
Un vecteur unitaire est un vecteur dont la ll | 
norme (la longueur) vaut 1. En particulier, vecteur dont la norme (longueur) vaut 1. 


ee l = . 
siü # 0, alors El est un vecteur unitaire. 
u 


Nous nous contenterons de démontrer la propriété 6. 


_ l 
Si ä Z 0, alors le vecteur El est un vecteur unitaire. 
ü 
PREUVE 
= 1 
Comme ü # 0, alors [||] 4 O et l'expression TE est définie. On veut montrer 
ü 
que la norme du vecteur ” vaut 1. Or, 
ü 
TE a LL 
ll] quil 
l 
= —|à| 
[lil] 
=" 
; s - 1 —. 
Vous pouvez maintenant faire Par conséquent, le vecteur ——% est un vecteur unitaire. 
les exercices récapitulatifs 3 à 10. Ila|| [=] 


EX COMBINAISON LINÉAIRE DE VECTEURS 


On peut combiner l'addition de vecteurs et la multiplication d’un vecteur par un 
scalaire. Ainsi, l'expression 34 + 4 — 2W est définie. 


[FIGURE 5.23) Soit les vecteurs du plan de la FIGURE 5.23. 


Vecteurs du plan 
Tracez le vecteur. 


a) 3ü 
à b) 2 
PR c) 3%+47—2W 


Toute expression de la forme 4 + au; +++ 4, U,, OÙ &, @, …, 4, Sont des sca- 


Combinaison linéaire laires, est une combinaison linéaire des n vecteurs uj, 43, ..., 4,. La notion de com- 
Une combinaison linéaire des n vecteurs binaison linéaire est un concept clé auquel nous recourrons souvent. Souvenez-vous 
de Mar qu’il s’agit de la «combinaison » de l'addition de vecteurs et de la multiplication d’un 
forme 4 uj + du ++ a,u, où : 

G, 4, …, d, sont des scalaires. vecteur par un scalaire. 
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Le théorème 5.4 énonce une propriété fondamentale des vecteurs du plan. 


E Animations GeoGebra 


Combinaison linéaire de deux ee _ x 
vecteurs géométriques Si ä et v sont deux vecteurs non nuls et non parallèles du plan, alors tout 


Accédez directement à l'animation: vecteur w du plan s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs à et v. 
codeqrcu.page.link/AdcR 


PREUVE 
On distingue trois cas. 


Premier cas: # = 0 
m=0 — w=0+0 = O0ù+ 0, cette dernière somme étant une combinai- 
son linéaire des vecteurs ü et y. 
Deuxième cas: Le vecteur w est parallèle à l’un des vecteurs di et v. 
Sans perte de généralité, on peut supposer que w est parallèle à ü, de sorte que 
W = aù 
aü +0 
= aü + 0Y 
De manière similaire, on obtient le même résultat si w est parallèle à Y. Par 
conséquent, si le vecteur w est parallèle à l’un des vecteurs et y, il s'écrit 
comme une combinaison linéaire des vecteurs ü et ÿ. 
Troisième cas: Le vecteur w n’est parallèle ni à 4, ni à v. 


Comme aucun des trois vecteurs n'est parallèle à l’un des deux autres vecteurs, 
il est possible de les tracer dans le plan de façon que leurs origines coïncident, 
comme l'indique la FIGURE 5.24. 


FIGURE 5.24 


Représentation des vecteurs ü, v et w 


La longueur des vecteurs et leur position relative pourraient être différentes, 
mais cela ne changeraïit essentiellement rien à l'argument qui suit. 


On construit le parallélogramme ayant comme diagonale le vecteur w et dont 
les côtés correspondent à des vecteurs respectivement parallèles aux vecteurs 
ü et v. Alors W = aü + bv où a et b sont des scalaires (FIGURE 5.25). 


Vecteurs linéairement indépendants 


Des vecteurs w, 45, ..…., u, sont dits linéai- 
rement indépendants si et seulement si la 
seule combinaison linéaire de ces vecteurs 
qui est égale au vecteur nul est celle où 
tous les coefficients (les scalaires) sont 
nuls. De manière plus formelle, n vecteurs 
U, WU, .…, U, sont dits linéairement indé- 
pendants si et seulement si 


QU + Du + +au, = 


ro) 
= 4 =0,a, =0,...,a, =0 


FIGURE 5.25 


Expression du vecteur Ww comme une combinaison 
linéaire des vecteurs ü et 


LT 


0Ÿ 


Dans la figure 5.25, les scalaires a et b sont positifs et tous deux sont inférieurs 
à 1. Il est possible que l’un ou l’autre des coefficients ga et b soient négatifs, 
comme l'indique la FIGURE 5.26. 


Expression du vecteur Ww comme une combinaison 
linéaire des vecteurs ü et 


Dans la figure 5.26, on constate que le scalaire a est négatif et quela| > 1, alors 
que0<b<I. 


Tout vecteur du plan s'écrit donc comme une combinaison linéaire de deux 
vecteurs non nuls et non parallèles du plan. [=] 


INDÉPENDANCE LINÉAIRE DE PLUSIEURS 
VECTEURS 


Le concept d’indépendance linéaire est étroitement lié à celui de combinaison 
linéaire. On dit que n vecteurs 4j, 4, ..., 4, sont linéairement indépendants si et 
seulement si la seule combinaison linéaire de ces vecteurs égale au vecteur nul est 
celle où tous les coefficients (ou scalaires) sont nuls. 


De manière plus formelle, n vecteurs 1, >, ..., u; sont dits linéairement indépen- 
dants si et seulement si 
Œu + Di +--+au = 0 = a =0,4 =0,...,a, = 0 


Il est clair que toute combinaison linéaire de vecteurs où tous les coefficients 
(a, 4, …, a,) sont nuls est égale au vecteur nul. Pour montrer que des vecteurs sont 
linéairement indépendants, il faut montrer que cette combinaison linéaire particu- 
lière est la seule qui est égale au vecteur nul. 
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Vecteurs linéairement dépendants 


Des vecteurs uj, u5, .…, u; sont dits linéai- 
rement dépendants si et seulement s’il 
existe une combinaison linéaire de ces 
vecteurs égale au vecteur nul et dans 
laquelle au moins un des coefficients est 
différent de 0, c'est-à-dire sil existe une 
combinaison linéaire égale au vecteur nul 
et différente de celle où tous les coefficients 
sont nuls. Ainsi des vecteurs qui ne sont 
pas linéairement indépendants sont linéai- 
rement dépendants et vice versa. 


FIGURE 5.27 


Dépendance et indépendance linéaire 


el 


Produit scalaire 


Le produit scalaire est une opération sur 


deux vecteurs dont le résultat est un scalaire. 


Le produit scalaire de deux vecteurs 4 et y 
est donné par l'expression 


et 
# 
O1 


___  [AIPFIIcose si ä # Ü et 
u-v= _ 
0 siäü = Oouv=0 


où 6 représente l'angle déterminé par les 
vecteurs ü et v. 


Si des vecteurs ne sont pas linéairement indépendants, on dit qu’ils sont linéaire- 
ment dépendants. Par conséquent, les vecteurs wj, 4,,...,u, sont linéairement 
dépendants si et seulement s’il existe une combinaison linéaire de ces vecteurs égale 
au vecteur nul et dans laquelle au moins un des coefficients est différent de 0, c’est- 
à-dire si et seulement s’il existe une combinaison linéaire égale au vecteur nul et 
différente de celle où tous les coefficients sont nuls. En fait, des vecteurs 4j, 5, ...,u; 
sont linéairement dépendants dans la mesure où l’un de ces vecteurs peut s’écrire 
comme une combinaison linéaire des autres, c'est-à-dire qu'un de ces vecteurs 
«dépend» des autres dans le sens où il s'exprime linéairement en fonction des 
autres. 


EXEMPLE 5.9 


Dans la FIGURE 5.27, les vecteurs ÿi et ÿ sont linéairement indépendants, alors que 
les vecteurs à et w sont linéairement dépendants. 


En effet, on note que les vecteurs & et ÿ ne sont pas parallèles, alors que les vec- 
teurs ü et w le sont. 


Si ü et y étaient des vecteurs linéairement dépendants, alors il existerait une 
combinaison linéaire at + bÿ = 0 telle que a Z 0 ou b Z 0. Sans perte de géné- 
ralité, on peut supposer que a # 0. Il s'ensuit que 


+ b 
aü+by=0 = aù=0-by=-bù = ü =--7y 


a 
Cela revient à dire que les vecteurs ÿ et ÿ sont parallèles, ce qui contredit l’hypo- 
thèse. Par conséquent, les vecteurs # et v sont linéairement indépendants. 


En fait, deux vecteurs non nuls du plan qui ne sont pas parallèles sont toujours 
linéairement indépendants. 


Par ailleurs, comme les vecteurs 4 et w sont parallèles, il existe un scalaire K tel 
que kü = W, d'où kü — w = 0. Il existe donc une combinaison linéaire des vec- 
teurs 4 et w qui est égale au vecteur nul et dans laquelle au moins un des coefïi- 
cients est différent de 0. En effet, le coefficient de w vaut —1. Par conséquent, en 
vertu de la définition de l’indépendance linéaire, les vecteurs ä et w sont linéai- 
rement dépendants. 


En fait, deux vecteurs parallèles du plan sont toujours linéairement dépendants. 


À l’aide du théorème 5.4 (p. 216) et des résultats présentés dans l’exemple 5.9, 
montrez que tout vecteur du plan s'écrit comme une combinaison linéaire de 
deux vecteurs linéairement indépendants. 


PRODUIT SCALAIRE ET ANGLE 
ENTRE DEUX VECTEURS 


Le produit scalaire est une opération sur deux vecteurs, et son résultat est un 
scalaire. Le produit scalaire de deux vecteurs ü et v, noté 4 - y, (lire «w point y» ou 
«u scalaire v») est donné par l'expression 


. Iä|IFlcosO si ü # 0 et v # 0 
V = 


0 si ä = 0 ou ÿ = 0 


Angle 6 déterminé par les vecteurs ü et ÿ 


<l 


“tt Animations GeoGebra 


d'æÆt Produit scalaire de deux 
arts vecteurs géométriques du plan 


Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/Seip 


où 6 est le plus petit angle déterminé par les vecteurs % et ÿ lorsqu'ils sont non nuls 
(FIGURE 5.28). 


Par conséquent, 0 < 0 < x ou 0° < 0 < 180° selon que l’angle est mesuré en radians 
ou en degrés. 


EXEMPLE 5.10 


Si l'angle entre deux vecteurs ÿ et ÿ est de 60°, et si les normes de ces vecteurs 
sont respectivement de 3 et de 5, alors 


& 


-v = |la||y|Icose 
= 3(5)(cos60°) 
= 3(5)(0,5) 
= 7,5 


La formule du produit scalaire sert également à calculer l’angle entre deux vecteurs 
non nuls dont on connaît les normes et le produit scalaire: 


ñ-v=|ällFlcose = cos9 = — 8 = arccos 
Ikä||11w| AA] 


Soit # et vŸ des vecteurs et @ l'angle qu'ils déterminent. Inscrivez les éléments 
manquants et répondez aux questions. 


al [Pl 9 av 
a) 4 8 30 
b) 3 4. (0) Que peut-on dire de à et de ÿ? 
Ca? D  —À Que peut-on dire de à et de ÿ? 


CXXMIJ PROPRIÉTÉS DU PRODUIT SCALAIRE 


Le produit scalaire possède des propriétés intéressantes que nous avons regroupées 
dans le théorème 5.5. 


THÉORÈME 5.5 


Soit trois vecteurs %, ÿ et W et un scalaire 4. 


. U:V=7Y-Ü Commutativité. 


-(V+W)=40-V+4-W  Distributivité du produit scalaire par rapport 
à l'addition de vecteurs. 


. a -v)=(aü)-v =ü.(a) 


.ü-ü =|{ülf 


. Deux vecteurs non nuls à et Ÿ sont perpendiculaires si et seulement si 
CET 
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Nous allons démontrer immédiatement les propriétés 1, 4 et 5, et nous prouverons 
plus loin la propriété 2. Nous vous laissons le soin de faire la démonstration de la 
propriété 3 en guise d'exercice. 


PROPRIÉTÉ 1 


u-V=v-ù 


PREUVE 
On distingue deux cas. 


Premier cas: Un des deux vecteurs (ÿ ou Ÿ) est le vecteur nul. 


On peut supposer, sans perte de généralité, que ä = 0; alors, en vertu de la défi- 
nition du produit scalaire, 4 - ÿ = 0 et ÿ - ä = 0, de sorte que ü -ÿ = ÿ -ü. 


Deuxième cas: Aucun des deux vecteurs (ni %, ni ÿ) n’est le vecteur nul. 
Comme les deux vecteurs sont non nuls, 


ü y = [ti|1[F|lcosa Définition du produit scalaire. 


[w|||&|lcosa  Commutativité de la multiplication dans les réels. 


V-t Définition du produit scalaire. [=] 


PROPRIÉTÉ 4 


ü à =|Wf 


PREUVE 
On distingue deux cas. 


Premier cas: ü = Ü 
En vertu de la définition du produit scalaire, ü - à = 0. De plus, comme à = 6, 
on a |fä|| = 0, d’où ü- ü = 0 =|älf. 
Deuxième cas: % # Ô 
ü-ü ={fü|[[{lcos@ Définition du produit scalaire. 


= |fül P cos0®  L'angle entre à et ä vaut 0° 


= IäP cos 0° = 1. [s] 


PROPRIÉTÉ 5 


Deux vecteurs non nuls à et ÿ sont perpendiculaires si et seulement si 4 - ÿ = 0. 


PREUVE 
(=) Si ä et Ÿ sont des vecteurs non nuls perpendiculaires, alors 


uv = ä|||#|lcosa Définition du produit scalaire. 


= [fai] | | |” | | cos90°  L'angle entre deux vecteurs perpendiculaires vaut 90°. 


= ja||FIKO) 

= 0 
(=) Si ä et y sont des vecteurs non nuls tels que ÿ - ÿ = 0, alors|fä|[[ÿ|[cos@ = 0. 
Or, un produit de nombres réels ne vaut 0 que si au moins l’un des facteurs vaut 0. 
Comme les vecteurs ÿ et ÿ sont non nuls, leurs normes sont différentes de 0. Il 
faut donc que cosO = 0, d’où 0 = 90°. Par conséquent, les vecteurs % et Ÿ sont 
perpendiculaires. [=] 


Vecteurs orthogonaux 

Deux vecteurs sont orthogonaux si et 
seulement si leur produit scalaire est O. 
Dans le plan ou l'espace, des vecteurs 
orthogonaux non nuls sont perpendi- 
culaires. 


Système générateur d’un espace 
vectoriel 

Un ensemble de vecteurs est un système 
générateur d’un espace vectoriel si tout 
vecteur de cet espace s'écrit comme une 
combinaison linéaire des vecteurs de 
l'ensemble. 


Base d’un espace vectoriel 

Une base d’un espace vectoriel est un en- 
semble de vecteurs linéairement indépen- 
dants de cet espace, lesquels forment un 
système générateur de l'espace. 


Base orthogonale 


Une base orthogonale d’un espace vecto- 
riel est une base formée de vecteurs ortho- 
gonaux deux à deux. 


Base orthonormée 


Une base orthonormée d’un espace vectoriel 
est une base formée de vecteurs orthogo- 
naux unitaires. 


5.4 


[FIGURE 5.29) 
Parallélogramme ABCD 

B C 
A D 


On appelle vecteurs orthogonaux" deux vecteurs dont le produit scalaire vaut 0. Il 
découle de la propriété 5 que deux vecteurs non nuls du plan (ou de l’espace) sont 
orthogonaux si et seulement s’ils sont perpendiculaires. 


Prouvez la propriété 3 du théorème 5.5 (p. 219). 


Dans l'exercice 5.4 (p. 218), vous avez montré que tout vecteur du plan s’écrit comme 
une combinaison linéaire de deux vecteurs linéairement indépendants. Par consé- 
quent, deux vecteurs du plan linéairement indépendants forment en quelque sorte 
le matériau avec lequel on peut construire l’ensemble des vecteurs du plan (ou l’espace 
de tous les vecteurs du plan). Ces deux vecteurs constituent ce qu’on appelle un sys- 
tème générateur d’un espace vectoriel parce que l’ensemble de leurs combinaisons 
linéaires engendre l’ensemble de tous les vecteurs du plan. C’est pourquoi on dit que 
deux vecteurs linéairement indépendants forment une base de l'espace des vecteurs 
(ou espace vectoriel) du plan. Notons que, pour former une base d’un espace vec- 
toriel, un ensemble de vecteurs doit posséder les deux caractéristiques suivantes: 


1. Les vecteurs de l’ensemble doivent être linéairement indépendants. 
2. Les vecteurs doivent former un système générateur. 


Si la base d’un espace vectoriel est telle que le produit scalaire de chaque paire de 
vecteurs distincts vaut 0, on dit qu’il s’agit d’une base orthogonale. Dans le cas des 
vecteurs du plan, deux vecteurs perpendiculaires non nuls forment une base 
orthogonale. 


Si, de plus, les vecteurs d’une base orthogonale sont unitaires, on dit qu’ils forment 
une base orthonormée. 


PREUVES VECTORIELLES EN GÉOMÉTRIE 


DANS CETTE SECTION : barycentre. 


On peut recourir aux vecteurs pour démontrer, de façon élégante, certains théo- 
rèmes de la géométrie euclidienne. 


EXEMPLE 5.11 


Les diagonales d’un parallélogramme se coupent en leur milieu. 


Nous allons présenter deux preuves de cet énoncé. 


PREUVE 1 
Soit un parallélogramme ABCD quelconque (FIGURE 5.29). 


On note P le milieu du segment de droite BD (l’une des deux diagonales du 
parallélogramme). On veut montrer que P est le milieu du segment AC, c'est- 
à-dire que AP = % AC ou, ce qui est équivalent, 2AP = AC. 


Or, d’une part, AP = AB + BP et, d’autre part, AP = AD + DP, de sorte que 


2AP = AB + BP + AD + DP 


= AB + AD + BP + DP 


*_ Orthogonal a pour étymologie deux mots grecs, soit orfthos qui veut dire « droit» et gonia qui veut dire 
«angle» ; des vecteurs non nuls orthogonaux forment un angle droit. 


VECTEURS DU PLAN RE 


En vertu de la définition de l’addition de deux vecteurs (méthode du parallélo- 
gramme), AB + AD = AC. De plus, comme P est le milieu du segment BD, on a 
BP + DP = 0. 


Par conséquent, 2AP = AC, d’où AP = Y AC. Ainsi, en vertu de la définition de 
la multiplication par un scalaire, le point P divise la deuxième diagonale AC en 
deux parties égales. Le point P est donc situé à l’intersection des deux diagonales, 
qu’il divise en deux parties égales: les diagonales du parallélogramme se coupent 
donc en leur milieu. [=] 


PREUVE 2 
Soit P le point milieu du segment BD. Alors, BP = PD, de sorte que 


AP = AD + DP 
= BC + PB 
= PB + BC 
= PC 


Par conséquent, les segments de droite AP et PC sont parallèles, de sorte que le 
point P est situé sur la diagonale AC. De plus, puisque les vecteurs AP et PC sont 
égaux, le point P est le point milieu de la diagonale AC. 


Les diagonales d’un parallélogramme se coupent donc en leur milieu. [1 


Complétez la preuve du théorème suivant : 


Les hauteurs d’un triangle se coupent en un point (qu'on appelle «orthocentre»). 


PREUVE 
[FIGURE 5.30] Soit un triangle ABC (FIGURE 5.30). 
Hans Ase Soit R le point d’intersection des hauteurs AF et BD. Soit CE le segment de 
B droite issu du sommet C et passant par le point R. On veut montrer que CE 
Pa est à AB ou, de manière équivalente, que CR est 
E à AB. Or, AC : BR = et AR: CB = parce 


ue .Ona 
1 : AB.CR=(AC+__).(CB+ BR) 


— AC CB+AC-ER+ " 


-Q 


= AC-CB+_+(CA+ AB)-CB+CB-BR 


= AC : CÈ + CA : CB + AË : CB + CB: BR 


= AC CB AC-CB+AB-CR+BR-CÈ 
= (AB+ BR): CB 


Les vecteurs AB et CR sont donc . On en déduit que 

CE est la hauteur du triangle issue du point C et que cette hauteur passe par 
le point d’intersection R des deux autres hauteurs du triangle. Par conséquent, 
les hauteurs d’un triangle se coupent en un point. [=] 


Le théorème 5.6 s'avère utile dans certaines démonstrations vectorielles. 


THÉORÈME 5.6 


Trois points distincts À, B et C sont colinéaires (c'est-à-dire situés sur une 
même droite) si et seulement si pour tout autre point ©, appelé point auxi- 
liaire, il existe un scalaire k pour lequel 


OC = kOÀ + (1 — k)OB 


PREUVE 


(=) Si A, B et C sont trois points distincts et colinéaires, alors les vecteurs BC 
et BA sont parallèles, de sorte qu’il existe un scalaire k tel que BC = kBA. Par 
conséquent, 
OC = OB + BC 
= OB+KBÀ 


= OB + k(BO + OÀ) 


= OB + k(-OB + OÀ) 


= kOA + (1- k)OB 


On peut également comprendre ce résultat à l’aide de la FIGURE 5.31, dans 
laquelle les points A, B et C sont colinéaires, de sorte que BC = kBA et 
CA = (1— k)BA. 


Représentation géométrique du théorème 5.6 


(1-k)OA 


On déduit les scalaires k et (1 — k) associés aux vecteurs OÀ et OB par compa- 
raison de triangles semblables. En vertu de la méthode du parallélogramme, 
on constate aisément que OC = KOÀ + (1 — k)OB. 
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Barycentre 


Le barycentre d’un ensemble de n points 
P, P,,.. 


. P, du plan est tout point P tel 


que PP, + PP, +--.+ PP, = 0. 
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CHAPITRE 5 


(=) Si À, B et C sont trois points distincts tels que, pour tout autre point O, il 
existe un scalaire k pour lequel OC = kOA + (1 — k)OB, alors 


BC = BO + OC 
= —OB + kOA + (1 — kK)OB 
= kOA — kOB 
= k(OA - OB) 
= k(OA + BO) 
= KBÀ 


Par conséquent, BC et BA sont parallèles, et les points À, B et C sont coli- 
néaires. O 


On appelle barycentre d’un ensemble de n points P, P,, ..…, P, du plan tout point P 
tel que PP + PP, +.-.+ PP, = Ô.En mécanique, le barycentre correspond au centre 
de masse; on le définit comme le point d’équilibre de toutes les forces qui en sont 
issues et qui ont comme extrémités les points P, P,,..., P. 


On peut montrer (exercice récapitulatif 22) que le barycentre P d’un ensemble de 
n points du plan, P, P,, ..., P, vérifie l’équation vectorielle 


OP = Y (OP + OP, +...+ OP,) 


où O est un point auxiliaire. 


EXEMPLE 5.12 


Les médianes d’un triangle se coupent en son barycentre. Celui-ci est situé aux 
deux tiers de chaque médiane, à partir du sommet. 
PREUVE 


Soit un triangle ABC (FIGURE 5.32) dont le barycentre est P, et un point auxi- 
liaire O. 


FIGURE 5.32 


Barycentre et médianes 


Alors, OP = Y(0A + OB + OC). 


Si on note D, E et F les points milieux des côtés du triangle, alors 
OD = OÀ + AD 
= OÀ + Y AC 
= OÀ + Y,(AO + OC) 


= (04 + OÙ) 


Par conséquent, OA +OC =20D. De façon similaire, on montre que 
OÀ + OB = 20E et que OB + OC = 20F. 


On déduit de ces trois dernières équations et de OP = (OA + OB + OC) les trois 
égalités 


OP = YOB + ZOD 
OP = OC + XOË 
OP = OA + %,0F 


En vertu du théorème 5.6 (p. 223), le point P est situé sur chacun des segments BD, 
CEet AF. Le barycentre P est donc un point de chacune des médianes du triangle 
et, par conséquent, il est situé à l’intersection des médianes. De plus, 


BP = BO + OP 
= BO + 0B + OD 
= 7, BO + %,OD 
= %,BD 


De manière similaire, AP = 7% AF et CP = %4CE. 


Par conséquent, les médianes d’un triangle se coupent en son barycentre, qui est 
situé aux deux tiers de chaque médiane, à partir du sommet. 


Soit M et N les points milieux des deux côtés non parallèles (AD et BC) d’un 
trapèze ABCD. Montrez que le segment de droite MN est parallèle aux segments 
Vous pouvez maintenant faire AB et DC et que la longueur du segment MN correspond à la moitié de la somme 
les exercices récapitulatifs 11 à 33. des longueurs des segments AB et CD. 


M VECTEURS ALGÉBRIQUES DU PLAN 


DANS CETTE SECTION : vecteur position - composantes d'un vecteur - vecteur algébrique 
du plan - espace euclidien de dimension deux - norme euclidienne d'un vecteur de R° - 
matrice de passage - produit scalaire - projection orthogonale. 


Lorsque nous avons abordé la notion de direction d’un vecteur, nous avons tracé des 
vecteurs dans un plan cartésien en faisant coïncider leur origine avec le point O(0, 0). 
Nous allons reprendre ce procédé pour exprimer les vecteurs géométriques sous 
forme algébrique. Définissons d’abord deux vecteurs à l’aide desquels il est possible 
d'exprimer tout vecteur du plan. 
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Vecteur position 
Le vecteur position, ou rayon vecteur, dun 


point X est le vecteur OX issu de l'origine 
et dont l'extrémité est le point X. 


EXXE COMPOSANTES D'UN VECTEUR 


On note À le vecteur dont l’origine est le point (0, 0) et dont l'extrémité est le 
point (1, 0). Ce vecteur est un vecteur unitaire ayant comme support l’axe des abs- 
cisses. On note j le vecteur dont l’origine est le point (0, 0) et dont l'extrémité est 
le point (0, 1). Ce vecteur est un vecteur unitaire ayant comme support l'axe des 
ordonnées. 


Soit les points du plan A(a, 0), B(0, b), C(c, 0), D(0, d), E(0,e), F(c,e) et G(a, b) 
(FIGURE 5.33). Il est clair que OÀ = aï = aï + 0j. En effet, le vecteur OÀ a la même 
direction que le vecteur 7, et sa norme est égale à a fois celle du vecteur ?. De façon 
analogue, 

OB = bj = 0i +bj 

OC = ci = ci +0 j 

OD = dj = 0i + dj 

OË = ej = 0i +ej 
Il est à noter que, puisque c < 0, les vecteurs OC et ? sont de directions contraires. 


De même, comme d < 0, les vecteurs OD et j sont aussi de directions contraires 
(figure 5.33). 


Représentation de vecteurs dans le plan cartésien 


RY 


Par exemple, le vecteur OÀ, qui joint le e point (0,0) au point (3,0) s'écrit 
OA = 3i = 3i +0j j. De même, le vecteur OD, qui joint le point (0, 0) au point 
(0, 5), s'écrit OD = -5j = Of 5j. 


Mais il y a plus! Par exemple, le vecteur OG, qui joint le point (0, 0) au point (a, b), 
s'écrit OG = OÀ + OB = ai + + De même, le vecteur OF, qui joint le point (0, 0) 
au point (c, e), s'écrit OF=OC+O0Ë=c+e j. Ces deux derniers exemples portent 
à croire qu ‘en ! général le vecteur OX, qui joint le point (0, 0) au point X (%s D) s'écrit 
OX = xi + y, cette somme étant une combinaison linéaire des vecteurs À et j. On 
appelle le vecteur OX vecteur position ou rayon vecteur du point X(x, y). Tout 
vecteur du plan issu de l’origine, soit le point O(0, 0), comporte donc deux compo- 
santes (une en j et l’autre en j) dont les coefficients sont les coordonnées de l’extré- 
mité du vecteur. 


FIGURE 5.34 


Représentation de vecteurs 
dans le plan cartésien 


Y 


HBPETE Animations GeoGebra 
BACS PH 
RSC 
= ail 
Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/T32Y 


Tracé d'un vecteur algébrique 
dans le plan cartésien 


Mais qu'en est-il d’un vecteur qui n'est pas issu de l’origine? Comment peut-on 
trouver ses composantes ? 


EXEMPLE 5.13 


On veut trouver les composantes du vecteur issu du point A(2, 1) et dont l’extré- 
mité est le point B(4, —2) (FIGURE 5.34). 
On a donc 
AB = AO + OB 

= -OA + OB 

= —(2i + j)+4i -2j 

=-21+4i-j-2; 

= 2i 3j 

SOC 


En s'inspirant de l'exemple 5.13, on écrit le vecteur AB allant du point A(&, 4) au 
point B(b, b}) comme suit: 


AB = AO + OË 
= -OÀ + OB 


— (ai + dj) Ga bi Ga bij 
= (bi - &)i +(b2 —-a)j 
On obtient donc chaque composante du vecteur AB en soustrayant la composante 
correspondante du vecteur OA de celle du vecteur OB. 


On peut donner une autre interprétation du résultat donné ci-dessus. On obtient le 
vecteur AB en effectuant un déplacement horizontal d'une longueur de b — &, suivi 
d’un déplacement vertical d’une longueur de b, — a; Sous forme vectorielle, 
ces déplacements s’écrivent respectivement (b, — &)f et (b; — 4)j. Le vecteur AB 
est égal à la somme de ces deux déplacements: AB = (b, — &)i +(b; — a)j 
(FIGURE 5.35). 


FIGURE 5.35 


Interprétation de vecteurs comme des déplacements 


B(b Ê b:) 
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Composantes d’un vecteur 

Les composantes d’un vecteur sont les 
coordonnées du point associé à l'extrémité 
de ce vecteur lorsque ce dernier est issu 
de l'origine. Les composantes du vecteur 


OX =[x y] sont donc les scalaires x et y. 


Vecteur algébrique du plan 


Un vecteur algébrique du plan est un vec- 
teur exprimé sous une forme algébrique 
(une matrice de format 1 X 2) à l'aide de 
ses composantes. 


Espace euclidien de dimension deux 


Lespace euclidien de dimension deux, 
noté R2, est l'ensemble des vecteurs 
algébriques du plan cartésien, soit 
‘ensemble des matrices de format 1 x 2 
dont les éléments sont des nombres réels : 
R'={{x xImetxeR}. 


On obtient donc les composantes du vecteur AB en soustrayant les coordonnées de 
l'origine du vecteur des coordonnées correspondantes de son extrémité. 


Ainsi, on peut déplacer n'importe quel vecteur du plan de façon que son origine 
coïncide avec le point O(0, 0) et son extrémité avec le point X(x, y). Le vecteur 
s’écrit alors comme une combinaison linéaire des vecteurs ÿ et j: 


OX = xi + ÿj 
Il est à noter que les vecteurs ? et j sont linéairement indépendants et unitaires, et 


qu'ils forment un système générateur. Autrement dit, ils constituent une base ortho- 
normée de l’ensemble des vecteurs du plan. 


Pour chaque paire de points À et B, exprimez le vecteur AB comme une 
combinaison linéaire des vecteurs i et j. 


a) A(0,0)et B(3,5) d) A(4, 8) et B(0, 0) 
b) A(0, 0) et B(-—2, 0) e) A(8, —4) et B(-1, 3) 
c) A(0, 0) et B(0, —-4) f) A(-1, —2) et B(1, 4) 


RELATION ENTRE LES VECTEURS 
ALGEBRIQUES ET LES MATRICES 


Soyons audacieux maintenant! Ne retenons que les coefficients du vecteur 
OX = xi + yj et écrivons ce dernier sous la forme matricielle OX =[x y]. Mais 
attention à la notation! L'expression F2 y) représente un point du plan cartésien, 
alors que [x y] représente le vecteur qui joint l’origine (0, 0) du plan cartésien au 
point (x, y). Les scalaires x et y sont appelés composantes du vecteur. Les vecteurs 
du plan ainsi exprimés sous forme algébrique sont appelés vecteurs algébriques du 
plan. On donne à l’ensemble des vecteurs algébriques du plan, noté R?, le nom 
d'espace euclidien de dimension deux. 


Mais ce n'est pas tout! Il existe une équivalence entre les opérations et les relations 
définies sur les matrices, et les opérations et les relations définies sur les vecteurs, 
comme l'indique le TABLEAU 5.1. N'oubliez pas que les vecteurs ? et j sont linéaire- 
ment indépendants et que, par conséquent, la seule combinaison linéaire de ces 
vecteurs qui soit égale au vecteur nul est la combinaison où tous les coefficients 
sont nuls. 


* Il existe plusieurs notations pour écrire un vecteur algébrique. Dans la littérature, on trouve (x, y), 
(x, y}, [x let [x y]. Bien que la première de ces notations aït été couramment employée il y a 
quelques années, elle présente l'inconvénient dêtre identique à la représentation d’un point dans le plan 
cartésien. Récemment, beaucoup d'auteurs ont opté pour l’une ou l'autre des trois dernières notations, 
qui éliminent le risque de confusion. Nous avons opté pour la notation matricielle parce quelle établit 
un lien entre les vecteurs et les matrices tout en permettant de faire la distinction entre vecteurs et points. 


LNTNER 


Animations GeoGebra Relations et opérations sur les vecteurs 
Er Opérations sur les vecteurs 
A: algébriques du plan Forme algébrique 
Accédez directement à l'animation: Forme vectorielle (matricielle) 
codegrcu.page.link/vfSt = = = _ 
Vecteurs ü=uit+ujetv = vit+v)] ñ=[u wletv=[" vw] 
Vecteur nul Ô = 0i +0j 0=[0 0] 
Égalité G = Ÿ = wi + = Mi +V] u=vr=[u w]=["n v] 
= (un = )i +(w =); = 0 DH =Vetu =" 
> WU —V, = 0etu, — y; =0 
DB = tu =V 
Addition u+v = (ui 4 wi) + (vi 4 j) ü+v=[u w]+[n v] 
= (u +n)i +(u +v)j Se) 
Multiplication kü = k(iui je wj) kü=k[u w] 
par un scalaire : e N 
= ki + kuj =[ku ke] 


Voici, en clair, les propriétés énoncées dans le tableau 5.1: 


< Tout vecteur du plan (ou tout vecteur appartenant à IR?) comporte deux compo- 
santes, la première selon le vecteur ? (la composante horizontale) et la seconde 
selon le vecteur j (la composante verticale). 


+ Les composantes du vecteur nul valent O. 


. Deux vecteurs sont égaux si et seulement si leurs composantes correspondantes 
sont égales. 


+ _ Chaque composante du vecteur résultant est égale à la somme des composantes 
correspondantes des vecteurs additionnés. 


+ _ Chaque composante du produit d’un vecteur par un scalaire est égale au produit 
de la composante correspondante du vecteur par le scalaire. 


*< On peut interpréter un vecteur du plan comme une matrice ligne de format 1 x 2 
et, inversement, une matrice ligne de format 1 X 2 comme un vecteur du plan. 


Il est important de rappeler encore une fois que le vecteur à = [w, u, ] peut représen- 
ter un vecteur géométrique issu du point (0, 0), dont l'extrémité est le point (4, #2); 
en d’autres termes, les composantes d’un vecteur correspondent aux coordonnées 
de l'extrémité de ce vecteur lorsque l’origine de celui-ci coïncide avec l’origine du 
plan cartésien. Par ailleurs, les matrices lignes ne servent pas uniquement à expri- 
mer sous forme algébrique les vecteurs géométriques représentés par des flèches. 
Les matrices lignes de format 1 X 2 sont employées, bien sûr, pour écrire les com- 
posantes d’un vecteur géométrique, mais on peut également les utiliser pour coder 
d’autres types d’information - par exemple la liste des prix (ou des quantités) de 
deux biens -, comme nous l’avons fait dans les premiers chapitres du présent 
manuel. Dans ce cas, la représentation géométrique (grandeur et direction) d’un 
vecteur algébrique n’a pas de sens. 


* Il s'agit d’un vecteur ligne, mais on aurait également pu utiliser un vecteur colonne, soit une matrice 
colonne de format 2 X 1. Ainsi, dans un système d'équations linéaires, on aurait pu employer les expres- 
sions vecteur des inconnues et vecteur des constantes, plutôt que matrice des inconnues et matrice des 
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constantes. 


Soit les vecteurs % = [1 —1], ÿ =[4 -8]etw =[6 3]. Évaluez l'expression. 
Le 2 Le « nc ler ul 
a) —2ü + 37 — W NE Cr c) dr 


Nous étendrons le concept de vecteur aux matrices lignes de format 1 x 3, puis à 
celles de format 1 x n. Puisqu'on emploie indifféremment les termes vecteur ou matrice 
ligne, on peut considérer que les propriétés de l’addition de vecteurs (théorème 5.1, 
p. 211) et de la multiplication d’un vecteur par un scalaire (théorème 5.3, p. 214) sont 
prouvées. En effet, au chapitre 2, nous avons démontré (théorème 2.1, p. 42) toutes 
ces propriétés pour les matrices en général, et donc pour les matrices de format 1 x 2 
(ou 1X n) en particulier, qu’on traite maintenant comme des vecteurs. Voilà une 
belle illustration de l'efficacité des mathématiques. 


EXEMPLE 5.14 


Soit les points A(2, 1), B(4, —2) et C(-1, 4). Déterminons l'expression des vec- 
teurs AB et AC. Le vecteur AB est donné par 
AB = AO + OB 
= -OÀ + OB 
=-[2 1]+[4 —-2] 
=[2 -3] 
Le vecteur AC est donné par 
AC = AO + OC 
= -OÀ + OC 
=-[2 1]+[-1 4] 
=[-3 3] 


Soit les points A(—1, 3), B(2, -5) et C(1, 1). Déterminez l’expression du vecteur. 
a) AB bb) AC  c) BC 


EXEMPLE 5.15 


Soit les points A(2, 1), B(4, -2) et C(-1, 4). On veut trouver l'expression algébrique 
du vecteur AB + 2AC.On a déjà déterminé que AB = [2 —-3]etque AC =[-3 3] 
(exemple 5.14). Par conséquent, 
AB+2AC=[2 -3]+2[- 3] 
SÉR VE L 


Soit les points A(—1, 3), B(2, -5) et C(1, 1). Déterminez l'expression du vec- 
teur 2AB — 3AC. Utilisez les résultats obtenus à la question éclair 5.7. 


RELATION ENTRE LES COMPOSANTES, 
LA NORME ET LA DIRECTION D'UN VECTEUR 


FIGURE 5.36 | La trigonométrie et le théorème de Pythagore permettent de faire le lien entre les 
Représentation du vecteur ü =[u: u | composantes d’un vecteur, sa norme et sa direction. 
YA Gas) Le vecteur à = [# u,]correspond, dans le plan cartésien, au vecteur issu du point 


A (0, 0) et ayant comme extrémité le point (4, #). On note @ la direction de ce vec- 
teur (FIGURE 5.36). 


Le graphique indique clairement que: 


u a 2 D - . 
fl . |lü]|= Vu? +u3 (cest ce qu'on appelle la norme euclidienne d’un vecteur 
de R? ); 
J + 4 =|[ü||cos et u, =||üi]| sin ; 
- 
X 
u 
. tg0 = —. 
Ui 
Nornecuclidiené On dit que|lü||cos@ et|[ü||sin@ sont respectivement la composante horizontale et la 
d’un vecteur de R2 composante verticale du vecteur &. Les physiciens notent respectivement ces com- 
La norme euclidienne du vecteur posantes u, et u,. 


ü=[u w]eR?est|[ü||= Ju? +u3. 


Exception faite du vecteur nul dont la direction est indéterminée, tout vecteur 4 
du plan s'écrit donc sous la forme % ={[|fillcosO |illsin®] ou encore 
ü =|fä][cos8 sin@], soit comme le produit de la norme du vecteur % par un vecteur 
unitaire dont la direction est la même que celle de ä. Cette dernière formulation 
s'avérera particulièrement utile dans la résolution de schémas de forces. 


Pour trouver la direction (l'angle 0) du vecteur ä =[w u, |, on détermine d’abord 
le quadrant du plan cartésien dans lequel l'extrémité du vecteur se trouve. On évalue 
ensuite, à l’aide d’une calculatrice ou d’un tableau de valeurs des fonctions trigono- 


2 : u : . : 
métriques, l'expression arctg-Z. On obtient alors une valeur qui correspond à un 
: u 
1 


U > Z . . > 
angle dont la tangente vaut 7. Cet angle n’est pas nécessairement celui qu’on 
W 
cherche puisqu'il correspond à la valeur de la branche principale de la fonction arc- 
tangente, soit une valeur d’angle comprise entre —90° et 90° (ou entre —x/2 et z/2), 
alors que l'extrémité du vecteur n’est pas nécessairement dans le quadrant que 
détermine cet angle. 


Pour trouver la valeur correcte de la direction d’un vecteur, c'est-à-dire celle qui 

place l'extrémité du vecteur dans le bon quadrant, il faudra donc, s’il y a lieu, ajouter 
u | : 

180° (ou x) ou 360° (ou 2x) à la valeur de arctg? puisque la fonction tangente est 


1 
périodique de période 180° (ou x). 
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Si l'extrémité du vecteur à =[w u, | est située dans le premier quadrant, alors la 


u 
direction du vecteur est 8 = arctgz. 
mi 


Si l'extrémité du vecteur est située dans le deuxième quadrant, alors la direction du 


Le) 
vecteur est 0 = arctg— + 7x. 
Wi 


Si l'extrémité du vecteur est située dans le troisième quadrant, alors la direction du 


U2 
vecteur est 0 = arctg— + 7x. 
WU 
Si l'extrémité du vecteur est située dans Le quatrième quadrant, alors la direction du 
u 
vecteur est 8 = arctg—? + 2%. 
Li 
Comme nous allons recourir régulièrement aux fonctions trigonométriques, il est 
utile de consulter le TABLEAU 5.2, qui donne les valeurs exactes de ces fonctions pour 
des angles remarquables. 


Valeurs exactes” des fonctions trigonométriques pour des angles remarquables 
©] 0 
(en degrés) (en radians) sinO cos 0 tg0 cotg 0 secO cosec 0 
0° 0 0 1 0 Too 

350 x/6 12) V3/2 NT 2 
45° m/4 V2 /2 V2/2 il V2 
60° x/3 3/2 1/2 V3 23/3 
90° x/2 il 0 oo il 
120° 27/3 V3/2 —1/2 5 23/3 
155$ 3x/4 ND 2 —1 NE) 
150° 5x16 1/2 —313 2 
180° T 0 0 oo 
210° 77xl6 —1/2 3/3 —2 
22° 5x/4 5}? 1 V2 
240° AT 3 52 —1/2 NE 24313 
270° 37/2 —l 0 co —1 
300° 5x/3 52 1/2 5 24313 
SI 7x/A =D V0 —1 2) 
330° 117/6 1/2 3/2 459 2 
360° 27 0 Il 0 Fo il Too 


* Les symboles ce et Fco indiquent le comportement de la fonction pour des valeurs voisines de l’angle où la fonction nest pas définie. 


Des MOTS et des SYMBOLES 


En 1595, le mathématicien allemand Bartholomäus Pitiscus (561- 
1613) publia un ouvrage dont le titre comportait le premier emploi 
du mot latin trigonometria, qui fut francisé par trigonométrie en 
1613. On trouve dans le mot trigonométrie trois racines grecques: 
tri pour «trois », gonia pour «angle » et metron pour «mesurer ». 
Ainsi, la trigonométrie a notamment pour objet la mesure des 
triangles et de ses éléments (côtés et angles). 


Les abréviations de certaines fonctions trigonométriques ne sont pas 
les mêmes en français et en anglais. Ainsi, les abréviations pour les 
fonctions cosécante, tangente et cotangente sont respectivement 
cosec, tg et cotg en français, et csc, tan et cot en anglais. Dans le 
présent manuel, nous avons privilégié la notation française, même 
si la notation anglaise est souvent utilisée dans les publications en 
français et qu'elle est d'usage sur les calculatrices scientifiques. 


Les fonctions trigonométriques inverses sont arcsinus, arccosinus, 
arctangente, arccotangente, arcsécante et arccosécante. L'expres- 
sion arcsin x donne la longueur de l'arc dans le cercle trigonomé- 
trique définissant un angle dont le sinus est x, et il en est de même 
pour les autres fonctions trigonométriques. Afin que l'image d'une 
fonction trigonométrique inverse soit elle aussi une fonction, on la 
limite à un intervalle qu'on appelle branche principale de la fonction 
(voir l'aide-mémoire accompagnant le livre). 


Les abréviations des fonctions trigonométriques inverses ne sont 
pas les mêmes en français et en anglais. Ainsi, les abréviations 


françaises sont arcsin, arccos, arctg, arccotg, arcsec, arccosec 
alors qu'en anglais elles sont sin, cos”, tan, cot-1, sec! et csc1. 
Ce sont généralement les abréviations anglaises qui figurent sur 
les calculatrices scientifiques. Or, la notation anglaise prête à con- 
fusion. Ainsi, contrairement à ce que cette notation suggère, 


cos 1! x # 


COS X 


de sorte que cos x z secx, mais cos”! x = arccosx. 


Pour ajouter à la confusion en matière de notation, sachez qu'on 
trouve également les notations suivantes dans la littérature: 
Arc sin, arc sin, etc. L'abréviation peut donc commencer par une 
majuscule ou encore comporter un espace entrelearcet le sin. Ces 
deux dernières notations se généralisent évidemment aux autres 
fonctions trigonométriques inverses. Sur le plan technique, il y a 
une distinction entre arcsin et Arcsin, mais nous avons décidé de 
ne pas entrer ici dans ce détail. 


L'expression fonctions trigonométriques inverses n'est pas tout à 
fait juste; il faudrait plutôt parler de fonctions trigonométriques 


2 Re 1 : 
réciproques. En effet, la fonction inverse de f(x) est ai ce qui 
X 
ne correspond pas au sens qu'on donne aux fonctions trigono- 
métriques réciproques, même si l'usage veut qu'on qualifie ces 
fonctions de fonctions trigonométriques inverses. 


Grâce aux formules données ci-dessus, on peut trouver la norme et la direction d’un 
vecteur dont on connaît les composantes. De même, si on connaît la norme et la 
direction d’un vecteur, on peut trouver ses composantes. 


EXEMPLE 5.16 


Les composantes du vecteur # = [#  u, ] dont la norme vaut 3 et dont la direc- 
tion est de 5x/4 sont données par 


w = |lüllcosO 


57 
= 3cos — 
4 


U3 — 


| 
EE 
Te. 

5 

D 


Il 
a 
£. 
| 


Par conséquent, 


| 
' 
L 
! 
: 
! 
! 
i 
' 
! 
l 
: 
! 
i 
i 
! 
\ et 
' 
L 
' 
l 
; 
! 
! 
L 
i 
! 
L 
! 
! 


=[-2,12 2,12] 
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FIGURE 5.37 


Représentation du vecteur w =[1 2] 


Représentation du vecteur ÿ =[-1 —2] 


YA 


Représentation du vecteur jp =[1 —2] 


YA 
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EXEMPLE 5.17 
Déterminons la direction du vecteur # = [1 2]. Plaçons d’abord ce vecteur dans 
le plan cartésien (FIGURE 5.37). 


L'extrémité du vecteur est dans le premier quadrant, de sorte que sa direction 
est de 


W2 
arctg — 
wi 


& 


: 2 
arctg— 
nr 


= arctg2 
= 63,4° 


EXEMPLE 5.18 


Déterminons la direction du vecteur ÿ = [—1 —2]. Plaçons d’abord ce vecteur 
dans le plan cartésien (FIGURE 5.38). 


L'extrémité du vecteur est dans le troisième quadrant, de sorte que sa direction 
est de 


V 
arctg—? + 180° 
Vi 


6 


_2 : 
= ee + 180 


= arctg2 + 180° 
= 243,4° 


EXEMPLE 5.19 


Déterminons la direction du vecteur p =[1 —2]. Plaçons d’abord ce vecteur 
dans le plan cartésien (FIGURE 5.39). 


L'extrémité du vecteur est dans le quatrième quadrant, de sorte que sa direction 
est de 


6; arcteP2 + 360° 
Pi 


—2 
ae + 360° 


arctg(—2) + 360° 
296,6° 


à 


EXEMPLE 5.20 


Déterminons la direction du vecteur ÿ =[-1 2]. Plaçons d’abord ce vecteur 
dans le plan cartésien (FIGURE 5.40). 


FIGURE 5.40 


Représentation du vecteur q =[-1 2] 


L'extrémité du vecteur est dans le deuxième quadrant, de sorte que sa direction 
est de 


®, = arctg 2 + 180° 


q 


2 (e] 
D er + 180 


arctg(—2) + 180° 
116,6° 


à 


RY 


1. Soit ä un vecteur dont la norme vaut 4 et la direction est de 60°, et ÿ un vecteur 
dont la norme vaut 8 et la direction est de 120°. 


a) Quelles sont les composantes du vecteur % ? 
b) Quelles sont les composantes du vecteur v? 


c) Quelles sont la norme et la direction de chacun des vecteurs % + Ÿ et 
nv? 


2. Deux forces, E et P, respectivement de 400 et de 200 N, agissent sur un œil- 
let (FIGURE 5.41). 


FIGURE 5.41 


Diagramme de forces 


a) Quelles sont les composantes de chacune des forces EetE ? 


red b) Quelles sont les composantes de la résultante E,soitE =F+E? 


les exercices récapitulatifs 34 à 65. c) Quelles sont la norme et la direction de E? 


COMBINAISON LINÉAIRE DE VECTEURS 
ALGEBRIQUES 


Nous avons déjà montré que tout vecteur du plan s'écrit comme une combinaison 
linéaire de deux vecteurs linéairement indépendants. Pour trouver cette combinai- 
son linéaire, il faut résoudre un système d'équations linéaires. 
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Combinaison linéaire, 
4 indépendance linéaire, système 
générateur et base dans R2? 


Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/5W3E 


EXEMPLE 5.21 


Pour exprimer le vecteur w =[-—3 —6] comme une combinaison linéaire des 
vecteurs ä =[3 2] et ÿ =[-3 —-4], il faut résoudre le système d’équations 
linéaires correspondant à l'équation vectorielle at + bv = w, soit 


al3 2]+b[-3 -4]=[-3 -6] 
Il faut donc résoudre le système d'équations linéaires 


3a — 3b — -3 
2a — Ab = —-6 


On peut résoudre ce système par élimination gaussienne. 


É 5 us | i =i . L, = il, 
2 -4 | -6 1 21 54e 
Lo E e] 
0 11 2] Geste 
De la deuxième ligne on tire b = 2. De la première ligne on tire a — b = —1, d’où 
a — 2 = —], de sorte que a = 1. 


En appliquant la règle de Cramer, on obtient évidemment le même résultat. 


-_ 3 5 


A= =-6 A, =-6 A=Ù |--10 
2 —4 —6 —4 2 —6 
A A 
d'oùa=—t=1eth == 02, 
A A 
Par conséquent, w = ati + bÿ = ü +2, soit[—3 —6]=[3 2]+2[-3 -4]. 


1. Exprimez le vecteur # = [1 —1] comme une combinaison linéaire des vec- 
teurs ü =[3 1|ety =[2 1]. 


2. Exprimez le vecteur # = [2 6]comme une combinaison linéaire des vecteurs 
ü =[1 1lJety =[1 -1]. 


3. Exprimez le vecteur w = [1 —1] comme une combinaison linéaire des vec- 
teurs ä =[3 1] et ÿ =[-6 -2]. Que constatez-vous? Pourquoi en est-il 
ainsi ? 


EX INDÉPENDANCE LINÉAIRE 


On dit de n vecteurs algébriques 4j, 3, .., u; qu’ils sont linéairement indépen- 
dants si et seulement si 


AE +++ =0 = 4 =0,4=0,...,4, =0 


EXEMPLE 5.22 


Les vecteurs à =[3 2] et ÿ =[-3 —4] sont linéairement indépendants. En 
effet, si x + yv = 0, alors 


x[3 2]+7y[-3 -4]=[0 0] = [3x-3y 2x -4y|=[0 0] 


Il faut donc résoudre le système d'équations linéaires 
3x — 3y — 0 
2x — 4y = 0 


Ce système admet évidemment au moins une solution, soit x = 0 et y = O. Il faut 
cependant s'assurer qu’il s’agit là de la seule solution possible. Or, le déterminant 
de la matrice des coefficients vaut —6. Comme le déterminant de la matrice des 
coefficients est différent de 0, le système admet une solution unique qui est for- 
cément x = 0 et y = 0. Par conséquent, les vecteurs 4 =[3 2]et» =[-3 -4] 
sont linéairement indépendants. 


Par contre, les vecteurs ä =[3 2] et w =[-—-6 —4] sont linéairement dépen- 
dants. En effet, si x + yW = 0, alors 


x[3 2]+7y[-6 -4]=[0 0] = [3x-6y 2x -4y|=[0 0] 
Il faut donc résoudre le système d’équations linéaires 


3x — 6y — 0 
2x — 4y = 0 


Comme le déterminant de la matrice des coefficients égale 0, le système admet 
une infinité de solutions ou n’en admet aucune. Or, le système admet au moins 
une solution, soit x = 0 et y = 0. Il admet donc une infinité de solutions. Ainsi, 
x = 2et y = lest une autre solution du système d'équations. Par conséquent, les 
vecteurs 4 =[3 2] et w =[-6 —-4] ne sont pas linéairement indépendants 
puisqu'il existe une combinaison linéaire de ces deux vecteurs qui est égale au 
vecteur nul et qui est telle qu’au moins l’un des coefficients est différent de 0: 
2ü +W = 0. 


Déterminez si les vecteurs sont linéairement indépendants. 
a) 4 =[1 -1lety =[-2 2] 
b) 
c) 


SR &! 
Il Il 
a 
Fm M 
| | 
M Oh 
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| me 
Il <} 
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Le 
es 
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EMA SYSTÈME GÉNÉRATEUR ET BASE DANS R?2 


On dit de n vecteurs algébriques %, 4, ..., 4, de R? qu’ils forment un système 
générateur si et seulement si tout vecteur ÿ € R? peut s’écrire comme une combi- 
naison linéaire de ces vecteurs, c’est-à-dire si et seulement s’il existe des scalaires 
A; A» -. A, tels que 


ÿ = ui + DU +-..+ dy 


pour tout vecteur Ÿ € R?. 


EXEMPLE 5.23 


Les vecteurs ü = [3 2]etÿ =[-3 —4] forment un système générateur de R2. En 
effet, si on considère # = [a b]un vecteur quelconque de R?, il faut trouver des 
scalaires x et y tels que W = xt + yÿ, soit tels que la bl=x[3 2]+y[-3 -4]. 
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La solution de cette équation vectorielle est la même que celle du système d’équa- 
tions linéaires 


3X — 37 a 
2x — 4y = b 


Le déterminant A de la matrice des coefficients vaut 


É —3 


2 i no 


et est donc différent de 0, de sorte que le système d'équations linéaires admet une 
solution quelles que soient les valeurs des paramètres a et b. Par conséquent, quel 
que soit le vecteur # € R?, on peut l’écrire comme une combinaison linéaire des 
vecteurs ÿ =[3 2]etv =[-3 —4].Ces deux vecteurs forment donc un système 
générateur de R?. 


Déterminez si les vecteurs forment un système générateur de R?. 
a) ü =[1 —-1]etr =[-2 2] 
b) 4 =[1 -1]etv =[1 2] 


EI 
Il 
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C) 


Montrons maintenant que deux vecteurs linéairement indépendants de R? forment 
un système générateur de cet espace. 


Soit 4 =[u w]et v=[" v,] deux vecteurs linéairement indépendants 
de R°. Alors, ces vecteurs forment un système générateur de cet espace. 


PREUVE 


Siä=[# uletv =[" v,]sont deux vecteurs linéairement indépendants 
de R?, alors la seule combinaison linéaire x + yv = 0 est celle où x = 0 et 
y = 0. Cette équation vectorielle est équivalente au système d'équations 
linéaires 

mx + y = 0 

WX + "y = 0 


Comme la solution de ce système est unique (soit x = 0 et y = 0), le déter- 
minant de la matrice des coefficients est différent de 0, c’est-à-dire que 


Considérons # = [a b]un vecteur quelconque de R?. Il faut trouver des sca- 
laires x et y tels que W = xü + yv,soittels que[a b|=x[4 w]+7y[" v |]. 
La solution de cette équation vectorielle est la même que celle du système 
d'équations linéaires 

WX + VY = 4 

WX + Viy b 


WU V 


Le déterminant A de la matrice des coefficients est et est différent 


2 M 
de 0, de sorte que le système d’équations linéaires admet une solution quelles 
que soient les valeurs des paramètres a et b. Par conséquent, quel que soit le 
vecteur # € R?, on peut l'écrire comme une combinaison linéaire des vec- 
teurs linéairement indépendants ä =[w, uw]etv =[v, v;, |. Deux vecteurs 
linéairement indépendants de R? forment donc un système générateur de 
cet espace. [=] 


Une base de R? est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants qui forment 
un système générateur de cet espace. En vertu du théorème 5.7, deux vecteurs linéai- 
rement indépendants de R? forment donc une base de cet espace. 


EXEMPLE 5.24 


Dans les exemples 5.22 et 5.23 (p. 236 et 237), on a montré que les ü =[3 2]et 
Vÿ =[-3 —-4]sontlinéairement indépendants et qu’ils forment un système géné- 
rateur de R?. Par conséquent, ils forment une base de cet espace. 


Dans l'exemple 5.22, on a montré que les vecteurs ä =[3 2]etw =[-6 -4]ne 
sont pas linéairement indépendants, de sorte que ces deux vecteurs ne forment 
pas une base de R?. 


Utilisez les résultats des exercices 5.9 et 5.10 (p. 237 et 238) pour déterminer 
si les vecteurs forment une base de R°2. 


a) ü =[1 —-1]Jetÿ =[-2 2]. 
b) ä =[1 —-1]Jety =[1 2]. 
c) ä =[1 —-1, 5 =[1 2]etw =[-1 4]. 


CIHWA CHANGEMENT DE BASE 


Nous avons déjà indiqué que les vecteurs À et j formaient une base orthonormée 
de R?, qu'on qualifie de base canonique notamment parce qu’elle est la plus simple 
et la plus courante. Nous avons également mentionné que tout ensemble de deux 
autres vecteurs &% et Ÿ linéairement indépendants formaient également une base 
de R?. Notons ces deux bases comme suit: B = {5, j} et B° = {ü, v}. Tout vec- 
teur de R? peut donc s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs 
1 =[1 0], et j =[0 1]% ou encore des vecteurs 4=[w4 w], =[1 0]» et 
V=[" v]3 =[0 1]», où l'indice donne la base par rapport à laquelle les 
composantes des vecteurs sont exprimées. Soit # = wii + W2j =[w wlp on 
voudrait déterminer les composantes du vecteur w dans la base B’, soit 
w=xü+y=[x y], Or 


Em Wlg = Xi ll +yln VW 


Lux +vy wx+vyl 
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Matrice de passage 
Siä=[u uletv =[v v;]sont deux 
vecteurs formant une base B'{ä, ÿl de R? 


We Vi 

porte le 
U3, 49 
nom de matrice de passage de la base 
canonique à la base B’. Cette matrice est 
utilisée pour déterminer les composantes 
de tout vecteur w dans la base B’. 


alors la matrice P = | 


FIGURE 5.42 


Représentation géométrique d'un 
changement de base 


LA 


Il faut donc résoudre le système d’équations linéaires 


WX + MY = W 
WX + V2Y 


W2 
Si P représente la matrice des coeflicients, X la matrice des inconnues et W la matrice 
des constantes, alors le système d’équations peut s’écrire sous la forme matricielle 

P X = W 

m OV 1] Im 

U2 V2 ILY W2 
La matrice P, dont les colonnes correspondent respectivement aux composantes des 


vecteurs à et Ÿ dans la base canonique, porte le nom de matrice de passage de la 
base canonique à la base B7. 


On obtient les composantes x et y en résolvant le système d’équations linéaires: 


X = PIW 


U Vi F Wi 
L U3 V2 W) 
Lorsqu'on exprime les composantes d’un vecteur selon la base canonique B = {ÿ, j}, 
on omet généralement l'indice B. Ainsi, on écrit W = Wii + W2j = [wi w]. 


EXEMPLE 5.25 


On peut vérifier aisément que les vecteurs % = [1 1]etv =[2 3] sont linéaire- 
ment indépendants et que, en vertu du théorème 5.7 (p. 238), ils constituent un 
système générateur de R? et forment donc une base de cet espace. On veut expri- 
mer le vecteur # = [4 5] dans la base B’ = {ü, v}. On cherche donc les compo- 
santes x et y du vecteur W telles que w =[x y]. En vertu de ce qu'on a établi 
précédemment, 


X = PIW 
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U1 & 
(nee) | 


Par conséquent, # = [2 1],, ce qui veut dire que # = 2ü +. 
Représentons ce résultat graphiquement (FIGURE 5.42). 


On constate donc que # = 2ü + y, de sorte que W =[2 1]3. 


Exprimez le vecteur # =[3 —1]dansla base B’ formée des vecteurs à = [-1 1] 
etÿ =[-2 1]. 


PRODUIT SCALAIRE DE VECTEURS 
ALGEBRIQUES 


Les vecteurs algébriques du plan étant équivalents aux matrices, ils possèdent toutes 
les propriétés de ces dernières. Toutefois, les vecteurs du plan sont des matrices 
particulières (des matrices lignes de format 1 X 2) et, de ce fait, ils présentent des 
caractéristiques qui leur sont propres. Ainsi, certains concepts vectoriels n'ont pas 
Produit scalaire d’équivalent dans le langage matriciel. C'est le cas du produit scalaire, que nous 


Le produit scalaire est une opération sur devons donc traiter à part. 
deux vecteurs dont le résultat est un sca- 
laire. Le produit scalaire de deux vecteurs 
deR?ü=[u wlet” =[" v]est 
donné par ü - Ÿ = Vi + UV. 


THÉORÈME 5.8 


Le produit scalaire des vecteurs 4 =[w w]etv =[v" v:]est donné par 


ü -Ÿ = UV] “ta UV) 


PREUVE 


Analysons d’abord le cas où un des deux vecteurs, 4 ou v, est le vecteur 
nul. Sans perte de généralité, on peut supposer que ä = 0 =[0 O0]. En 
vertu de la définition du produit scalaire, on à %:v = 0. Par ailleurs, 
WVi + WV2 = (0)v, + (0)v, = 0. Par conséquent, % - Ÿ = 0 = wi Vi + U2V2. 

Toutefois, si les vecteurs ÿ et ÿ sont non nuls, on peut les tracer dans un plan 
cartésien en faisant coïncider leur origine avec l’origine du système d’axes, et 


ils déterminent un angle @. Le vecteur allant de l'extrémité de 4 à l'extrémité 
de Y est le vecteur Ÿ — 4 (FIGURE 5.43). 


FIGURE 5.43 


Représentation des vecteurs ü, ÿ et ÿ — ü 


do 


O 


En vertu de la loi des cosinus, |[ÿ — älf = |älf +||5]f — 2]4[||#llcose, d'où 


Illleose = ZI +IFIÈ -1F - af) 


Le membre de gauche de cette équation est précisément l'expression du pro- 
duit scalaire des vecteurs ä et Ÿ (p. 218), de sorte que 


ñ- = alPcosé 
= ZIAÉ +PIÉ -15 - 4) 
= Yu? PU LG = uw) 1 (2 uw) ]} 
Vu? + u3 + vi + v3 — vi + 2 — u? — v2 + 2u2v2 — u}) 


UV, + HVo 
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On aurait également pu démontrer ce résultat en recourant à une identité 
trigonométrique fondamentale : 


ü y =||ü||||[v|cos0 


= |äiIIPlleos(a — B) 


lä||F|I(cosa cos B + sina sin B) 


(Illleosæ)(|PilcosB) + ((lalisinæ)(|IFIIsin 8) 


UV + UV [=] 


EXEMPLE 5.26 
Si =[3 —-2]etv =[-3 —4], alors 
ü-v=[3 -2]-[-3 -4] 
EC 
= —] 


Selon la propriété 5 du théorème 5.5 (p. 219), deux vecteurs ü et Ÿ non nuls sont 

perpendiculaires si leur produit scalaire vaut 0. Par conséquent, si 4 =[a blest 

non nul, alors, pour k Z 0, le vecteur ÿ =[—kb ka] est perpendiculaire à 4 puisque 
ü -v = a(—kb) + b(ka) 

= 0 


Soit les points A(2, —1), B(3, 5), C(4, -2), D(6, -1), E(4, —3) et F(-2, —2). 
a) Que valent | AB]|| |[CD| et||EF| ? 
b) Que vaut AB - CD? 


c) Que vaut AB - EF? Que pouvez-vous dire des deux vecteurs ? 


d) Que vaut AB: AB? Comparez le résultat avec ||AB] Fe S'agit-il d’une coïn- 


cidence ? 


= 


e) Trouvez un vecteur unitaire perpendiculaire au vecteur CD. Est-ce que ce 
vecteur est unique ? Justifiez votre réponse. 


EIX1 ANGLE ENTRE DEUX VECTEURS NON NULS 


On peut exprimer le produit scalaire de deux vecteurs non nuls, % =[w u, | et 
V =[v, v, | de deux façons, soit 4 : ÿ ={|[ü|[["||cos8 (où @ représente l'angle déter- 
miné par les deux vecteurs) et ü - ÿ = #1 + uv. En comparant les deux expres- 
sions du produit scalaire, on obtient la valeur de l’angle comme suit: 


UV, + UV 


WMV + U2V2 =[l||Flcos0 = 0 = arccos— 
A1 


Animations GeoGebra 


Produit scalaire de deux 
mA vecteurs algébriques du plan 
AL et angle entre deux vecteurs 


Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/CL8e 


Projection orthogonale 


Si ü et v sont des vecteurs non nuls, la 
projection orthogonale de ü sur v, notée 


< à LRU _ 
us, est le vecteur ü; = Ÿ. On utilise 


VV 


également l'expression vecteur projection. 


4 d'un vecteur du plan sur 
= unautre vecteur 


Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/JAzg 


EXEMPLE 5.27 


On obtient l’angle déterminé par les vecteurs non nuls =[3 —2]ety =[-3 -4] 
de la façon suivante : 
ä-v =|lü|||fP||cos0 


de sorte que 


ali 
M + UV2 
PI 


_ 33) +(2)-4) 
(V3)5 


cosO = 


l 
\0 
Ne 
L 
[e] 


Quel est l'angle déterminé par les vecteurs % =[-1 V3]etv =[2 -2]? 


PROJECTION D'UN VECTEUR 
SUR UN AUTRE VECTEUR 


Soit 4 et Ÿ deux vecteurs non nuls. Le vecteur projection ou la projection orthogo- 
nale de à sur v, noté ü;, est représentée dans la FIGURE 5.44. 


FIGURE 5.44 


Projection ü; du vecteur ü sur le vecteur v 
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La norme du vecteur ÿ; correspond à [|[ä|lcos@|. De plus, ce vecteur a la même 
direction que le vecteur Ÿ si 0 < 0 < x/2, et il est de direction contraire à si 
x/2 < 0 < x. Par conséquent, 


= = |lkeoso 


= = il IPlIcoso 


EXEMPLE 5.28 


La projection orthogonale du vecteur à =[-—2 2] sur le vecteur ÿ =[3 4]est 
donnée par 


Il 
le 
U) 
ne 
md 


Il 
un) 
a 


24 0,32] 


Quelle est la projection orthogonale du vecteur ÿ = [3 4] sur le vecteur 
ñ=[-2 2] 


Le concept de projection orthogonale nous permet de démontrer géométriquement 
la distributivité du produit scalaire sur l'addition de vecteurs (propriété 2 du théo- 
rème 5.5, p.219), c'est-à-dire que -(V+WwW)=ü-ÿ+ü.w 

PREUVE 


Soit les vecteurs ti, Ÿ et w et les angles 6, 6, et @, représentés dans la FIGURE 5.45. 


Distributivité du produit scalaire 


Alors, 


Ÿ + W||cosO 
(5 + #);||) 
all + 1|ll) 


|lcosa, +||W|lcose,) 


Il 
Sy 


Il 
Et 


Il 
S 


Il 
& 

ZE LE 2 —= 
"SI 


Vilcosa, +|[ä|||w|IcosO, 


=üÜ-V+u-Ww [=] 


La distributivité du produit scalaire sur l'addition de vecteurs étant établie, on peut 
donner une autre preuve de la formule suivante du produit scalaire des vecteurs 
ü=[lu wletr=[n v]:4.-v= uv +uwv. 


PREUVE 


Si on écrit les vecteurs # et ÿ comme des combinaisons linéaires des vecteurs i et 
j, qui sont des vecteurs perpendiculaires de longueur 1, on a: 


a-v=[u w]l[m vw] 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 66 à 87. 


(ui F wi) ° (ni + ji) 
Wii + Ÿ + Vol + j + Wifi + Vi: 


V1 (1) + V2 (0) + w2v1 (0) + V2 (1) 


= UV] + U2V> D 


Donnez une preuve «algébrique» (en vous servant de vecteurs algébriques) de la 
propriété 2 du théorème 5.5 (p. 219), soit à -(ÿ + W) = ü.v +ü-w. 


En physique, on distingue les quantités scalaires, qui ne 
possèdent qu'une grandeur, des quantités vectorielles (des 
vecteurs), qui possèdent une grandeur (appelée norme du 
vecteur) et une direction (mesurée par un angle pour des 
vecteurs du plan). On représente les vecteurs par une ou 
deux lettres surmontées d’une flèche: 3, F, AB et ainsi de 
suite. La norme d’un vecteur ÿ du plan est notée ||ä|| et on la 
qualifie également de norme euclidienne de R?. Les vec- 
teurs géométriques, représentés par un segment de droite 
(le support du vecteur) orienté, et les vecteurs algébriques, 
définis par leurs composantes dans un plan cartésien, sont 
soumis à une algèbre particulière. Les différentes relations 
et opérations dans l'ensemble des vecteurs du plan sont pré- 
sentées dans le TABLEAU 5.3 (p. 246). 


Il faut également retenir que : 


m les composantes du vecteur position OA du point 
A(&; 4) dans l’espace euclidien de dimension 
deux (R?) sont OA =[& & |]; 


m les vecteurs AB et BA, tout comme les vecteurs % 
et — sont des vecteurs opposés, soit des vecteurs 
de directions contraires; 


m la somme de deux vecteurs opposés donne le vec- 
teur nul noté 0; 


m l'addition de vecteurs géométriques s'effectue par 
l'application de la méthode du triangle, de la mé- 
thode du parallélogramme ou de la relation de 
Chasles, selon ce qui est approprié; 


m le vecteur résultant correspond au vecteur obtenu 
par l'addition de deux ou plusieurs vecteurs ; 


m l'angle entre deux vecteurs non nuls s'obtient par 
comparaison des définitions géométriques et 
algébriques du produit scalaire. 


Les principales propriétés des opérations sur les vecteurs 
sont énoncées dans les théorèmes 5.1 à 5.5 (p. 211 à 219). 
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TABLEAU 5.3 


Relations et opérations dans l’ensemble des vecteurs du plan 


Représentation géométrique 


Représentation algébrique 


Vecteurs 


IBll= Vas + ui et|ÿ]|= Vvi + v3 


tg0 = 2 ettgp = 7 

ui Vi 
Les angles 0 et @ représentent les directions respectives 
des vecteurs 4 et v. 
Selon la position de son extrémité, la direction du 
vecteur ü est 


0 = sr 


#) 1° quadrant. 


ui 


0 = sru(#) +180° 2° ou 3° quadrant. 
Cl 


0 = ft) +360° 4° quadrant. 
w 

De plus, 

ü=[u w]=/{|üllose [fine] 


v=[I"n v]= [1F|Icosp [FIine] 
w=[c-a d-b] 


Égalité de deux vecteurs 


EM 
= 
+ 


TEE 


Deux vecteurs sont égaux si et seulement s'ils ont la 
même norme et la même direction, c’est-à-dire si leurs 
origines et leurs extrémités respectives peuvent coïncider 
après une translation. 


Sit=[u wletv =[u v |] 
alors ä = v si et seulement si w = v; etu) = v2. 


Multiplication (produit) 
d’un vecteur par un scalaire 


a > Oetlal <1;b <Oet|b| >1 


Addition de vecteurs Siä=[w wletv=[n vw] 
alors ü + =[u +" 1 +]. 
ü + v est le vecteur résultant ou la résultante de la 
somme des vecteurs ÿ et Ÿ. 

Relation de Chasles 


AA + A A3 + AA +--..+ A, A, = A4, 


Siä=[u wletsikeR, alors ki =[kw kw |. 


Représentation géométrique 


Représentation algébrique 


Produit scalaire 


u 


2.5 = [IFRS si 


ES 
# 
O! ol 
@ 
+ 
<} 
# 
oi ©! 


0 siü = 
où0<O0<r 


Siu=[u uw ]etv =[" 
alors ü + Ÿ = WV; + UV. 


Le Ï 


Projection orthogonale (ä;) 
du vecteur #4 sur le vecteur 


non nul v 


Toute expression de la forme 4 + au; +++ a,u;, où 
ds A .., A Sont des scalaires, est une combinaison li- 
néaire des n vecteurs 4j, U, ..., Uy. La FIGURE 5.46 illustre 
une combinaison linéaire de deux vecteurs non parallèles. 


Expression du vecteur W comme une combinaison 
linéaire des vecteurs ü et 


On dit que n vecteurs, %, #, ..., u,, sont linéairement in- 
dépendants si et seulement si la seule combinaison linéaire 
de ces vecteurs qui soit égale au vecteur nul est celle où tous 
les coefficients (les scalaires) sont nuls. 


De manière plus formelle, n vecteurs, w, u2, ..., u;, sont 
dits linéairement indépendants si et seulement si 


au + +..+au = 0 
D M =0,4a; =0,..., a, = 0 


Des vecteurs non linéairement indépendants sont dits li- 


néairement dépendants. Ainsi, des vecteurs 4j, 3, ..…., Uy 


sont linéairement dépendants si et seulement s’il existe une 
combinaison linéaire de ces vecteurs qui est égale au vecteur 
nul et dont au moins l’un des coefficients est différent de 0, 
cest-à-dire si et seulement s’il existe une combinaison li- 
néaire égale au vecteur nul et différente de celle où tous les 
coefficients sont nuls. 


Deux vecteurs du plan, non nuls et non parallèles, sont linéai- 
rement indépendants, alors que deux vecteurs parallèles 
sont linéairement dépendants. 


Une base d’un espace vectoriel est un ensemble de vecteurs 
linéairement indépendants dont les combinaisons linéaires 
engendrent tous les éléments de l'espace, c'est-à-dire un en- 
semble de vecteurs linéairement indépendants qui forment 
un système générateur de l'espace vectoriel. Dans le cas par- 
ticulier où les vecteurs de la base sont orthogonaux, la base 
est dite orthogonale, et si, de plus, les vecteurs de la base 
sont unitaires, on dira de la base quelle est orthonormée. 


Deux vecteurs linéairement indépendants du plan forment 
une base de l'espace des vecteurs du plan. 


La matrice de passage de la base canonique B = {f, j} de 

IR? à la base B’ = {%, v} formée des vecteurs linéairement 

indépendants % =[u u,]et ÿ=[v, v,] est la matrice 
1 Vi : ee | : 

A = é ï | Cette matrice est utilisée pour déterminer 
2 V2 

les composantes du vecteur # dans la base B° = {ü, v}, cest- 

à-dire pour trouver l'expression du vecteur W comme une 

combinaison linéaire des vecteurs # et y. 
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MOTS clés 


Angle entre deux vecteurs non nuls, 
p. 206 

Barycentre, p. 224 

Base d’un espace vectoriel, p. 221 

Base orthogonale, p. 221 

Base orthonormée, p. 221 

Combinaison linéaire, p. 215 

Composantes d’un vecteur, p. 228 

Direction d’un vecteur non nul 
du plan, p. 206 

Directions contraires, p. 206 

Égalité de deux vecteurs géomé- 
triques, p. 204 

Espace euclidien de dimension 
deux, p. 228 

Matrice de passage, p. 240 


Méthode du parallélogramme, 
p. 208 


Méthode du triangle, p. 208 
Norme d’un vecteur, p. 204 


Norme euclidienne d’un vecteur 
de R?°, p. 231 


Produit d’un vecteur par un scalaire, 
p. 213 


Produit scalaire, p. 218 et 241 
Projection orthogonale, p. 243 
Relation de Chasles, p. 212 
Scalaire, p. 202 

Support d’un vecteur, p. 203 


Système générateur d’un espace 
vectoriel, p. 221 


Translation, p. 204 

Vecteur, p. 202 

Vecteur algébrique du plan, p. 228 
Vecteur géométrique, p. 203 
Vecteur nul, p. 204 

Vecteur opposé, p. 214 

Vecteur position, p. 226 

Vecteur résultant, p. 208 

Vecteur unitaire, p. 215 


Vecteurs linéairement dépendants, 
p. 218 


Vecteurs linéairement indépendants, 
p. 217 


Vecteurs orthogonaux, p. 221 


RÉSEAU de concepts 


Types de représentation + Base 


- Vecteurs géométriques 


Vecteurs du plan 


Espace euclidien de dimension deux (R?) 


+ Indépendance linéaire 


(segment de droite orienté : grandeur et direction) 


+ Vecteurs algébriques (2 composantes) 


Caractéristiques 


u 
- Direction @;: tg0; = = 


wi 


Vecteurs linéairement indépendants 
Système générateur 
+ Changement de base (matrice de passage) 


- Égalité. 2=5 & |lü|=||rllet 8 =6 


TUE Di=n Ci = 


+ Composantes: uw = [ällcose;, Lo — [ä|lsine; 


Opérations 
* Addition Deco uv 
. Relation de Chasles [ä|||[5 
+ Multiplication d’un vecteur 
par un scalaire 

+ Combinaison linéaire 
+ Produit scalaire 

+ Projection orthogonale 


Angle 6 déterminé par ä et par v 


EXERCICES récapitulatifs 


| SECTIONS 5.1 ET 5.2 


À 1. Estimez la norme et la direction des vecteurs représentés dans 
le graphique suivant. Utilisez une règle et un rapporteur. 


LT 


1 


La 
+4 


À 2. Tracez les vecteurs présentant les caractéristiques suivantes: 
ü a une longueur de 3 unités et une direction de 7/6, v a 
une longueur de 5 unités et une direction de 315°, w a une 
longueur de 2 unités et une direction de æ/4. 


| SECTIONS 5.3 À 5.3.6 


À 3. Une rivière coule d'ouest en est et la vitesse du courant est 
Go de 6 kn (nœuds). Un bateau, capable d'atteindre une vitesse de 
8 kn en eau calme, part de la rive sud et se dirige franc nord. 


a) Représentez, dans un même graphique, la vitesse du ba- 
teau, yÿ, la vitesse du courant, v;, et la vitesse réelle du 
bateau, v,. (Indice : Quelle opération faut-il effectuer sur 
les vecteurs v, et v; pour obtenir le vecteur v, ?) 


b) Le vecteur v, est-il plus long que le vecteur v, ? Justifiez 
votre réponse. 


À 4. 


A 5. 


A 6. 


8. 


A 0. 


À 10. 


Exprimez les caractéristiques (longueur et direction) du vec- 
teur —ü en fonction de celles de ü. 


Siflä|| = 5, que valent |4ü|| et||-64||? 


Le 
Quelle est la longueur du vecteur TE où k est un scalaire 
ü 
différent de 0 et ä z 0? À l’aide du résultat, décrivez Popéra- 
tion que vous devriez faire sur le vecteur % pour obtenir un 
vecteur de longueur 5 et de direction contraire à ü. 


. Soit le parallélogramme ABCD. 


A B 


D C 


a) Que vaut AD - BC? 
b) Que vaut AB + AD + CB? 
c) Que vaut AD + DC — AB? 


Lorsque c’est possible, exprimez le vecteur ÿ comme un mul- 
tiple du vecteur %. 


a) : 

b) À _ 
s ü 

c) 

d) 


Soit trois points colinéaires À, B et C. Quel est l’ordre relatif 
de ces points si AB et BC ont la même direction ? (Énumérez 
toutes les possibilités.) 


Illustrez à l’aide d’un graphique le fait que le vecteur à — v 
correspond à l’une des diagonales du parallélogramme dé- 
terminé par deux vecteurs ä et ÿ issus d’une même origine. 
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SECTIONS 5.3.7 À 5.4 


À 11. Soit les vecteurs ci-dessous: 


+} 


a 


V4 


a! 


—— > 
V 
F 
x 


La 


a) Nommez deux vecteurs égaux. 
b) Nommez deux vecteurs opposés. 


c) Tracez le vecteur $ + f en employant la méthode du paral- 
lélogramme. 


d) Tracez les vecteurs # + Ÿ et +v+w+f. 


e) Nommez un vecteur égal à 2w. 


À 14. Remplacez l'expression par un vecteur unique. 
A B 


D C 
a) us; d) 243 — us 
b) uw +us+us €) Us +4 
c) 4 — Us D m-u+us 


L 115. Soit les vecteurs à, Ÿ et w. Exprimez graphiquement le 
vecteur # comme une combinaison linéaire des vecteurs 4 
et v, c’est-à-dire sous la forme ati + by. Déterminez égale- 
ment si les constantes a et b sont positives ou négatives et si 
la valeur absolue de chacune des constantes est inférieure ou 
supérieure à 1. 


f) Nommez un vecteur égal à w + 2F. a) 
g) Tracez les vecteurs 3w — 2% et à + 25 — w. 
h) Vérifiez graphiquement que W+Yÿ=Y+# et que 
2(w + Ÿ) = 2w + 25. 
À 12. Soit les vecteurs ci-dessous: 
b) 
mn ü 
w 
ü 
c) 
v 
F 
s Ê 
L116. Montrez que trois vecteurs quelconques du plan sont linéai- 
w E\ rement dépendants. 

L 17. Deux vecteurs # et ÿ de normes 3 et 5 respectivement sont 
additionnés, et la résultante est perpendiculaire au vecteur 
de moindre norme. Quelle est la norme de la somme de ces 
deux vecteurs et quel angle ces derniers déterminent-ils ? 

Tracez le vecteur désigné. : 2 
nr : L @ 18. Trois vecteurs %, Ÿ et # sont de longueurs 5, 12 et 15 respec- 
a) V+Ww e) ü— 2 tivement. Leur somme donne le vecteur nul. Quel est l’angle 
b) S+f f) a+Ûr entre les vecteurs % et v ? 
c) +7 g) Bv+Ms b 19. Soit un rectangle ABCD. 
d) ä-F A B 
À 13. Remplacez l'expression par un vecteur unique. 
a) AB - CB + DE - DC - AE 
b) AB - CD + AD + 4BÀ - BC D E EF C 


20. 


21. 


22. 


23. 


À 24. 


a) Soit E le milieu du segment CD. Exprimez le vecteur 
AË comme une combinaison linéaire des vecteurs AB 
et BC. 


b) Si F divise le segment CD de telle façon que la longueur 
du segment DF représente une fraction x (où 0 < x <1) 
de la longueur du segment DC, exprimez le vecteur AF 
comme une combinaison linéaire des vecteurs AB et BC. 


Soit trois points non colinéaires À, B et C. Montrez que le 


TL. = _— 
vecteur AB +-—AC divise l’angle de sommet A 


IAB] |JAC] 
en deux angles égaux. (Indice: Les diagonales d’un losange 
correspondent aux bissectrices des angles.) 


Soit M, N et P les milieux respectifs des côtés AB, BC et AC 
d’un triangle ABC. 


A 


C N 


a) Montrez que le segment de droite qui joint les milieux de 
deux côtés du triangle (MN par exemple) est parallèle au 
troisième côté (AC) du triangle et que la longueur de ce 
segment est deux fois plus petite que celle du troisième 
côté. 

b) À partir du résultat obtenu en a, exprimez le périmètre 
du triangle MNP en fonction de celui du triangle ABC. 


c) À partir du résultat obtenu en a, montrez que le quadri- 
latère PMBN est un parallélogramme. 
Montrez que le barycentre P d’un ensemble de n points du 
plan, PB, P,, .…, P, vérifie l'équation vectorielle 
OP = (OP + OP, +...+ OP,) 


où O est un point auxiliaire. 


Soit un quadrilatère À BCD. En joignant les milieux des côtés 
adjacents de ce quadrilatère, on forme un autre quadrilatère, 
soit EFGH. 


A E . 


G 


a) Montrez que EFGH est un parallélogramme. 


b) Montrez que le barycentre des points EFGH est identique 
au barycentre des points ABCD. (Indice: Utilisez le résul- 
tat démontré à l'exercice récapitulatif 22.) 


Soit un quadrilatère ABCD. Montrez que si les diagonales AC 
et BD se coupent en leur milieu, alors le quadrilatère est un 
parallélogramme. (Indice: Si E est le point d’intersection des 


n25. 


L\26. 


diagonales, montrez que AB = BC en vous servant du fait 
que AB = AE + EB) 
A B 


D C 


Donnez une démonstration vectorielle de l’énoncé. (Indice: 
Recourez au produit scalaire.) 


a) Tout angle inscrit dans un demi-cercle est un angle droit. 
(Note: Un des côtés du triangle correspond au diamètre 
et les sommets du triangle sont situés sur la circonférence.) 


b) Les diagonales d’un losange (un parallélogramme dont les 
quatre côtés ont la même longueur) se coupent à angle droit. 


Montrez que ä - ü > 0, où l'égalité est vérifiée seulement pour 
le vecteur nul. 


Soit # et Ÿ deux vecteurs orthogonaux du plan. Exprimez 
[IB4 — 2v|] en fonction de||4|| et de|[ÿ||. 


Soit 4 et ÿ deux vecteurs non nuls. Démontrez que ces deux 
vecteurs déterminent un angle aigu lorsque leur produit sca- 
laire est positif. 


Complétez la preuve de l’inégalité du triangle 
I + vI<lall+ 111 
PREUVE 
Forcément, si un des deux vecteurs est le vecteur nul, alors 
I + vI= ll + 1] 
<äll+111 
En effet, sans perte de généralité, on peut supposer que ÿ = 0, 
de sorte que 
(+ 11 = 118 + | 
= (al 
= a+ 
= |äll+1P 


<l+ 11] 


Par ailleurs, si les deux vecteurs sont non nuls, comme 
Iä +20, [ä]|>0 et [ÿ|>0, il faut montrer que 


_ 112 _ —11\2 
lé +5 < (+151) Où 


Iä +5]f =(G+5)-(G+5) 


=Ü + V+V U+V.V 

=Ü + V+U V+V.V 
12 ET 

= | + ali * 
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À 30. 


33. 


De plus, cosO < . Par conséquent, 


+4 SIA + a+ 
= 2 
< (Iä1+ _—_) 


Donc, |fä + v]| <|f&]l+ |1P] CI 


Montrez que ||ä — v|| <[|ä]|+||ÿ|| 


. Montrez que} + ÿ|| = || — v|| si et seulement si 4 et ÿ sont 


des vecteurs orthogonaux. 


. Soit 4 et ÿ deux vecteurs non nuls du plan. 


a) Donnez une interprétation géométrique à [|à + v|| et à 
I — v]| 

b) Utilisez le produit scalaire pour montrer que 

FF = 2(la? +1Fl) 


et donnez une interprétation géométrique à ce résultat. 


I + +11 - 


Utilisez le produit scalaire pour prouver la loi des cosinus: 
c? = a? + b? — 2abcosy. 


SECTIONS 5.5 À 5.5.3 


À 34. 


A 35. 


À 36. 


Exprimez les vecteurs 7, $, f, 4, Ÿ et # comme une combi- 
naison linéaire des vecteurs i et j. 


a} 
=} 


El 


+} 


Déterminez les composantes et la norme du vecteur AB. 


a) A(2, 4) et B(3, — 6) 
b)_A(-1 3) et B(-3 . 
c) A(-1, 2) et B(-4 

d) A(6,5) et B(3, n 


Soit les points A(1, 3), B(-1,5) et C(3,-2). Si AB = CD, 
quelles sont les coordonnées du point D? 


A 37. 


A 38. 


A 39. 


M 40. 


À 41. 


Hi 42. 


À 43. 


À 44. 


À 45. 


Quelles sont les coordonnées du point B si AB = 
si l’origine du vecteur est A(—2, 4)? 


[—5 6]let 


Quelles sont les coordonnées du point B si l’origine du vec- 
teur AB est A(—4, 1) et que ce vecteur est l'opposé de[2 -5]? 


Les points À = (1, 2), B = (4, —1) et C = (7, 4) sont trois des 
sommets du parallélogramme ABCD. Quelles sont les coor- 
données du point D dans chacun des cas suivants ? 


a) AC représente une diagonale de ce parallélogramme. 


b) ABet AC représentent deux côtés de ce parallélogramme. 


Utilisez le calcul vectoriel pour déterminer les coordonnées 
manquantes des sommets du parallélogramme. 


A(2, 8) 


C(-8, -5) 


Soit les points A(2,—1), 
E(4, —2). 
a) Donnez les composantes de chacun des vecteurs suivants : 


AB, CB, CD, ED, AE et AB — CB + CD — ED. Expliquez 
pourquoi les deux derniers vecteurs sont égaux. 


B(3,-3), C(-1,-1), D(2,2) et 


b) Calculez la norme des vecteurs AB, CB et ED. 


Soit B(2, 3). Quelles sont les coordonnées du point À si le 
vecteur AB a la même direction que le vecteur[—1 41], mais 
que sa norme est trois fois plus grande que celle de ce vecteur ? 


Déterminez la norme (|[ä||) et la direction (8) du vecteur %. 


a) ä=[3 2] di #=[2 À] 
b) ä=[5 -5] e) a=[-12 43] 
c) ä=[-1 2] 


Soit les vecteurs ä =[2 —-1],ÿ =[3 12]etw=[4 2]. 
Évaluez l'expression. 


a) —2ü-Vv+3Ww 


Soit les vecteurs 4 =[4 1[.ÿ =[-3 2]etw=[6 -4]. 

a) Représentez les trois vecteurs dans un même plan cartésien. 
b) Donnez les composantes de à + v. 

c) Donnez les composantes de 34 + 2% — 4w. 


d) Donnez les composantes de 5% — 25 — w. 


e) Évaluez|| — v|| 
f) Quelle est la direction de chacun des vecteurs ü%, et w ? 
g) À l'aide du résultat obtenu en f, évaluez l'angle entre ü et v. 


h) À l'aide du résultat obtenu en f, évaluez l'angle entre v 
et w. Que pouvez-vous dire de ces deux vecteurs ? 


b 46. Vérifiez que les composantes du barycentre d’un ensemble 

G]| de points correspondent à la moyenne des coordonnées cor- 
respondantes de ces points. (Indice: Utilisez le résultat obtenu 
à l'exercice récapitulatif 22.) 


b 47. Calculez la longueur de chacune des diagonales du paral- 
lélogramme dont les deux côtés non parallèles correspondent 
respectivement aux vecteurs 4 =[4 1]etv =[1 3] 


À 48. Quelles sont les composantes du vecteur dont la norme est 
de 5 et la direction de 75°? 


À 49. Donnez les composantes du vecteur unitaire de direction 
77/12. 


À 50. Déterminez la direction (83) et les composantes du vecteur 
ü à partir de sa représentation graphique. Le nombre indiqué 
représente la longueur du vecteur. 


a) d) 
ü 
2 
30° 
b) e) 
ü 
4 
45° 
45° 
3 
ü 
c) %, 
243 
60° 


b 51. La direction et la longueur d’un vecteur #4 sont respective- 
ment æ/6 et 3, alors que la direction et la longueur d’un 
vecteur Ÿ sont respectivement æ/3 et 5. 


a) Donnez les composantes de chacun des vecteurs # et ÿ. 
b) Donnez les composantes de la somme de ä et de ÿ. 


c) Quelles sont la direction et la norme du vecteur ä + y? 


L152. Un golfeur a effectué trois roulés sur un vert plat avant que 
sa balle ne tombe dans le trou. Le premier roulé a fait avancer 
la balle de 8 m en direction franc nord; le deuxième roulé de 


2 m en direction sud-est; le troisième roulé d’une distance 
de 1 m en direction nord-est. 


a) Illustrez cette situation dans 
un plan cartésien (axe des x 
est l'axe ouest-est, l'axe des y 
est l'axe sud-nord) en repré- 
sentant chaque roulé par un 
vecteur. 


b) Donnez les composantes des vecteurs représentant les trois 
roulés. 


c) Que représente la somme des trois vecteurs ? 


d) À quelle distance du trou la balle se trouvait-elle lorsque 
le golfeur a effectué son premier roulé ? 


L153. On vous demande de traverser un lac en ligne droite entre 
les points À et D à l’aide d’une chaloupe. On vous donne un 
plan du lac et des mesures effectuées par un arpenteur géo- 
mètre. Utilisez les vecteurs pour déterminer la distance que 
vous devrez parcourir et la direction que vous devrez suivre. 


YA 
D 


Lac Vert 


L 54. Deux forces agissent sur un œillet fixé à l’extrémité d’une 
Gp poutre comme l’illustre le schéma suivant. 


—… ——— 


IF]1= 10 kN 


BE 5 kN 


a) Quelle est la direction de E ? 


b) Dans un plan cartésien, tracez les forces FE et E, ainsi que 
la résultante F. = K + E, de ces deux forces. 


c) Estimez la norme de la résultante FE en mesurant la lon- 
gueur de ce vecteur avec une règle. 


d) Estimez la mesure de l'angle déterminé par les forces E 
et F. avec un rapporteur. 


e) Déterminez la norme de la résultante FE. en recourant à la 
loi des cosinus. 
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55. 


156. 


57. 
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f) Trouvez l'angle déterminé par les forces FA et FE en recou- 
rant à la loi des sinus. Utilisez la norme de F, calculée en e. 


g) Déterminez les composantes des forces K et E. 


h) Déterminez les composantes de la résultante FE en recou- 
rant au résultat obtenu en g. 


i) À partir de ses composantes obtenues en h, déterminez la 
norme et la direction de la force F.. 


Trois forces dont les normes sont respectivement IF || = 100N, 
IF = 250N et|[F,|| = 200 N agissent sur un œillet fixé à une 
poutre. Déterminez les composantes, la norme et la direction 
de la force résultante E. 


Deux forces dont les normes sont IE || = 400kN et 
IE Ï = 500 KN s'exercent sur une plaque de métal à travers 
des entretoises qui y sont fixées. 


a) Déterminez la valeur de l'angle 0 pour laquelle la force 
résultante F = E + E, présente une direction de 0° et 
donnez la norme de la résultante Il | | 

b) Si 0 = 20°, déterminez les composantes de FE; ainsi que 
la norme et la direction de ce vecteur. 


Le graphique suivant représente les deux forces ActE qui 
s’exercent sur un objet et dont la résultante a pour support 
Paxe des abscisses. Déterminez l'intensité de la force EF, . 


Ya 
|F||= 10 N 


30° 


RY 


CHAPITRE 5 


58. 


& 


Bi 59. 


LL 60. 


Un système de forces est en équilibre si la somme des forces 

est nulle. 

a) Le système de forces K =[1 1], FE =[4 2] et 
FE, =[-1 3]est-il en équilibre? 

b) Quelle force F, faut-il ajouter au système décrit en a pour 
obtenir un système en équilibre ? 


c) Trois enfants se disputent un jouet. Le schéma suivant 
indique l'intensité et la direction des forces exercées par 
deux des enfants dans le cas où l'objet est placé à l'origine 
du plan cartésien. Quelle force (direction et intensité) le 
troisième enfant doit-il exercer pour que le jouet reste à 
l'origine ? 


d) Quelle force le troisième enfant exerce-t-il si la résultante 
des forces a une intensité de 3 N et une direction de 27/3? 


À l’aide de la définition d’un système de forces en équilibre 
(voir l'exercice précédent), déterminez la tension dans chaque 
corde, c’est-à-dire IT | et IT ||. 


a) N\ 450 


5S0N 


Une jeune équilibriste marche sur un fil de fer tendu entre 
deux plates-formes. Au milieu de son parcours, la jeune 
femme provoque une déflexion de 8° du fil de fer, sa masse 
exerçant une force de 600 N. Calculez la tension qui s'exerce 
dans le fil de chaque côté de la jeune femme. 


D 


L'61. 


& 


LL62. 


& 


ps 


Deux chevaux de trait tirent une charge, le premier exerçant 
une force de 300 N, et le second de 400 N. Les chaînes entre 
les chevaux et la charge forment un angle de 30°. Quelle est 
la grandeur de la force résultante exercée sur la charge ? 


Un bras robotisé articulé comporte deux sections qui me- 
surent respectivement 3 m et 2 m, comme le montre le 
schéma. (Notez que ce schéma n’est pas à l’échelle.) 


Déterminez les composantes du rayon vecteur OP. 


. Dans un système en équilibre de rotation, la somme des mo- 


ments de force doit être nulle. On obtient le moment exercé 
par une force en multipliant la composante verticale de cette 
force (la composante peut être positive ou négative) par la 
distance signée (+ou—) mesurée à partir de l'axe de rotation 
(un pivot) jusqu'au point d’appui de la force. À titre d'exemple, 
on obtient l'intensité de la force FH qui assure l’équilibre de 
rotation dans le schéma suivant 


à partir de l'équation vectorielle 
—4]|F||sin45° + 6(-5sin60°) + (6 + 8)(10)sin30° = 0 
140sin 30° — 30sin60° 
4sin 45° 


Par conséquent, E|| = 15,6N. 

La biomécanique utilise cette idée d'équilibre de rotation pour 

décrire les forces agissant sur les membres chez l'être humain. 

Dans ce contexte, les os sont représentés par des segments de 

droite, une articulation par un pivot, et les forces, notamment 

celles exercées par les muscles, par des vecteurs. 

Un homme tient un poids de 50 N dans sa main. Supposons 

ce qui suit: 

. Le biceps de cet homme est attaché à l’avant-bras à une 
distance de 4 cm de l'articulation du coude et il forme un 
angle de 15° par rapport à la verticale. 

. Son avant-bras mesure 40 cm et pèse 15 N. On peut sup- 
poser que le poids de l'avant-bras est concentré en son centre. 


a) Complétez le schéma suivant qui décrit les forces en 


présence. 
15° 
|' 
FA i 
: 
4 cm\ 
A ” i I 
es —— Coude 20 cm ?cm 


IRII= € 


LL 64. 


LL65. 


b) À partir du schéma, déterminez l'intensité de la tension 
(la force E, ) exercée par le biceps pour maintenir le poids 
de 50 N. 


Quand une personne marche, le talon de son soulier se dé- 
pose au sol avec une force F déterminant un angle @ avec la 
verticale, comme l’illustre le schéma. Pour que le marcheur ne 
glisse pas, la composante horizontale F, de la force exercée 
par le talon doit être contrebalancée par la force de friction 
F; de direction contraire. 


a) Exprimez F; en fonction de F,. 


b) Sachant que||F;| = al[F, || où u représente le coefficient 
de friction, montrez que tg0 = y. 


c) Sachant qu'une personne ne glissera pas pour toute valeur 
d'angle inférieure à celle déterminée en b, déterminez la 
valeur de l'angle @ qui évite le glissement si le coefficient 
de friction du talon sur un trottoir est de 0,7. 


À l’aide de trois électrocardiogrammes (ECG), il est possible 
de déterminer l’axe électrique du cœur en calculant une 
somme vectorielle. On obtient un ECG en plaçant des élec- 
trodes en différents endroits du corps. On nomme «dériva- 
tion » la disposition des électrodes sur le corps. Les dériva- 
tions standard permettent de mesurer le signal cardiaque entre 
deux électrodes placées sur deux membres. La première de 
ces dérivations consiste à placer une électrode à chaque poi- 
gnet du sujet ; la deuxième consiste à placer une électrode au 
poignet droit et une autre à la cheville gauche du sujet; la troi- 
sième consiste à placer des électrodes au poignet et à la che- 
ville gauches du sujet. 


Voici la représentation d’un cycle cardiaque typique, donnée 
par un ECG. 


R 


Ligne isoélectrique 


15 mm 


LE 


5 mm 


Dans ce tracé, R = 15 mm et $ = —5 mm. On mesure la lon- 
gueur de R et de S (affectée d’un signe) sur les trois tracés 
obtenus pour les trois dérivations standard. 


Laxe électrique du cœur est donné par la somme vectorielle 
D = D, + D, + D:, où les D, sont des vecteurs associés à la 
jième dérivation. Pour chaque ECG, la longueur du vecteur D; 
est [D] où D; =R,+S$, [pour le graphique donné, 
D, =R,; +$; =15 +(-5) = 10mm|]. La direction du vecteur 
D, est de 0° ou de 180° selon que D, est positif ou négatif; 
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la direction de D, est de 300° ou de 120° selon que D, est 
positif ou négatif; la direction de D, est de 240° ou de 60° 
selon que D, est positif ou négatif. 


On dit que l’axe électrique du cœur est normal lorsque la di- 
rection de D est comprise entre 270° et 360° ; qu'il est droit 
lorsque la direction de D est comprise entre 90° et 270° ; qu'il 
est dévié à gauche lorsque la direction de D est comprise entre 
0° et 90°. 

Déterminez la nature de l'axe électrique correspondant aux 
données. 


a) D, =:12, D; = —10 et D; = 18. 
bl A =55S 247 Re 085, 


6, R; 


24etS, = —4. 


| SECTIONS 5.5.4 À 5.5.10 


À 66. 


& 


Lu 67. 


Le travail effectué par une 
force F appliquée sur un objet 
qu'on déplace, dans la direc- 
tion d’un vecteur D sur une 
distance |D|} est donné par 
Pexpression F - D. Une per- 
sonne pousse une tondeuse à 
gazon sur une distance de 
30 m en appliquant une force 
de 100 N. Si la poignée de la 
tondeuse forme un angle de 
30° avec le sol, quel travail (en 
newtons-mètres [N:m]) la 
personne effectue-t-elle ? 


Soit un ensemble de n masses ponctuelles, notées #1, M, … 
et m,, situées aux points PB, P,, .… et P,, et dont la masse 


n 
totale M est donnée par M = Dm. Le centre de masse Q 
i=1 
——. | LAURE 
de ces masses est tel que OQ = or OP,, de sorte que le 
i=l 
rayon vecteur OQ est une combinaison linéaire des rayons 
vecteurs des localisations des masses ponctuelles. 


a) Soit des masses ponctuelles de 6 kg, de 2 kg et de 3 kg dont 
les coordonnées sont respectivement A(1, 3), B(-4, 8) et 
C (4, —2). Déterminez les coordonnées du centre de masse. 


b) Soit des masses ponctuelles de 1 kg, de 6 kg et de x kg dont 
les coordonnées sont respectivement A(2, —2), B(-4, —3) 
et C(4, —10). Déterminez la masse x si le centre de masse 
est situé au point Q(-1, —5). 

c) Soit des masses ponctuelles de 4 kg, de 2 kg et de 1 kg dont 
les coordonnées sont respectivement A(1, —2), B(-4, 3) 
et C(x, y). Déterminez les coordonnées du point C si le 
centre de masse est situé au point Q(3, 2). 


d) Vérifiez que le centre de masse d’un ensemble de masses 
ponctuelles égales correspond au barycentre P des coor- 
données de ces masses. (Indice: Utilisez le résultat démon- 
tré à l'exercice récapitulatif 22.) 


e) Soit un ensemble de n masses ponctuelles dont une masse 
est variable. Décrivez le mouvement du centre de masse 


L\68. 


A71. 


lorsque la masse variable devient de plus en plus grande, 
voire tend vers l'infini. 


Soit un ensemble de n masses ponctuelles, notées #1, M, … 
et m,, situées aux points P, P,, .… et P,, et dont la masse 


n 

totale M est donnée par M = Dm, soit la somme de 
i=1 

toutes les masses. Le centre de masse Q est donné par 


n 
OQ = Dm OP, de sorte que le rayon vecteur OQ est une 

i=1 
combinaison linéaire des rayons vecteurs des localisations 
des masses ponctuelles. Ce concept qui tire son origine de la 
physique, trouve son application en sciences économiques. 
Ainsi, la localisation idéale d’une entreprise de distribution 
de biens qui dessert n villes devrait être le centre de masse 
de ces villes, la masse représentant, dans ce contexte, la taille 
des populations. Déterminez la localisation idéale d’un 
centre de distribution qui dessert quatre villes situées en 
A(1, 1), en B(-5, 3), en C2, 6) et en D(-4, 3) et dont les 
populations sont respectivement de tailles (en dizaines de 
milliers) 50, 40, 90 et 70. 


Soit ä et v des vecteurs non nuls. Démontrez que 
(i-v] =|fä|[[|v]| si et seulement si 4 et v sont parallèles. 


Soit un triangle quelconque dont un sommet coïncide avec 
Porigine d’un plan cartésien et dont un côté est situé sur l’axe 
des abscisses. 


Soit AN et BM deux médianes de ce triangle. Soit C et D les 
points de ces médianes situés aux deux tiers de la longueur 
de la médiane à partir du sommet. 


a) Quelles sont les coordonnées des points M et N? 


b) Exprimez le vecteur OD comme une combinaison linéaire 
des vecteurs OB et BM. 


c) Quelles sont les composantes du vecteur OD ? 
d) Quelles sont les composantes du vecteur OC ? 


e) À partir des résultats obtenus en c et en d, que pouvez- 
vous dire de la position relative des points C et D? 


f) Que pouvez-vous conclure à propos des médianes d’un 
triangle ? 


1] =[1 -2]etw=[-4 2] 
a) Exprimez le vecteur * = [1 4]comme une combinaison 
linéaire des vecteurs ü et v. 


Soit les vecteurs ä = [2 


b) Exprimez le vecteur y = [0 6]comme une combinaison 


linéaire des vecteurs Ÿ et W. 


A 72. 


A 73. 


À 74. 


À 75. 


1176. 


c) Déterminez si les vecteurs # et y sont linéairement indé- 
pendants. 


d) Déterminez si les vecteurs % et w sont linéairement indé- 
pendants. 


3 1 
Soit les vecteurs 4 =[2 3], = [-6 sas -[ | 


a) Montrez que à et Ÿ sont des vecteurs perpendiculaires. 


b) Exprimez le vecteur f = [4 3] comme une combinaison 


linéaire des vecteurs ä et v. 


c) Exprimez le vecteur $ = [a b]comme une combinaison 
linéaire des vecteurs ü et v. 


d) Les vecteurs ä et ÿ forment-ils une base de IR? ? Si oui, 
cette base est-elle orthogonale ? Est-elle orthonormée ? 


e) Trouvez un vecteur qui forme, avec le vecteur w, une 
base orthonormée de R?. (11 y a deux possibilités.) 


Montrez que les points A(1, 2), B(3,4) et C(5, 2) sont les 
sommets d’un triangle rectangle. Quel point est le sommet 
de l’angle droit? Quelles sont les mesures des deux autres 
angles ? 


Déterminez, si possible, le nombre a tel que les vecteurs 
[a 4]et[a -9]sont: 
a) perpendiculaires ; 


b) parallèles. 


Déterminez si l’expression a du sens. Justifiez votre réponse. 
a) 24-35 =" D) a <5 

b) 24+Yÿ=0 g) a <Ÿ 

c) 2ü +3ù = 5ù h) |fä|| <|fÿ|| 


d) 3ä—2][ÿ||= 45 
e) 2äll— 4PI1= 10 


) 4-(F-#=(G.r).w 


Dites si l'énoncé est vrai ou faux. Justifiez votre réponse. 
a) 
b) [ü+v||=||4||+||v] si ä et v sont des vecteurs parallèles. 
o) li-v] [di 


d) Deux vecteurs égaux ont la même origine. 


V=ÜW = V=W 


& 


e) Deux vecteurs opposés ont des directions contraires. 

f) AB = BÀ 

e) |lABI= [BA 

h) Toute paire de vecteurs du plan constitue une base de R?. 
i) Siffä + v||= 0, alors [|ä|| = ||]. 

j) Le vecteur nul peut faire partie d’une base de R2. 

k) kä = 0 si et seulement si k = 0. 


1) La projection orthogonale d’un vecteur #4 sur un vec- 
teur Ÿ, notée ü;, ne vaut jamais 0. 


m) Deux vecteurs parallèles de même longueur sont néces- 


sairement égaux. 


n77. 
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Soit les vecteurs 4 =[-1 2], ÿ=[2 -1], w=[4 4] et 

ft =[-4 2]. 

a) Montrez que les vecteurs %, ÿ et W sont linéairement 
dépendants. 


b) Montrez que les vecteurs à et ÿ sont linéairement indé- 
pendants. 


c) Montrez que les vecteurs ÿ et ÿ forment un système géné- 
rateur de R?. 


d) Que peut-on dire des vecteurs ä et v par rapport à R?? 


e) Montrez que les vecteurs Ÿ et £ ne forment pas un système 
générateur de R?. 


f) Pourquoi les vecteurs Ÿ et f ne forment-ils pas une base 
de R?? 


g) Montrez que les vecteurs 4 et # forment une base de IR?. 


Soit les vecteurs à = [1 2],ÿ =[4 3]etw =[-2 -3].Éva- 
luez l'expression. 


a) ü-v d) ä-(2v —3w) 
b) ä.w e) (4+v)-(ä—%) 
c) v-w 


Nombre d'actions 
achetées ou vendues 


Le tableau ci-contre donne le 
nombre d’actions des entre- 
prises À et B que Sylvie a ache- 
tées (nombre positif) ou ven- 
dues (nombre négatif) au cours 
des 5 derniers jours. 


Entreprise 


Le vecteur g = [qi q ]est le 
vecteur dont les composantes 
donnent le nombre d'actions 
des entreprises À et B achetées 
ou vendues le jour i. 


a) Complétez: gg; =[___ ___ ||. 

b) Interprétez la deuxième composante du vecteur g3. 

c) Donnez la valeur et le sens des composantes de 
a+ +4. 

d) Donnez la valeur et le sens des composantes de 


1, Ë ; 
SG +p+q+q +8). 


Sylvie a également produit un 
tableau indiquant le prix uni- 
taire des actions achetées ou 


Prix unitaire ($) des actions 
achetées ou vendues 


Entreprise 
vendues. P 


Le vecteur p; =[p, ps ]estle 
vecteur dont les composantes 
donnent le prix unitaire des 
actions des entreprises À et B 
respectivement achetées ou 
vendues le jour i. 


e) Complétez: pj = [___ ___ |. 
f) Interprétez la première composante du vecteur fs. 


g) Pouvez-vous donner un sens aux composantes de 
Pi +pr2+p3? 
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À 80. 


À 81. 


= 82. 


h) Donnez la valeur et le sens des composantes de 


l x 
m4 2 3 4 5 }: 
CP +P:+P;+Patps) 


i) Donnez la valeur et le sens de pi -&. 


j) Siles composantes du vecteur # = [80 50] représentent 
le nombre d'actions que Sylvie détient dans les entreprises 
A et B, dont les dividendes par action (en dollars) sont 
consignés dans le vecteur d = [0,32 0,43 |, effectuez une 
opération vectorielle pour déterminer la valeur totale des 
dividendes à recevoir. 


Le vecteur 5 = [825 936] donne la valeur des actions que 
Sylvie détenait dans les entreprises À et B au début d’un mois. 
À la fin de ce mois, l'action de l'entreprise A avait perdu 5 % 
de sa valeur, et celle de l'entreprise B en avait gagné 3 %. 


k) Quelles sont les composantes du vecteur y; donnant la 
valeur des actions que Sylvie détenait dans les entreprises 
A et B à la fin du mois? 

1) Donnez la valeur et le sens de vw — vw. 

m) Donnez la valeur et le sens de (x: - v5) -[1 1] 

n) Soit le vecteur ä = [—0,05 0,03], donnez la valeur et le 
sens de ü - v5. Comparez cette réponse avec celle obtenue 
en M. 


Soit les vecteurs 4 = [—1 2], =[-4 -3]etw=[2 5]. 
Évaluez l'angle déterminé par les vecteurs indiqués. 


a) “etv c) vetw 

b) äetw 

Soit les vecteurs ä = [1 —2], ÿ =[3 —-1| et w =[-4 2]. 

Évaluez l'expression. 

a) üÿ c) Vr 

Soit les vecteurs $ =[4 —3], f =[2 2], ä=[-1 1], 

v =[1 -3]etw=[-3 -4]. 

a) Représentez tous ces vecteurs dans un même plan 
cartésien. 


b) Calculez la norme de chaque vecteur. 
c) Calculez la direction de chaque vecteur. 


d) Trouvez un vecteur à tel que les vecteurs à, $ et f déter- 
minent un triangle. 

e) Donnez les composantes des vecteurs % +35, 
—3ü+2W+1et55 + 3f — 2ü. 

f) Évaluez ü -v,Ss-f,ü:35$ et 24 -(35 + 4f). 

g) Quel est l'angle déterminé par les vecteurs % et ÿ ? Par les 
vecteurs $ et £ ? 

h) Montrez que les vecteurs $ et w sont orthogonaux. 

i) Montrez que le vecteur W est perpendiculaire (on dit aussi 
normal) à la droite d'équation 3x + 4y = 12. (Indice: 
Trouvez deux points de cette droite et montrez qu'un 
vecteur joignant ces deux points est perpendiculaire au 
vecteur W.) 

j) Exprimez le vecteur Ÿ comme une combinaison linéaire 
des vecteurs ü et S. 


k) Exprimez le vecteur ÿ comme une combinaison linéaire 
des vecteurs W et f. 


@ 83. 


84. 


1) Exprimez le vecteur $ comme une combinaison linéaire 
des vecteurs #, et £. Existe-t-il plus d’une possibilité ? 
m) Les vecteurs 4%, W etS sont-ils linéairement indépendants ? 


n) Pourquoi les vecteurs %, w et $ ne forment-ils pas une 
base de R?? 

o) Peut-on exprimer le vecteur Ÿ comme une combinaison 
linéaire des vecteurs ä et poù p = [2 —2]?Justifiez votre 
réponse. 

p) Pourquoi les vecteurs et p ne forment-ils pas une base 
de R?? 

q) Montrez que tout vecteur du plan r =[a b]sécrit comme 
une combinaison linéaire des vecteurs ü et $. Que peut-on 
dire des vecteurs ü ets? 

r) Montrez que les vecteurs ÿ et $ sont linéairement indé- 
pendants. 

s) Sachant que les vecteurs ti et $ sont linéairement indépen- 
dants et qu’ils constituent un système générateur de R?, 
que peut-on en conclure ? 

t) Les vecteurs f et $ forment-ils une base de R?? 

u) Donnez les composantes du vecteur dont la norme est 
quatre fois plus grande que la norme de Ÿ et dont la direc- 
tion est contraire à celle du vecteur v. 

v) Donnez les composantes des deux vecteurs unitaires per- 

pendiculaires au vecteur v. 

Donnez les composantes des deux vecteurs unitaires qui 

forment chacun un angle de 45° avec le vecteur Y. 

x) Quelle est la projection orthogonale du vecteur $ sur le 
vecteur f ? 

y) Quelle est la projection orthogonale du vecteur $ sur le 
vecteur w ? Qu'en concluez-vous ? 


Soit ä =[u uw ]etv=[" v,]deux vecteurs non nuls et 
orthogonaux de R?. 


a) Que valent ä - (aü + bÿ) et ÿ - (aü + bv)? Exprimez votre 
réponse en fonction de||ä|| et de||v||. 


b) Utilisez le résultat obtenu en 4 pour montrer que les vec- 
teurs ä et Ÿ sont linéairement indépendants. 


c) Vérifiez que tout vecteur # =[w, w,]| peut sécrire 


_ . 1 uw VW 
comme W = œü+@V, Où Œ = et 4 = ——. 
[|| II] 


Les coefficients 4, et a, sont appelés coefficients de Fourier 
de la combinaison linéaire. 
d) Illustrez graphiquement le résultat obtenu en c. 
1Jety =[-1 


e) Vérifiez que les vecteurs % = [1 1]sont 


orthogonaux. 


f) Déterminez les coefficients de Fourier du vecteur 
w =[4 2] par rapport à la base orthogonale formée des 


vecteurs à =[1 —-1|et” =[-1 -1] 


Soit les vecteurs 4 = [1 1]etv =[-1 1]. 
a) Calculez la norme des vecteurs # et v. 
b) Montrez que B’{ü, ÿ} est une base orthogonale de R?. 


c) Quelle est la matrice de passage P de la base canonique à 
la base B’? 


b185. 


b\86. 


H 87. 


d) Calculez P”!. 


e) Quelles sont les composantes du vecteur # = [1 5]dans 
la base B°? 


f) Dans un plan cartésien, représentez graphiquement les 
vecteurs ti, ÿ et w, ainsi que l'expression de W# comme une 
combinaison linéaire des vecteurs # et Y. 


g) Pourquoi les vecteurs %, ÿ et # ne forment-ils pas une 
base de R? ? 


Soit les vecteurs 4 =[2 1]etv =[-1 2]. 
a) Calculez la norme des vecteurs ä et y. 
b) Montrez que B’{ü, ÿ} est une base orthogonale de R2. 


c) Pourquoi les vecteurs # et Ÿ ne forment-ils pas une base 
orthonormée de R? ? 


d) Quelle est la matrice de passage P de la base canonique à 
la base B°? 


e) Calculez P"1. 


f) Quelles sont les composantes du vecteur # =[-1 -3] 
dans la base B’? 


g) Dans un plan cartésien, représentez graphiquement les 
vecteurs ü, Ÿ et W, ainsi que l'expression de W comme une 
combinaison linéaire des vecteurs ÿ et y. 


h) Pourquoi les vecteurs %, ÿ et # ne forment-ils pas une 
base de R?? 


Soit les vecteurs 4 =[cos@ sinœ] et ÿ =[cosf sinB]où 
0O<axa<B<r. 


a) Quelle est la longueur des vecteurs à et ? 

b) ‘Tracez les vecteurs # et ÿ dans un même plan cartésien. 
c) Que représente B - œ? 

d) Déterminez le produit scalaire de # et de ÿ. 


e) Établissez une identité trigonométrique pour cos(B — œ). 


Les logiciels graphiques permettent le traitement d'images 
dans le plan: projection, élongation, réflexion par rapport à 
un axe, rotation. On recourt aux matrices et aux vecteurs 
pour modéliser ces transformations. Dans le cas présent, nous 
emploierons des vecteurs colonnes (ou matrices colonnes). 


; + a k z LS 
Soit le vecteur # = b représenté dans un plan cartésien. 


RY 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


f) 


8) 


Dans un même plan cartésien, tracez le vecteur corres- 


a 
b 


= a ; Pot Dore 
u = É ] Donnez une interprétation géométrique du pro- 


. ss 11 0 
pondant au produit matriciel +. et le vecteur 


; . 1 0 - _[a 
duit de la matrice | . sl par le vecteur ü = | b ] 


Dans un même plan cartésien, tracez le vecteur corres- 
a 


b 


5 a ; pe k Fe 
u = | El Donnez une interprétation géométrique du pro- 


: .. 110 90 
pondant au produit matriciel | 0 | ] et le vecteur 


duit de la matrice Ë ‘| par le vecteur ä = É ] 


Dans un même plan cartésien, tracez le vecteur corres- 
. ..|[—10|a 

pondant au produit matriciel o 16 et le vecteur 

_ a re Fe : z 

u = É | Vérifiez que cette opération constitue une ré- 
_ a ND 

flexion du vecteur à = | b | par rapport à l'axe des ordon- 

nées. 

Quelle matrice carrée d'ordre 2 permet d'exprimer la 


_ a sp 
réflexion du vecteur =| | par rapport à l'axe des 


b 
abscisses ? 
Quelle matrice carrée d'ordre 2 permet d'exprimer la 


+ a s : 
réflexion du vecteur à = FH par rapport à la droite 


a b 
d'équation y = x, c'est-à-dire de transformer [e| en Fo] ? 


2 0|[a 
; nr 2 
Quel est l'effet de l'opération É ; | | b | 2 


Quel est l'effet de l'opération É 4 Es si k est un scalaire 


positif? Si & est un scalaire négatif? 


cos —sin 
Montrez que | de à | | é 


sing cos || b 


| applique une rotation 


d'un angle @ au vecteur äà = FH (Indice: Vérifiez que le 


cos® —sin® |[ a 
sing cos | Le 
ü et que la direction de w est de 0 + o où 0 désigne la 
direction de &.) 


vecteur W = | | a la même longueur que 


Si A(o) = . Eu | vérifiez que[A(p)] " = A(-œp) 


et interprétez ce résultat en fonction de celui obtenu en h. 


sing cos 
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DROITE DU PLAN 


« CHAPITRE 6 


Parce que j'avais étudié Euclide à 

un très jeune âge, jen étais venu à 
détester la géométrie, et pourtant, 

en dépit de cette aversion chronique, 
chaque fois que j'approfondissais une 
question mathématique, je me rendais 
compte que celle-ci était toujours 
essentiellement de nature géométrique. 


James Joseph Sylvester 


Ce sujet vous est sans doute familier puisque dès qu'on amorce 
l'étude du plan cartésien, on s'intéresse à la droite du plan. Vous 
savez qu'une droite est complètement déterminée par deux de 
ses points, et que son équation peut s'écrire sous la forme 

y = mx + b, où m représente la pente de la droite et b l'ordon- 
née à l'origine. Vous avez peut-être appris que l'équation de la 
droite qui passe par le point P(X; Vo) peut également s'écrire 
sous la forme y = m(x — x,) + y.. Vous savez certainement que 
les pentes de deux droites parallèles sont identiques, alors que 
le produit de pentes de deux droites perpendiculaires vaut —1. 


Toutefois, on peut en dire bien davantage sur une ou plusieurs 
droites si on approche le sujet sous l'angle vectoriel. C'est ainsi 
que, dans ce chapitre, nous verrons comment déterminer la 
position relative de deux droites et, selon le cas, trouver le point 
d'intersection de ces dernières, l'angle qu'elles déterminent ou 
la distance qui les sépare. Nous verrons également comment 
trouver le point d'une droite qui est le plus proche d'un point 
extérieur à cette droite. 


OBJECTIFS 


°e Déterminer la pente, l'ordonnée à 
l'origine et l'angle d'inclinaison d'une 
droite du plan (6.1 et 6.2). 


e Tracer une ou plusieurs droites dans 
un plan cartésien (6.2). 


° À partir d'informations suffisantes, 
écrire l'équation ou les équations 
d'une droite du plan sous une de ses 
formes courantes: pente et ordonnée 
à l'origine, angle d'inclinaison et 
ordonnée à l'origine, pente et un 
point, deux points distincts, équation 
vectorielle, équations paramétriques, 


SOMMAIRE 


Un portrait de Euclide 
6.41 Terminologie de base (p.264) 


6.2 Différentes formes de l'équation d'une droite du 


plan (p. 266) 
6.3 Distances (p. 279) 


équation symétrique, équation 
cartésienne et équation normale 
(6.2). 


Vérifier si un point appartient à une 
droite du plan (6.2). 


Trouver l'intersection de deux droites 
du plan (6.2). 


Trouver un point et un vecteur 
directeur d'une droite du plan, ainsi 
qu'un vecteur normal à celle-ci (6.2). 


Déterminer la position relative 
(parallèles distinctes, parallèles 


6.4 Angle déterminé par deux droites concourantes 


(p. 287) 
Résumé (p. 288) 
Mots clés (p.289) 


Réseau de concepts (p. 290) 


Exercices récapitulatifs (p.290) 


Exercices de révision (chapitres 1 à 6) (p. 299) 


confondues, concourantes) de deux 
droites du plan (6.2). 


Calculer la distance entre un point et 
une droite du plan, et la distance 
entre deux droites parallèles du plan 
(6.3). 


Trouver le point d'une droite du plan 
le plus rapproché d'un point donné 
extérieur à cette droite (6.3). 


Trouver l'angle déterminé par deux 
droites concourantes du plan (6.4). 


ANIMATIONS GEOGEBRA 
e Position relative de deux droites du plan (p.277) 
e Distance d'un point à une droite du plan (p.282) 


Point d'une droite le plus proche d'un point extérieur à cette 
droite (p. 283) 


Distance entre deux droites parallèles (p. 285) 
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UN PORTRAIT DE 


On sait peu de choses à propos d'Euclide. Ses contemporains 
n'ont laissé de lui aucun dessin, peinture ou buste, de sorte que 
nous n'avons pas de portrait réaliste de cet illustre mathémati- 
cien; nous devons donc nous contenter de représentations - 
comme celle de gauche - issues de l'imagination d'artistes ayant 
vécu bien après lui. Euclide était vraisemblablement d'origine 
grecque. Il serait né aux environs de l'an 330 et mort aux envi- 
rons de l'an 275 avant notre ère. Il aurait reçu sa formation à 
Athènes, mais c'est à Alexandrie qu'il fonda l'école de mathéma- 
tiques où il enseigna. Euclide aurait été une personne affable et 
scrupuleusement honnête. On raconte que, en guise de réponse 
à un élève qui le questionnait sur l'utilité de la géométrie pour 
réussir dans la vie, il lui aurait fait remettre une somme d'argent 
pour tourner en dérision sa vénalité. Les travaux mathématiques 
d'Euclide ont d'abord été traduits en latin et en arabe, puis ces 
versions ont été traduites dans diverses langues d'Europe. L'ou- 
vrage le plus connu d'Euclide, les Éléments, est divisé en 13 livres: 
les six premiers livres traitent de géométrie plane, les trois sui- 
vants d'algèbre et de théorie des nombres, le dixième des nom- 
bres irrationnels, et les trois derniers des solides géométriques. 


Cet ouvrage didactique, qui réunit l'ensemble des connaissances mathématiques accumulées 
par les anciens Grecs, a connu un énorme succès. À l'exception de la Bible et du Coran, les 
Éléments est sans doute le livre le plus édité” et le plus étudié des deux derniers millénaires. 
Dans certains pays, ce traité servait encore à l'enseignement de la géométrie au début du 
xx® siècle. La popularité des Éléments tient non seulement à son contenu, mais également à 
sa forme. L'exposé d'Euclide est extrêmement clair et rigoureux. La démarche axiomatique 
proposée dans les Éléments sert encore aujourd'hui de modèle. En effet, l'ouvrage commence 
par une série de 23 définitions, suivies de 5 postulats (énoncés acceptés comme vrais parce 
qu'ils constituent des évidences) et de 5 notions communes (parfois appelées axiomes); 
viennent ensuite des théorèmes, tous démontrés. La structure logique du traité, fondée sur 
un nombre restreint d'hypothèses et de définitions, a largement contribué à sa renommée et 
a valu à son auteur une place de choix dans l'histoire des mathématiques. Il fallut d'ailleurs 
attendre les travaux de Gerolamo Saccheri (1667-1733) pour que soit formulée une géométrie 
non euclidienne remettant en question le cinquième postulat d'Euclide. Développée notam- 
ment par Bernhard Riemann (1826-1866), cette nouvelle géométrie trouva finalement son 
utilité dans les travaux d'Albert Einstein (1879-1955) sur la relativité. Plusieurs termes mathé- 
matiques encore en usage comportent le qualificatif d'euclidien, en l'honneur du grand ma- 
thématicien de la Grèce antique : algorithme euclidien, anneau euclidien, distance euclidienne, 
division euclidienne, espace vectoriel euclidien, géométrie euclidienne, norme euclidienne. 


* R.E. Moritz cite Riccardi, qui affirme avoir répertorié près de 2 000 éditions de l'ouvrage d'Euclide. 
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Pente d’une droite 
La pente d’une droite du plan est le 
quotient de la variation des ordonnées 
sur la variation des abscisses. La pente m 
de la droite passant par deux points 
distincts (x, ni) et (22, Ya ) est donnée 
Y27 M 
2 A 
le cas particulier où x, = x, la pente nest 
pas définie. 


par m = lorsque x, # x2. Dans 


264 CHAPITRE 6 


TERMINOLOGIE DE BASE 


DANS CETTE SECTION : pente d'une droite - angle d'’inclinaison d'une droite - ordonnée 
à l’origine. 


Les vecteurs du plan ont de nombreuses applications. Dans le présent chapitre, nous 
adopterons notamment une approche vectorielle pour étudier les différentes carac- 
téristiques d’une droite du plan. 


La droite est le lieu géométrique le plus simple qui puisse s'exprimer sous la forme 
d’une équation. Il existe plusieurs façons de caractériser une droite. 


Ainsi, dès les premières pages des Éléments, immédiatement après les définitions, 
Euclide énonce cinq postulats”, les deux premiers portant sur la droite. Le premier 
affirme qu'on ne peut conduire qu'une seule droite d’un point à un autre point. 
Toute droite est donc complètement déterminée par deux de ses points. 


Nous désignerons une droite, ou son équation, par le symbole À, auquel on ajoute 
au besoin un indice”. La FIGURE 6.1 représente la droite À passant par deux points 


lé, y) et é: V2). 


[FIGURE 6.1 
Droite A passant par les points (x:, y1) et (x2, y2) 
YA 
Ay=mx+b 
(x, »2) . 
Pa n=-<ssessss Jesus ts PR 
= X; 
b=y -mx 


Jay 


aŸ 


On calcule la distance d'entre les points (x, y,)et(x2, y)en appliquant le théorème 
de Pythagore: d = VC - x) + (y — nn). 


L'expression A: y = mx + b désigne une droite À de pente m et d’ordonnée à 
l’origine b (valeur de y lorsque que x = 0). Si (x,, m1) et (x, y2) sont deux points 
distincts d’une même droite tels que x, Æ x,, alors, lorsqu'on se déplace entre ces 
deux points, le quotient (le taux de variation) de la variation des ordonnées sur 
la variation des abscisses fournit la pente de la droite. Ce quotient est constant 


* Pour Euclide, un postulat est un énoncé primitif qui n'a pas besoin d'être démontré parce qu’il paraît 
incontestable. 

** Le symbole A se prononce «delta». Dans l'alphabet grec, il correspond à un d majuscule. Le choix de ce 
symbole repose sur le fait que le mot droite commence par un «d». 


quels que soient les points distincts de la droite. La pente est donnée par l’expres- 


y 


21 ; He 
cn A lorsque x, À x, sinon elle n’est pas définie. 
X2 — X] 


sion m = 


Alors, si on se déplace sur une droite, la pente indique la variation de l’ordonnée 
lorsque l’abscisse augmente d’une unité. La pente d’une droite représente donc le 
taux de variation de l’ordonnée par rapport à l’abscisse, ce taux étant constant. La 
droite constitue le modèle descriptif de tout phénomène dont le taux de variation 
est constant. 


Des MOTS et des SYMBOLES 


I n'y a pas vraiment d'explication étymologique ou de justification historique au choix 
des lettres m et b pour désigner les paramètres dans l'équation d'une droite. Comme le 
disait l'historien des mathématiques Howard Eves, il semble que ce soit simplement arrivé 
comme cela. 


En fait, selon les époques et les pays, on désigne les paramètres de la droite de différentes 
façons. Ainsi, dans un ouvrage italien du xvii® siècle, l'équation d'une droite est notée 
y = mx +n; dans un ouvrage français du xIX° siècle, elle est notée y = ax + b; dans des 
ouvrages britanniques, on trouve plutôt y = mx + c ou encore y = mx+h. 


Au début du xx®° siècle, dans différents pays, on trouve les notations y = kx + m (Suède), 
y = ax +b, y = px+qet y = mx+n (Pays-Bas), y = kx + d (Autriche) et y = kx + b 
(Russie). 


Dans les manuels de statistique, on utilise généralement y = a + bx ou y = B, + B,x. 


La pente d’une droite est également donnée par l'expression m = tg0 où 6 repré- 
sente l’angle (0° < 8 < 180° ou 0 < 8 < x) déterminé par la droite et l’axe des abs- 
cisses. L'angle 0 se mesure dans le sens contraire des aiguilles d’une montre depuis 


Angle d’inclinaison d’une droite l’axe jusqu’à la droite. Cet angle est appelé angle d’inclinaison de la droite. L’angle 
Langle d’inclinaison d’une droite A d’inclinaison d’une droite verticale est de 90°, alors que celui d’une droite horizon- 
du plan est l'angle @ entre la droite A tale est de 0° 


et l'axe des abscisses, cet angle étant 
mesuré dans le sens contraire des 
aiguilles d’une montre, depuis l'axe 
jusqu’à la droite. Langle d’inclinaison 6 
est tel que 0° < 9 <180°ou0 £<0 < x. 


EXEMPLE 6.1 


Dans la FIGURE 6.2, on constate que l’angle d’inclinaison des droites A;, A;, A3 
et À, est respectivement de 40°, 160°, 90° et 0°. 


Angle d'inclinaison 


JA 
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Ordonnée à l'origine 

L'ordonnée à l'origine d’une droite A: 

y = mx + b est l'ordonnée b du point 
d’intersection de la droite avec l'axe des y, 
soit la valeur de y lorsque x = 0. Une 
droite de pente m qui passe par un point 
(x 1) a comme ordonnée à l'origine 
b=n- 


L'ordonnée à l’origine d’une droite A: y = mx + b est égale à l’ordonnée b du point 
d’intersection de la droite avec l’axe des y, soit la valeur de y lorsque x = 0. Une 
droite de pente m qui passe par un point (x, y.) a pour ordonnée à l'origine 
b= y; — mx:. 


Une droite est donc complètement déterminée par sa pente et son ordonnée à 
l’origine. Autrement dit, il n'existe qu’une seule droite de pente m et d’ordonnée 
à l’origine b. 

Il y a lieu de distinguer deux cas particuliers, soit les droites horizontales et les 
droites verticales. L’équation d’une droite horizontale est y = b, c’est-à-dire que sa 
pente est nulle (m = 0). L’équation d’une droite verticale est x = a: sa pente n’est 
pas définie. Il faut garder à l'esprit que les règles générales énoncées dans le présent 
chapitre ne s'appliquent pas nécessairement à ces deux cas particuliers. 


Quelle est la pente m de la droite passant par les points À et B? 
a) A(1, 1) et B(3, 4) 

b) A(2,1)et B(4, 3) 

c) A(3, 4)et B(5, 4) (Que peut-on dire de la droite?) 

d) A(-3, 2)et B(-3, 1) (Que peut-on dire de la droite?) 


Une droite est également complètement déterminée par son angle d’inclinaison et 
l’un de ses points. De plus, nous verrons qu’il est possible de caractériser une droite 
en adoptant une approche vectorielle. 


DIFFÉRENTES FORMES DE L'ÉQUATION 
D'UNE DROITE DU PLAN 


DANS CETTE SECTION : droites concourantes - vecteur directeur d'une droite - équation 
vectorielle d'une droite du plan - équations paramétriques d'une droite du plan - équation 
symétrique d'une droite du plan - vecteur normal à une droite - équation cartésienne d'une 
droite du plan - équation normale d'une droite du plan. 


Dans les prochaines sections, nous verrons différentes façons d’écrire l’équation 
d’une droite, lesquelles dépendent chacune de la perspective adoptée pour caracté- 
riser la droite. Nous verrons ensuite certaines particularités des droites : point d’in- 
tersection de deux droites concourantes, distance d’une droite à l’origine, distance 
d’un point à une droite, distance entre deux droites parallèles et angle déterminé 
par deux droites concourantes. 


ÉQUATION DONNANT LA PENTE 
ET L'ORDONNÉE À L'ORIGINE 


L'équation d’une droite A de pente m et d'ordonnée à l’origine b s'écrit A: y = mx + b. 
Comme vous connaissez déjà cette forme de l’équation d’une droite, nous nous 
contentons de l’illustrer par deux exemples. 


FIGURE 6.3 


Droite d'équation y = x +2 


EXEMPLE 6.2 


L'équation de la droite A de pente 1 et d’ordonnée à l’origine 2 est donnée par 
A: y = x +2. Tout couple (x, y) qui vérifie cette équation appartient à la droite. 
Pour trouver un point appartenant à la droite, on donne une valeur à x et on 
calcule la valeur correspondante de y. Ainsi, pour x = 0, on obtient y = 2, l’or- 
donnée à l’origine. Pour x = 1, on obtient y = 3, etc. (FIGURE 6.3). 


Pour représenter la droite y = x + 2 dans un plan cartésien, on trace deux de ses 
points, puis on tire la droite qui passe par ces deux points. 


Soit la droite A de pente —2 et d’ordonnée à l’origine 2. 


a) Écrivez l’équation de cette droite qui donne la pente et l’ordonnée à 
l’origine. 
b) Le point (2, 2) appartient-il à la droite ? 


c) ‘lracez la droite dans un plan cartésien. 


EXEMPLE 6.3 


Le propriétaire d’un commerce vous dit qu'un an (f = 1) après l'acquisition de 
son entreprise, le chiffre d’affaires (C) était de 2 M $, et qu'il est passé à 3 M $ 
quatre ans plus tard (f = 5), le taux de croissance du chiffre des ventes étant 
constant. 


Dans le contexte, C(1) = 2M$ et C(5) = 3 M $. De plus, comme le taux de crois- 
sance du chiffre d’affaires a été constant au cours de cette période, le modèle 
linéaire (la droite) peut s'appliquer comme modèle mathématique pour décrire 
l’évolution du chiffre d’affaires. 


La pente m (le taux moyen de variation) de la droite est donc donnée par 


3—2 
m = — = 0,25 
5-1 
Le chiffre d'affaires du commerce a donc progressé de manière constante de 
0,25 M $/an, soit de 250 000 $/an. 


L'équation de l’évolution du chiffre d’affaires en fonction du temps est donnée 
par C(t) = mt + b. Or, m = 0,25 et C(1) = 2, de sorte que 2 = 0,25(1) + b, d’où 
b=1,75et C(f) = 0,25t + 1,75. Dans le contexte, l’ordonnée à l’origine vaut 1,75, 
de sorte que le chiffre d’affaires au moment de l’acquisition du commerce (f = 0) 
était de 1,75 M $. 


Si la tendance se maintient, le chiffre d’affaires de cette entreprise à la fin de la 
dixième année sera de C(10) = 0,25(10) + 1,75 = 4,25, soit de 4,25 M$. 


Le dividende D d’une action cotée en bourse augmente de manière constante à 
raison de 0,02 $/trimestre, et il est versé à la fin de chaque trimestre. 


a) Quel modèle mathématique permet de décrire l’évolution du dividende en 
fonction du temps { mesuré en trimestre ? 
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Droites concourantes 


Deux droites sont dites concourantes 
(ou sécantes) si elles se coupent en un 
seul point. 


b) Quel terme mathématique associez-vous à l’augmentation trimestrielle du 
dividende ? 


c) Quel terme mathématique associez-vous à la valeur du dividende au 
moment de l’acquisition de l’action, soit en { = 0? 


d) Vous possédez une telle action depuis 5 ans ({ = 20) et vous avez reçu un 
dividende trimestriel de 1,50 $, quelle était la valeur du dividende au 
moment où vous avez acheté l’action ? 


Si deux droites d’un plan cartésien se coupent en un seul point, on dit que ce sont 
des droites concourantes (ou droites sécantes). Pour trouver le point d’intersection 
de deux droites concourantes, il faut résoudre le système d’équations formé des 
équations des droites. 


EXEMPLE 6.4 


Pour déterminer le point d’intersection des droites A,;:y=2x+3 et 
À,:7=x—4, on pose l'égalité entre les ordonnées: 


2x+3—x—-4 
On obtient ainsi x = —7 et, en remplaçant x par sa valeur dans l’équation de l’une 
des droites, on a y = —11. Le point d’intersection des deux droites est donc 


(7, —11). 


Quel est le point d’intersection des droites A, : y = 3x +1let A,:y=x—4? 


Des MOTS et des SYMBOLES 


Le mot sécant tire son origine du verbe latin secare, qui veut dire «couper». On comprend 
donc que deux droites sécantes sont des droites qui se coupent en un seul point. En théorie, 
il faudrait utiliser l'expression droites sécantes plutôt que droites concourantes pour désigner 
deux droites qui ont un seul point d'intersection. En effet, on devrait réserver l'expression 
droites concourantes au cas où une famille de trois droites ou plus passent toutes par un 
même point. Toutefois, dans les manuels scolaires québécois, c'est l'expression droites 
concourantes qui est la plus répandue. 


EFFA ÉQUATION DONNANT L'ANGLE D’INCLINAISON 
ET L'ORDONNÉE À L'ORIGINE 


Une droite est complètement déterminée par son angle d’inclinaison 6 et son 
ordonnée à l’origine. L’équation d’une telle droite peut donc s’écrire sous la forme 
y = (tg@)x + b, qui n’est en fait qu’une variante de la forme y = mx + b. En effet, 
la pente d'une droite est égale à la tangente de l’angle d’inclinaison. On peut donc 
déterminer l'angle d’inclinaison en fonction de la pente: tg0 = m où 0 < 0 < x (ou 
0° < 0 < 180°), de sorte que 0 = arctgm ou 0 = x + arctgm (ou 0 = 180° + arctgm), 
selon que arctgm est positif ou négatif. 


EXEMPLE 6.5 


i 

L'équation de la droite A dont l’angle d’inclinaison est de 30° et dont l’ordonnée 
3 

"à l’origine est de —1 est donnée par A: y = (tg30°)x + (—1), soit A: y = P — L 


Quel est l'angle d’inclinaison de la droite A? 
a) A: y=2x-A4 b) A:y=-x+1 


EF] ÉQUATION DONNANT LA PENTE ET UN POINT 


Une droite est entièrement déterminée par sa pente et l’un de ses points. Si (x, y) 
est un point quelconque de la droite A et si (x, y.) en est un point dont on connaît 
JT 
= 
l'équation de la droite A: (y — y1) = m(x — x), qui donne la pente et un point. 


les coordonnées, alors m = . De cette expression de la pente, on déduit 


EXEMPLE 6.6 


L'équation de la droite À de pente 2 qui passe par le point (3,1) est 
Asty=l})= 2e = 3) 


1. Écrivez l’équation de la droite A: y = 2x — 8 qui donne la pente 
et un point. 


2. Quelles sont la pente et l’ordonnée à l’origine de la droite 
ND 2 


3. Écrivez l'équation de la droite A: y — 3 = 3(x — 2) qui donne la pente 
et l’ordonnée à l’origine. 


ÉQUATION DONNANT DEUX POINTS DISTINCTS 


Une droite est entièrement déterminée par deux de ses points. Si(x, y) est un point 
quelconque de la droite A, et si (x1, y1)et (x, y2) sont deux points distincts de cette 
droite et que x, Æ x:, alors, comme la pente est constante, on obtient 


ñs 27 D mi 


X—X1 X3—X 


EXEMPLE 6.7 
L'équation de la droite A passant par les points (1, 2) et (—2, 3) est donnée par 


- - —2 _ — 2 
Ph nn = > #2 ka 2 1 


X — X] X2 — X] el 2-1 x-1 3 
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Vous pouvez maintenant faire 


les exercices récapitulatifs 1 à 32. 


Vecteur directeur d’une droite 


Un vecteur directeur d’une droite A est un 
vecteur d parallèle à cette droite. 
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Soit la droite À qui passe par les points (—1, 3) et (—4, —2). 
a) Écrivez l’équation de cette droite qui donne deux points distincts. 
b) Quelle est la pente de la droite? 
c) Quel est l’angle d’inclinaison de la droite ? 
d) Quelle est l’ordonnée à l’origine de la droite ? 
e) Quelle est l'équation de la droite donnant la pente et l’ordonnée à l’origine ? 
f) Le point (2, 8) appartient-il à la droite? 
g) Le point (1, 6) appartient-il à la droite? 


h) Quel est le point d’intersection de la droite A avec la droite A; qui passe 
par les points de 2) et (2, 2)? 


EF ÉQUATION VECTORIELLE 


Nous allons maintenant recourir au concept de vecteur pour définir une droite. 
Comme dans les sections précédentes, il faut indiquer ce qui détermine de façon 
unique et non équivoque une droite particulière. 


Un vecteur d = [d d;,] définit une famille de droites parallèles, formée de toutes 
les droites qui pourraient servir de support à ce vecteur. Le vecteur d est parallèle 
à la droite particulière À dont on veut trouver l’équation. Tout vecteur parallèle à 
une droite porte le nom de vecteur directeur de cette droite. Le qualificatif directeur 
évoque le fait que ce vecteur donne la direction de la droite, c'est-à-dire l’angle 
d’inclinaison 0 de la droite. En effet, 

d 


m=tg0-=— = 0- ee or ae 
d di d 


d 
selon que le quotient = est positif ou négatif puisque 0 < 8 < x (ou 0° < 0 < 180°). 
1 

La FIGURE 6.4 montre clairement que la droite A est entièrement déterminée par un 
point P(p1, pi) et un vecteur directeur d =[d d,], c'est-à-dire que A est la seule 
droite qui passe par le point P et dont d est un vecteur directeur. 


FIGURE 6.4 


Équation vectorielle d'une droite 


Équation vectorielle 
d’une droite du plan 


léquation vectorielle de la droite A 
passant par le point P(p:, p) et dont 
d=[d4 d, ]est un vecteur directeur est 


A:fx yl=fhn p]+kld d1] 
oùkeR. 


Si X(x, y) est un point quelconque de la droite A, alors le vecteur PX est parallèle 
à la droite et au vecteur d. Par conséquent, PX = kd. Or, 
PX = PO+OX 
-OP +OX 
—[n pl+[x y] 


et 


kd = k[d d,] 
Par conséquent, 


—[n pl+[x y]=kd d] 


de sorte que l'équation vectorielle de la droite À qui a comme vecteur directeur 
d =[d d,]et qui passe par le point P(p, p:) est 


A:fx yl={n pl+kd dloùkeR 


Il est à noter que l'expression de l’équation vectorielle d’une droite n’est pas unique: 
une droite a plus d’un vecteur directeur et une infinité de points. 


De plus, deux droites sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs directeurs 
sont parallèles’. 


On représente facilement l'équation vectorielle, qu'on peut aussi écrire 
A: OX = OP + kd, à l’aide d’un graphique (FIGURE 6.5): 


Équation vectorielle d'une droite 


YA A 


RY 


EXEMPLE 6.8 


L'équation vectorielle de la droite A qui passe par le point A(-1, 3) et qui a 
comme vecteur directeur d =[-2 1]est 


A:lx y]=[-1 3]+k[-2 1]JoùkeR 


et la pente de cette droite est 


*_ On considère que deux droites confondues sont parallèles. 
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Pour savoir si le point B(4, 1) appartient à cette droite, il faut déterminer s’il 
existe une unique valeur de k telle que les coordonnées de B vérifient l’équation 
vectorielle de la droite. Or, 


[4 1]=[-1 3]+k[—2 1] = 4=-1-2ket1=3+k 


d'où k = —-% et k = —2, ce qui est une contradiction. On en conclut que le point B 
n'appartient pas à la droite. 


Par contre, le point C(-—5, 5) appartient à la droite. En effet, si on remplace k par 2 
dans l’équation vectorielle de la droite, on obtient x = -5 et y =5. 


Les points A et C appartenant à la droite, AC =[-4 2] est un autre vecteur 
directeur de la droite. L'équation vectorielle de la droite A s'écrit donc également 


A:lx y]=[-1 3]+1#[-4 2JoùteR 


ou Encore 


A:fx, y]=[-5 5]+r[-4 2]JoùreR 


L'expression de l’équation vectorielle d’une droite n’est pas unique! 


Soit les points A(1, —1) et B(-2, 0). 
a) Quelles sont les composantes du vecteur AB? 


b) Quel nom donne-t-on au vecteur AB relativement à la droite À qui passe 
par les points À et B? 


c) Donnez l'équation vectorielle de la droite A qui passe par les points À et B. 
d) Quelle est la pente de la droite A? 

e) Vérifiez que le point C(—14, 4) appartient à la droite A. 

f) Quelles sont les composantes du vecteur AC? 


g) Que constatez-vous à propos des vecteurs AB et AC? Tirez-en une règle 
Vous pouvez maintenant faire générale qui permette de vérifier si trois points distincts sont colinéaires, 
les exercices récapitulatifs 33 à 37. c'est-à-dire situés sur une même droite. 


EX ÉQUATIONS PARAMÉTRIQUES 


Comme l’équation vectorielle d’une droite contient un paramètre, on peut exprimer 
chacune des variables x et y en fonction de ce paramètre. Les deux équations ainsi 


Équations paramétriques obtenues sont appelées équations paramétriques de la droite A: 
d’une droite du plan  . 
Les équations paramétriques de la droite X— Pi à 
A So in ci. P2) et dont À: [x 2 … Cp Pa]+ k[d d] — À: É = pa + kd, oùkeR 
d=[& d, |est un vecteur directeur sont 
x=p+kd Il est à noter qu'encore une fois p, et p, représentent les coordonnées d’un point de 
‘ | y = pa + Kb la droite (ou, ce qui est équivalent, les composantes du rayon vecteur de ce point), 
SEE: et que d, et d, représentent les composantes d’un vecteur directeur de la droite. 


EXEMPLE 6.9 


Pour trouver les équations paramétriques de la droite A: y = 2x — 1, il faut 
déterminer un vecteur directeur et un point de la droite. On obtient le vecteur 
directeur à l’aide de deux points de la droite. Si x = 0, alors y = —1, et si x = 1, 
alors y = 1. Par conséquent, les points A(0, —1) et B(1, 1) appartiennent à la 
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Équation symétrique 

d’une droite du plan 

Léquation symétrique de la droite A 

passant par le point P(Px P2) et dont 

d=[d4 d, |est un vecteur directeur est 

X— Pi __Y — Pi 
CR 


à la condition que les composantes du vec- 


A: 


teur directeur soient toutes différentes de 0. 


droite, et le vecteur AB = [1 2]est un vecteur directeur de la droite. Si on utilise 
le point À, les équations paramétriques de la droite sont: 


xX=k , 
es oùkeR 
Si on utilise le point B, on a plutôt 
X=lkE. ., 
hate oùteR 


Même si ces paires d’équations sont apparemment différentes, elles représentent 
toutes les deux la même droite. En effet, il suffit de remplacer k par 1 + f pour se 
convaincre de leur équivalence. 


1. Montrez que les paires d’équations paramétriques 


=1+t 
Herr oùfeR 
et 
= 3—2k 
UTliaoireR 


décrivent la même droite A. 


2. Quelle est la pente de la droite A dont les équations paramétriques sont 


X=—-2—-3k 
eve oùkeR? 


3. Quelle particularité la droite A dont les équations paramétriques sont 
= 2 
a: | oùkeR 
Y=k 
présente-t-elle ? 


4. Quelles sont les équations paramétriques de la droite horizontale A qui passe 
par le point (1, 3)? 


ÉQUATION SYMÉTRIQUE 


Si on isole le paramètre dans les équations paramétriques d’une droite, on obtient 
l'équation symétrique de cette droite: 


= A 
X — Pi + kd; di 
k = y P2 d, d 
d; 
où d, et d, doivent être non nuls (d, # 0 et d, # 0). L'équation symétrique de la 


droite À qui a comme vecteur directeur d =[d, d;,] et qui passe par le point 
P(p:; Pi) est donc 


Il ne faut pas oublier que, dans cette équation, p, et p, représentent les coordonnées 
d’un point de la droite, et d, et d; les composantes d’un vecteur directeur de la droite. 
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Vecteur normal à une droite 


Un vecteur normal à une droite À est un 
vecteur ñ perpendiculaire à cette droite. 
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EXEMPLE 6.10 


Pour trouver l’équation symétrique d’une droite, il faut déterminer un vecteur 
directeur et un point de la droite. Par exemple, si on souhaite écrire l’équation 
symétrique de la droite passant par le point (1, 3) et dont l'angle d’inclinaison est 
de 30°, on peut choisir comme vecteur directeur n'importe quel vecteur dont la 
direction est de 30°. On sait qu'un vecteur de direction © s'écrit sous la forme 
d = |l|[cosa sin0]. Par conséquent, on peut choisir le vecteur unitaire 


V3 


1 
[cos30° sin 30°] = [À ; comme vecteur directeur de la droite. L’équation 


symétrique de la droite À qui passe par le point (1, 3) et qui a un angle d’incli- 
naison de 30° est donc 


Soit la droite A: y = x —1. 
a) Quelle est l'équation symétrique de cette droite? (Indice: Réécrivez 
1», € — _— 
l'équation donnée sous la forme _— se 
di d 

b) À l’aide de l’équation symétrique de À, vérifiez que le point (0, —1) 
appartient à la droite et que le vecteur d = [3 2]en est un vecteur 
directeur. 


EX ÉQUATION CARTÉSIENNE 


On peut déterminer l’équation d’une droite en employant un vecteur qui lui est 
perpendiculaire plutôt qu’un vecteur directeur. La FIGURE 6.6 indique clairement que 
tout vecteur = [a b] définit une famille de droites parallèles qui sont toutes per- 
pendiculaires à ñ. 


Équation cartésienne d'une droite 


y 


On dit de tout vecteur perpendiculaire à une droite que c’est un vecteur normal à 
cette droite, d’où le choix de la notation #. En particulier, on désigne un vecteur 
normal unitaire par n,. 


Équation cartésienne 

d’une droite du plan 

Léquation cartésienne de la droite A 
perpendiculaire au vecteur ä = [a b] 
et passant par le point P(p1, p2) est 
A: ax + by = c où c = ap + bp». 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 38 à 43. 


Des MOTS et des SYMBOLES 


Le mot normal vient du latin norma, qui signifie «équerre ». Son étymologie évoque donc 
l'idée de perpendicularité, clairement représentée à la figure 6.6. 


Pour distinguer une droite A de toutes les autres droites perpendiculaires au vecteur 
ñ={[a b] il suffit d'en déterminer un point P(p,, p2). 


Si X(x, y) est un point quelconque d’une droite À, alors le vecteur PX est porté par 
cette droite et il est perpendiculaire au vecteur ñ = [a b].Or, le produit scalaire de 
deux vecteurs perpendiculaires vaut 0. Par conséquent, 


ñ-PX =0 

ñ (PO + OX) = 0 

ñ-(-OP+OX)= 0 
ñ-OX = ñ: OP 

[a b]-[x y]=la blÎn nl] 
ax + by = api + bp 


Comme 4, b, p, et p, sont connus, on peut remplacer l'expression ap, + bp, par une 
constante c. 


Par conséquent, l’équation cartésienne de la droite À perpendiculaire au vecteur 
ñ={[a blet passant par le point P(p1, p2) est 

À: ax + by = c où c = ap + bp; 
Il est à noter que le vecteur ñ = [a b]est normal à la droite d’équation ax + by = c, 


c'est-à-dire que les coefficients des deux variables de l'équation cartésienne sont les 
composantes d’un vecteur normal à la droite. 


Il existe un moyen simple de vérifier si deux droites sont parallèles: il suffit de 
déterminer si leurs vecteurs normaux sont parallèles. 


EXEMPLE 6.11 


L’équation cartésienne de la droite définie par y = 7x — 2 peut s’écrire sous la 
forme A;: 2x — 3y = 6. On déduit de cette dernière équation que le vecteur 
M =[2 -3] est normal à la droite. Il est à noter que l'expression de l’équa- 
tion cartésienne d’une droite n'est pas unique. Par exemple, les équations 
—4x + 6y = —12 et x — y = 2 décrivent elles aussi la même droite. 


La droite A,: 2x —3y = 6 est parallèle à la droite A,: 6x — 9y = 7. En effet, 
m =[2 -3] est normal à la première droite, et mn =[6 —9] est normal à la 
deuxième droite. Puisque ñ; = 3ñr, les vecteurs n; et ñ, sont parallèles, de sorte 
que les droites A, et À, le sont également. 


1. Montrez que d=[b -alestun vecteur directeur de la droite A: ax + by = c. 
(Indice : Montrez que le vecteur d =[b —a]est perpendiculaire à un vecteur 
normal à la droite.) 


2. Donnez l’équation cartésienne de la droite À qui passe par le point A(2, 3)et 
qui a le vecteur d = [1 —4]comme vecteur directeur. 
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Équation normale d’une 
droite du plan 


léquation normale de la droite A perpen- 
diculaire au vecteur unitaire 


_ a b 
Mu = 
EE +b2 Va? +b? | 
=[cosp sing] 
et passant par le point P(pi, P2) est 


a b 
US Re 
Va? + b? Va? + b? ; 


ou encore 


A: (cosp}x +(sinp)y = h 
où @ représente la direction du vecteur 
n, et 


a D JL b 
Va? + b2 : Va2 + b2 


P2 
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EX] ÉQUATION NORMALE 


Pour déterminer l’équation cartésienne d’une droite, on emploie un vecteur normal 
à cette droite, de module quelconque. Si on choisit un vecteur unitaire, on obtient 
alors l'équation normale de la droite. Si ñ =[a b]est un vecteur perpendiculaire 
à la droite dont on veut établir l’équation, alors le vecteur unitaire de même direc- 
tion (de même angle @ par rapport à la partie positive de l’axe des abscisses) que # 
est 


1 


Dr 


Va? +b2 Va? +b? 
ou encore 
n; = [cos sing] 
où @ est la direction du vecteur ñn,;. On obtient l’équation normale de la droite en 


écrivant son équation cartésienne à l’aide de ce vecteur unitaire. Par conséquent, 
l'équation normale d’une droite À perpendiculaire au vecteur normal unitaire 


y = = — | (de direction @) et passant par le point P(p1, p1) est 
a” + a” + 


© Va? + b2 NES 


Ou Encore 


À: (cosp}x + (sing)y = h 


La valeur du paramètre h est donnée par 
Le a b 
Va +? AE ES Fe 
= (cosp)p: + (sinp)p 


Comme il n'existe que deux vecteurs unitaires (de directions opposées) perpendi- 


culaires à une droite donnée, il n’y a que deux expressions possibles pour l’équation 
normale d’une droite. De plus, nous verrons sous peu comment interpréter la 
constante h. Souvenez-vous donc de l'expression de cette constante. 


EXEMPLE 6.12 


On veut établir l’équation normale d’une droite dont l’angle d’inclinaison est de 
120° et qui passe par le point P(-1, 1). Tout vecteur normal à cette droite a une 
direction de 30° (soit 120° — 90°) ou de 210° (soit 120° + 90°). Par conséquent, 
le vecteur 


n,; = [cos30° sin30°] 


re LI| 

! AA Animations GeoGebra 
LÉ 

du plan 


Accédez directement à l'animation: 
codeqrcu.page.link/tCCw 


est un vecteur unitaire perpendiculaire à la droite. L’équation normale de la 


: —.—. =. [Sd é 
droite À perpendiculaire au vecteur n; =  . et passant par le point 
P(-1, 1) est 

V3 1 3 1 
A = LR 0 
HEURES LE 
c'est-à-dire 
V3 1 1-3 
A: + = 


à 
2 2” 2 

On sait qu’il existe deux expressions de l’équation normale d’une droite. La 
seconde est 


V3 1 V3 -1 
A: x y = 
2 2 2 


Soit les points A(-1, -1) et B(1 3): 
a) Quelles sont les composantes du vecteur AB? 
b) Trouvez un vecteur unitaire perpendiculaire au vecteur AB. (Indice: Uti- 


lisez le résultat du numéro 1 des exercices 6.6 (p. 275) pour trouver un 
vecteur perpendiculaire à AB.) 


c) Déterminez l’équation normale de la droite À qui passe par les points À 
et B. 


POSITION RELATIVE DE DEUX 
DROITES DU PLAN 


Lorsqu'on étudie simultanément deux droites du plan, on s'intéresse notamment à 
la position relative de ces droites, c’est-à-dire qu’on cherche à déterminer si elles sont 
parallèles (distinctes ou confondues) ou si elles sont plutôt concourantes. 


Selon la forme des équations utilisées pour les représenter, deux droites A; et A; du 

plan sont parallèles si l’une ou l’autre des conditions suivantes est remplie: 

+ Les pentes de A, et de À, sont identiques. 

+ A,et À, ont des vecteurs directeurs d et d qui sont parallèles (4 = kd;). 

+ Ajet À, ont des vecteurs normaux ñ; et n; qui sont parallèles (ri = kn;). 

+ Un vecteur directeur d de A, est perpendiculaire à un vecteur n; normal à A, 
es) 

De plus, deux droites parallèles du plan sont confondues si elles ont un point com- 


mun, sinon elles sont distinctes. 


Par ailleurs, deux droites non parallèles sont concourantes, de sorte que si l’une ou 
l’autre des conditions de parallélisme n'est pas respectée, les droites sont concou- 
rantes. Ainsi, des droites dont les pentes diffèrent sont concourantes; de même, 
des droites dont les vecteurs directeurs ne sont pas parallèles sont aussi concou- 
rantes, etc. 
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EXEMPLE 6.13 


Soit les droites A: 2x+y=5 et A,;:[x y]=[1 3]+4[-1 2] où k eR. 
Le vecteur = =[2 1]est normal à la droite A1, et le vecteur d,) =[-1 2]estun 
vecteur directeur de la droite À,. Comme # : d = 0, les vecteurs 7, et d, sont 
perpendiculaires. Par conséquent, les droites A; et À, sont parallèles. De plus, le 
point (1, 3) est un point de la droite A, et ce point appartient également à la 
droite À, puisque 2(1) + 1(3) = 5. Les droites A, et À, sont donc des droites paral- 
lèles confondues. 


Déterminez la position relative des droites 


— 2 +3 
A: x+2y = 2et A;: © = — 


EXEMPLE 6.14 


Soit les droites A,: 2x + y =5 et À,: 4x +27y = 9. Le vecteur % =[2 1] est 
normal à la droite A, et le vecteur 7; = [4 2] est normal à la droite A,. Comme 
ces deux vecteurs sont parallèles (5 = 2H ), les droites À, et À, le sont également. 
De plus, le point (0, 5) appartient à la droite A;, mais pas à la droite A, puisque 
4(0) + 2(5) = 10 Z 9. Les droites A; et A, sont donc des droites parallèles 
distinctes. 


Déterminez la position relative des droites 


Be EE = D et A: [x y]=[2 1]+R[6 4] 


où k e KR. 


EXEMPLE 6.15 


x—4 — 1 


Soit les droites A,: 2x + y = 5 et A;: = <—, Le vecteur m =[2 1]est 
3 


normal à la droite A, et le vecteur d, =[2 3] est un vecteur directeur de la 
droite A,. Comme "ñ; : d, = 7 # 0, les vecteurs ñn; et d, ne sont pas perpendi- 
culaires : les droites À, et À, ne sont pas parallèles et sont donc concourantes. 
x—4 — 1 

De plus, DC — — 3x-—2y=10, de sorte quon obtient le point 
d’intersection (x, y) des deux droites par la résolution du système d’équations 
linéaires 

2x + y = 5 

3x — 2y — 10 


La solution de ce système est x = 2% et y = —-%. Le point d’intersection des 
droites A, et A; est donc (2%, 5%). 


EXERCICE 6.8 


— 2 =3+k 
? » «0 - où K ER, A3:x+2y=5 


Soit les droites A,: x — 3 = —— 


et A4:[x y]=[4 4]+k[1 2] où ke R. Déterminez si les droites indiquées 
sont parallèles ou concourantes. Si elles sont parallèles, dites si elles sont dis- 
tinctes ou confondues, sinon trouvez leur point d’intersection. 


a) Ajet A, 
b) A; et A3 
c) Ajet A4 


Une fois établie, la position relative de deux droites’ du plan soulève d’autres ques- 
tions. Ainsi, dans le cas de deux droites parallèles, on veut trouver la distance les 
séparant, alors que, dans le cas de deux droites concourantes, on cherche plutôt le 
point d’intersection des droites, de même que l’angle qu’elles déterminent. La ques- 
tion de l’intersection de droites concourantes ayant déjà été traitée, abordons main- 
tenant les concepts de distance et d’angle. 


DISTANCES 


Il arrive souvent qu’on veuille calculer la distance entre des lieux géométriques du 
plan: distance d’une droite à l’origine, distance d’un point à une droite, distance 
entre deux droites parallèles, etc. 


DISTANCE D'UNE DROITE A À L'ORIGINE 


On calcule facilement la distance d’une droite à l’origine (0, 0) à l’aide de l'équation 
normale de la droite. Comme on le constate à partir de la FIGURE 6.7, la distance 
d’une droite À à l’origine correspond à la norme de la projection orthogonale du 
vecteur OP, où P € À, sur un vecteur normal (unitaire ou non) à la droite. 


FIGURE 6.7 


Distance d'une droite à l'origine 


*_ Droites parallèles (distinctes ou confondues) ou droites concourantes. 
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a b 
Soit la droite À dont l’équation normale est A: = x + ——— y = h. Le 
A Va2 + b?2 Va? + b? ‘ 


point R de la droite A le plus proche de l’origine est le point tel que le vecteur OR 
est perpendiculaire à la droite, donc parallèle au vecteur unitaire 


_ a b | 
nn, = 

“ É- +b2 Va? + b? 
Si P(px pi) est un point connu de la droite, alors la distance de la droite à l’origine 
est égale à la norme du vecteur projection de OP sur ñ;, c’est-à-dire à [OP;-|| (ou 
encore à | (OP; | où # est un vecteur normal à A). En vertu de la définition du vecteur 
projection, on a 


Par ailleurs, 


— a b 
Fe 
a b 
7 Va +b F Neue 7 
On note que cette dernière expression est précisément celle de la constante h de 
l’équation normale d’une droite. Par conséquent, 


lOP;.11=10P - 7; 
= |A 


La distance d’une droite A à l’origine est donc égale à la valeur absolue de la 
constante h, soit la, tirée de l'équation normale de cette droite, c'est-à-dire de 


a b 
A: x + =h 
Va? + b? Va? + b? d 
Si on utilise plutôt l’équation cartésienne de la droite A: ax + by = c, alors la dis- 


tance de la droite à l’origine est égale à , comme on peut facilement le 


a2 + bp? 
vérifier. 


EXEMPLE 6.16 


On cherche la distance de la droite A: y = x + 5 à l’origine. Le point P(0, 5) 
est situé sur cette droite et le vecteur # = [3 —2] est normal à la droite A. Par 
conséquent, la distance de la droite à l’origine est donnée par la norme de la 


projection orthogonale du vecteur OP sur le vecteur # (figure 6.7, p. 279), soit par 
lop;lL or, 


lo = | x 

n°" 

_||[0 51:13 2] É 1] 
[5 21-58 2] 

_ [—3%3 20, ]|] 

__ [1300 

Vas 

_ 10VI3 

7 13 

= 2,8 unités 


On peut également trouver cette distance en utilisant la formule développée dans 
cette section, à savoir que la distance de la droite A: ax + by = c à l’origine est 
c 


Si on applique cette formule à la droite A: y = %x +5 dont l’équation car- 


donnée par 


tésienne est A: 3x — 2y = —10, on obtient que la distance de la droite A à l’ori- 
gine est 
Ê — 
Va? + b? -| 32 +(—2) 

_ 10 

3 

__ 1013 

13 

= 2,8 unités 


L'équation normale d’une droite A et l’expression de la distance de la droite à l’ori- 
gine permettent de trouver le point R (voir la figure 6.7, p. 279) d’une droite le plus 
proche de l’origine. D'une part, le point R(r, ) appartient à la droite et ses coor- 
données doivent vérifier l'équation 


a b 
rte 
D'autre part, la distance de R à l’origine est donnée par 4/r? +r? =|h|, d'où 
re h 
En résolvant les deux équations pour # et r, on obtient les coordonnées du point R. 


Il existe bien d’autres façons plus efficaces de déterminer les coordonnées du point R. 
Nous aborderons ce sujet de manière plus générale à la section 6.3.3. 


Soit la droite A: x + y = 1. 


a) Évaluez la distance de la droite A à l’origine en recourant à la formule 
lOPal| 
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b) Évaluez la distance de la droite A à l’origine à partir des paramètres de 
l'équation cartésienne de la droite. 


c) Quel est le point de la droite A le plus proche de l’origine ? 


EÆ}1 DISTANCE D'UN POINT À UNE DROITE 


La distance du point Q(q, q) à la droite A: ax + by = c correspond à la norme de 
la projection orthogonale du vecteur QP, où P € À, sur un vecteur normal (unitaire 
ou non) à la droite A (FIGURE 6.8). 


FIGURE 6.8 


Distance d'un point à une droite 


JA 


En appliquant un raisonnement similaire à celui du calcul de la distance d’une 
droite à l’origine, on montre que la distance du point Q à la droite A est donnée par 


où P(p1, P2) est un point de la droite À et ñ =[a b] est un vecteur normal à la 
droite. 


EXEMPLE 6.17 


La distance entre le point Q(5, 3) et la droite A: 4x + 2y = —3 est 


lag + bg» — d _ |4(5) + 2(3) - (3) 


Va? + b? V42 + 22 


10 


6,5 unités 


à 
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F àcette droite 


EXERCICES 6.10 


1. Montrez que la distance du point Q(q, q2) à la droite A: ax + by = c est égale à 


IQRI = 11@Pal 
_ CP À 
ill 
_ leg + bg: — d| 
er 
où P(p1, p2) est un point de la droite et % un vecteur normal à la droite. 


Reportez-vous à la figure 6.8 et rappelez-vous que c = ap, + bp, puisque P 
appartient à la droite A. 


2. Quelle est la distance du point Q(5, 3) à la droite A dont l’angle d’inclinaison 
est de 120° et dont l’ordonnée à l’origine est 8? 


3. Soit la droite A:[x y]=[2 1]+%k[-1 1]où ke IR. Évaluez la distance du 
point Q(1, 1) à la droite A en évaluant la norme d’un vecteur projection, soit 
la norme du vecteur QR (voir la figure 6.8). 


EX] POINT D'UNE DROITE LE PLUS PROCHE D'UN 
POINT EXTÉRIEUR À CETTE DROITE 


Il existe plusieurs façons de déterminer le point R d’une droite A le plus proche d’un 
point Q extérieur à cette droite. 


Si on se réfère à la FIGURE 6.9, on constate que le point R est le point d’intersection 
de la droite À, qui passe par le point Q et qui est perpendiculaire à la droite A. Pour 
trouver le point R, il suffit donc de résoudre le système formé des équations de ces 
deux droites. 


Distance d'un point à une droite 


JA 


Aj:bx-ay=a 


De plus, si d est un vecteur directeur de la droite A et si P est un point de cette 
droite, on constate (figure 6.9) que PR = PQ;. On en déduit que 


PR = PQ; 
PO + OR = PQ; 
OR = OP + PO; 
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Les composantes du vecteur OR, nous fournissent simultanément les coordonnées 
du point R. 


De même, si # est un vecteur normal à la droite A et si P est un point de cette droite, 
on constate (figure 6.9, p. 283) que QR = QP;. On en déduit que 


QR = QP; 
Q0 + OR - GP, 
OR = O0 + OP, 


Les composantes du vecteur OR, nous fournissent simultanément les coordonnées 
du point R. 


Illustrons ces trois façons d’obtenir les coordonnées du point R d’une droite A le 
plus proche d’un point Q extérieur à cette droite. 


EXEMPLE 6.18 


On obtient le point R qui appartient à la droite A: 2x + 3y = 6 et qui est le plus 
proche du point Q(2, —-4) en trouvant le point d’intersection de la droite A avec 
la droite À, qui passe par le point Q et qui est perpendiculaire à A, c'est-à-dire 
avec la droite A;:3x —2y = 14. On obtient aisément la solution du système 
formé des équations de ces deux droites par élimination gaussienne ou au moyen 
de la règle de Cramer: x = 4, et y = —1%;. Par conséquent, le point de la droite 
A: 2x + 3y = 6 le plus proche du point Q(2, —-4) est R(54/;, -19.). 


On peut également obtenir ce résultat à partir des composantes du vecteur OR 
tiré de la projection d’un vecteur sur le vecteur directeur d =[3 -2]dela droite 
À. Il nous faut cependant d’abord déterminer un point P de cette droite pour 
ensuite appliquer la formule OR = OP + PQ. Or, le point P(3, 0) € A, de sorte 
que PQ =[-1 -4]et que 


[1 =41:18 2] 


SEE 
= rl 
Par conséquent, 
OR = OP + PO; 
=[3 0]+[15 19] 
= [5% 1%] 


de sorte que le point de la droite A: 2x + 3y = 6 le plus proche du point Q(2, -4) 
est R(5Y, —14 ). 


Enfin, on peut obtenir ce résultat à partir des composantes du vecteur OR tiré de 
la projection d’un vecteur sur le vecteur normal ñ = [2 3] à la droite A. On a 
alors OR = OQ + QP;. Or, QP =[1 4], de sorte que 


[1 41-12 3] 
IE2 31 


— BÆ 443] 


OP = 2x3] 


Par conséquent, 
OR = OQ + OF, 
=[2 -4]+P%4 44] 
um BÆ —19:] 


de sorte que le point de la droite A: 2x + 3y = 6 le plus proche du point Q(2, —-4) 
est RES 19% À. 


Utilisez la méthode indiquée pour déterminer le point R de la droite À qui passe 
par les points A(2, 4) et B(4, 7), et qui est le plus proche du point Q(-5, -6). 
a) Déterminez le point R à partir de l’intersection de deux droites perpendi- 


culaires. 


b) Déterminez le point R à partir de la projection d’un vecteur sur un vecteur 
directeur de la droite A. 


c) Déterminez le point R à partir de la projection d’un vecteur sur un vecteur 
normal à la droite. 


DISTANCE ENTRE DEUX DROITES PARALLÈLES 


Deux droites sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont paral- 
lèles. Ainsi, les droites A;: ax + by = fi et A,: a,x + b;y = f, sont parallèles s’il 
existe un nombre réel k 4 0 tel que 


m=kn = [a b]=kla b]=[ka kb] 
De plus, les droites A, et À, sont confondues si f, = kf.. Il est toujours possible de 
réécrire les équations de deux droites parallèles de façon que les coefficients des 
variables soient les mêmes pour les deux droites, soit 
À: ax + by = « et À,: ax + by = c; 
Comme on peut le constater sur la FIGURE 6.10, la distance entre ces deux droites 
est égale à la distance d’un point Q(x,q) de la droite A; à la droite A, soit 


ag + ba; — c 
ea rm el Cette expression est, bien sûr, indépendante du choix du point Q 
a + 


de la droite A. 


Distance entre deux droites parallèles 
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Comme on peut le constater sur la figure 6.10, p. 285, la distance entre les deux 
droites correspond également à | (CP; | 
à l’une ou l’autre de ces droites. 


| où P(p1; P2) € A, et ñ est un vecteur normal 


EXEMPLE 6.19 


Soit les droites A,: 2x — 3y = —-1et AÀ,: —-4x + 6y = —8. Ces droites sont paral- 
lèles puisque leurs vecteurs normaux le sont. En effet, 


5-14 6] 
=-2|[$ <a] 


La distance entre les deux droites est égale à la distance d’un point Q(q, g) de 
la droite A, à la droite A. Le point Q(2, 0) appartient à la droite A;. La distance 
entre les deux droites vaut donc 


ag + bg — a] _ 22)+(-3)0)- C1) 


Va + 22 +(-3Ÿ 


= ],4 unité 


On peut également obtenir ce résultat en évaluant IQP;| (figure 6.10, p. 285). Le 
point P(L1 1) € À, de sorte que QP =[-1 1]. Ainsi, 


IIQP: 


= ],4 unité 


Soit les points A(2, 4), B(4, 7), C(1, 3) et D(-1, 0). 


a) Quelle est l'équation cartésienne de la droite A, qui passe par les points À 
et B? 


b) Quelle est l'équation normale de la droite À; qui passe par les points Cet D? 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 44 à 56. 


6.4 


Angle déterminé par deux droites 
concourantes 


c) Que peut-on dire de la position relative des droites A, et A, ? 
d) Quelle est la distance entre les droites À, et A, ? 
e) Quelle est la distance entre les droites À, et A,: 6x — 4y = —6? 


f) Que peut-on dire des droites A, et À, ? 


ANGLE DÉTERMINÉ PAR DEUX DROITES 
CONCOURANTES 


Deux droites qui se coupent déterminent deux angles supplémentaires, c’est-à-dire 
des angles dont la somme est 180° ou x. 


La FIGURE 6.11 indique clairement que les angles déterminés par A; et À; sont égaux 
aux angles déterminés par les vecteurs normaux ou les vecteurs directeurs des deux 
droites. Or, on sait que l’angle © entre deux vecteurs v; et v; est donné par 


ZZ 
Œ = arccos TT 
AA 


Par conséquent, selon qu’on prend des vecteurs normaux ou des vecteurs directeurs, 
les angles déterminés par A, et À; sont donnés par 


— 0 = eco re ———— de 180° — 0 
| | d|| 


ou 


0 = arccr| Œ a 180° — 0 


Piel 


Toutefois, on définit l'angle entre deux droites comme étant Le plus petit angle qu'elles 
déterminent; il s’agit d’un angle aigu ou droit. Comme cos(180° — 0) = —-cos0, 
l’angle entre deux droites est donc défini par 

nm 
ou 8 = arccos|-—1} 2 


= AICCOS|— — 
AA 


A 


EXEMPLE 6.20 


Pour trouver l’angle entre les droites 


A:4x-3y=5etA,:3x-2y = — 


x 


à chacune des droites. Or, 
"m =[4 -3]est un vecteur normal à la droite A,, etn; = [3 —2]est un vecteur 
normal à la droite A;. Par conséquent, l’angle déterminé par ces deux droites est 


on détermine d’abord des vecteurs normaux 


Fi - > 
AA 


18 | 
513 


Q 


arccos 


— arccos 


= 3,2° 
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Soit les points A(1, 5), B(4, —-1), C(2, 3) et D(-1, 4). Quel est l’angle déterminé 


Vous pouvez maintenant faire 


les exercices récapitulatifs 57 à 65. les points Cet D? 


par la droite A;, qui passe par les points À et B, et par la droite A; qui passe par 


Une droite du plan est complètement déterminée par deux 
caractéristiques qui peuvent être: 

m deux points distincts; 

m la pente et l’ordonnée à l’origine; 

m la pente et un point; 

m l'angle d’inclinaison et un point; 

m un vecteur directeur et un point; 

m un vecteur normal et un point. 
Ces différentes façons de caractériser une droite permettent 
den écrire l'équation sous différentes formes. Ces formes 
sont rassemblées dans le TABLEAU 6.1. 


Deux droites À, et À; du plan sont parallèles si l’une ou 
l'autre des conditions suivantes est remplie: 


m Les pentes des droites A, et À, sont identiques. 
m À,et À, ont des vecteurs directeurs d et d, qui sont 
parallèles (4 L kd;). 
m A,jet À; ont des vecteurs normaux ñ; et ñ; qui sont 
parallèles (ri = kn;). 
m Un vecteur directeur dj de la droite A, est perpen- 
diculaire à un vecteur ñ; normal à la droite A, 
De plus, deux droites parallèles du plan sont confondues si 
elles ont un point commun, sinon elles sont distinctes. 


Par ailleurs, deux droites du plan non parallèles sont 
concourantes (ou sécantes) et elles se coupent en un point. 


L'équation cartésienne d’une droite fournit plusieurs infor- 
mations utiles. Ainsi, de l'équation A: ax + by = contireles 
renseignements suivants : 


m =[4a b]est un vecteur normal à la droite A. 


m d =[-b a]est un vecteur directeur de la droite A. 


La pente m de la droite À est m = + sib z O0. 


L'angle d’inclinaison @ de la droite À est donné 
a a 
par 60—- arctg( ©) ou 0—=7+ arcte() 


a a 
jou encore 0 = 180° + atgf -Ÿ)] selon que LS” est 


positif ou négatif. 
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m La droite A est parallèle à n'importe quelle droite A; 
dont l’équation est A: kax + kby = © où k est un 
nombre réel non nul. 


Le TABLEAU 6.2 donne les différentes formules de distance. 


Le point R de la droite A le plus proche d’un point Q exté- 
rieur à cette droite est le point d’intersection de la droite A 
avec la droite À, perpendiculaire à la droite A et passant par 
le point Q. On peut également déterminer les coordonnées 
du point R à partir des composantes de son rayon vecteur tiré 
d’une des équations OR = OP + PQ; ou OR = OQ + QP; 
(figure 6.9, p. 283). Dans ces deux dernières équations, d 
représente un vecteur directeur de la droite A, ñi représente un 
vecteur normal à cette droite et P est un point de la droite. 


L'angle déterminé par deux droites concourantes A; et A; 
est, par définition, le plus petit angle 0 déterminé par les 
deux droites, et il est donné par l'expression 


M 
Pl |] 


où d, et d, sont respectivement des vecteurs directeurs de 
A, et de A;, alors que nñ; et ñn; sont respectivement des vec- 
teurs normaux à À, et à À. 


8 = arccos ou 0 = arccos 


2 
AA] 


Il est à noter que la pente de la droite À qui passe par 


deux points A(x;, y) et B(x2, y:)} et dont l'angle d’incli- 

naison est @ (où 0 < 0 < 180°) est m = 227 tg0. 
: X2 — Xi 

Si d =[d d;] est un vecteur directeur de la droite, 


alors l'angle @ est donné par 0 = ar( Se) ou 
1 


0=7+ re( jou 0 = 180° + etg( )] selon 


1 1 
d D) 2 

que Fa est positif ou négatif. Lordonnée à l'origine de 
1 

cette droite est b = y; — mx. 


Si la direction d’un vecteur unitaire normal à une droite A 
passant par le point P(p., p2) est , l'équation normale de la 
droite A sécrit 


(cosp})x +(sing)y = h 
où h = (cos@)p, +(sinp)p2. 


TABLEAU 6.1 


Les différentes formes de l'équation d'une droite À du plan 


Pente et ordonnée à l’origine 


Pente et point 


Informations requises 
Pente:m  Ordonnée à l’origine: b 


Pente: m A(x, 7) € À 


Équation 


:y=mx+b 


A: CE hi) = m(x—x) 


Deux points distincts 


A(x, n) et B(x, »2) € A 


PS) Jo A 


A: = = où x À X 
X—X, X2—X 
Angle d’inclinaison et ordonnée Angle d’inclinaison: 9 Ordonnée à l’origine: b A: y = (tg@)x +b 
à l’origine 
Équation vectorielle Vecteur directeur d =[d d> ]etun point P(pum)eA |Alx y]J=[n p]+kld dloùkeR 
Équations paramétriques Vecteur directeur d =[d, d,]etun point P(p1, Pr) € A + . = +kd .: LeR 
à où ke 

3 = P2 + kd) 
Équation symétrique Vecteur directeur d = [d d;]etun point P(p;, p)e A Ni ne Dei er 

di d 
Équation cartésienne Vecteur normal  =[a b]etun point P(p,, p) e A A: ax + by = c où c = ap; + bp» 
Équation normale _ ; | a b | a b G 

ecteur normal unitaire n, = et Ë Lo y = 
Va? +b2 Va? +b? Va? + b2 Va? + b2 Va? + b2 
un point P(p1, pi) € À où c = ap; + bp 

TABLEAU 6.2 


Formules de distance 


Distance de la droite A: ax + by = cou 


a b 
A: x + 
Va? + b2 Va? + b? 


Distance du point Q(q, q2) à la droite 
A:ax+by=c 


Distance entre deux droites parallèles 
À,: ax + by = cjet À,: ax + by = c; 


y = h à l'origine 


Informations requises 


Vecteur normal ñ = [a b]àla droite et un point 


P(p» m)eA 


Vecteur normal ñ = [a b]àla droite et un point 


P(p m)eA 


un point P(p, pi) € A, et un point Q(q, ) € A2 


Vecteur normal ñ = [a b]à l’une ou l’autre des droites, 


Formule de distance 


€ 


Va? + b2 


2e 


IIOPzllou == 
il] 


lA| 


ag +bg2 —c 
Va? + b? 


ag +bg a 
Va? + b2 


IIQPallou 


GG 


Va? + b2 


IIQP;llou 


MOTS clés 


Angle d’inclinaison d’une droite, 
p. 265 


Droites concourantes, p. 268 


Équation cartésienne d’une droite 


du plan, p. 275 


Équation normale d’une droite 
du plan, p. 276 


Équations paramétriques d’une 
droite du plan, p. 272 

Équation symétrique d’une droite 
du plan, p. 273 


Équation vectorielle d’une droite 
du plan, p. 271 


Ordonnée à l’origine, p. 266 


Pente d’une droite, p. 264 


Vecteur directeur d’une droite, 
p. 270 


Vecteur normal à une droite, p. 274 
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RÉSEAU de concepts 


Caractérisation d’une droite Position relative de deux droites Forme d’équation(s) 


+ Deux points distincts + Droites parallèles 
+ Pente et ordonnée à l’origine (distinctes ou confondues) + Pente et point 
+ Pente et point + Droites sécantes 


- Angle d’inclinaison et ordonnée à l’origine (concourantes) 


- Angle d’inclinaison et point 
+ Vecteur directeur et point 
+ Vecteur normal et point 


Distance 


e Un point et une droite 
+ Deux droites parallèles 
+ Point le plus proche 


EXERCICES récapitulatifs 


| SECTIONS 6-1 À 6.2.4 


À 1.a) Tracez deux droites parallèles distinctes dans un même 
plan cartésien. 


b) Tracez deux droites confondues dans un même plan car- 
tésien. 
c) Tracez deux droites concourantes dans un même plan 


cartésien. 


d) Comparez les trois cas représentés en a, en b et en c avec 
les trois possibilités quant au nombre de solutions d’un 
système d'équations linéaires de deux équations à deux 
inconnues. 


À 2. Quelle est l’équation (qui donne la pente et l’ordonnée à l’ori- 
gine) de la droite A passant par les points donnés ? 


a) A(2,5)et B(-1,—1) 
b) A(3,0) et B(5, —2) 
c) A(4,-3)et B(-4,1) 
d) A(5,3)et B(5,1) 
e) A(2,1)et B(2, 4) 
f) A(2,1)et B(5,1) 
L 3. La valeur accumulée S (en dollars) d’un placement de À $ à 


7 un taux d’intérêt simple de i %/an en fonction du temps f (en 
années) est donnée par l’équation d’une droite: S = A(1 + it) 


a) À quel terme mathématique associe-t-on À ? 
b) Quel est le taux de croissance du placement ? 


c) À quel terme mathématique correspond ce taux ? 


+ Pente et ordonnée à l’origine 


+ Deux points distincts 

. Angle d’inclinaison et ordonnée à l’origine 
+ Équation vectorielle 

+ Équations paramétriques 

+ Équation symétrique 

+ Équation cartésienne 

* Équation normale 


Droites concourantes 


+ Angle 
+ Point d’intersection 


b| 4. Le propriétaire d’une boutique de vêtements paye 20 $ pour 


#1 


des gilets qu’il revend 30 $, et 35 $ pour des pantalons qu'il 
revend 60 $. Déterminez, pour cette boutique, l'équation de 
la droite exprimant le prix de vente V des vêtements en fonc- 
tion de leur prix d’achat A. 


b\ 5. La règle de Cowling servant à déterminer le dosage pédia- 


& 


trique D, (en miligrammes) d'un médicament selon l’âge { 
(en années) d’un enfant en fonction du dosage D, recom- 
mandé chez l’adulte est donnée par l’équation de la droite 


1+1 
D, =|——|D,. 
’ | 24 ] ° 
a) Si la dose recommandée chez l'adulte d’un certain médi- 


cament est de 200 mg, quel est le taux de croissance de la 
dose pédiatrique selon l'âge de l'enfant ? 


b) À quel terme mathématique correspond ce taux ? 


c) Quelle serait la dose pédiatrique recommandée pour un 
enfant de 18 mois ? 


b| 6. Des pédiatres recommandent, chez les enfants âgés entre 10 


et 16 ans, une durée du sommeil de 8 h, à laquelle il faut 
ajouter 15 min par année séparant l’âge de l'enfant de 18 ans. 


a) Quel modèle mathématique permettrait d'exprimer la 
durée D du sommeil en fonction de l’âge de l'enfant ? 


b) Quel est le taux de variation de la durée du sommeil par 
rapport à l'âge de l'enfant ? 


c) Quel terme mathématique correspond à ce taux? 


d) Formulez l'équation exprimant la durée recommandée du 
sommeil en fonction de l'âge de l'enfant ? 


H 7. 
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La température T (en °C) diminue en fonction de l'altitude A 

(en mètres) à un rythme constant de 1°C/150 m. 

a) Quelle est la nature de l'équation liant la température à 
l'altitude À ? 

b) À quel terme mathématique associe-t-on la température 
au sol? 

c) À quelterme mathématique associe-t-on le taux de varia- 
tion de la température ? 

d) Sachant que la température à 450 m est de 12 °C, formu- 
lez l'équation exprimant la température en fonction de 
l'altitude et déterminez la température au sol. 


. Un vendeur de voitures reçoit un salaire hebdomadaire de 


base de 600 $ auquel s’ajoute une commission de 150 $ par 
voiture vendue. Quelle est l’équation de la rémunération 
hebdomadaire totale R (salaire de base et commission) de ce 
vendeur en fonction du nombre x de voitures vendues par 
semaine ? 


. Un cégep rembourse à ses employés les dépenses D effectuées 


pour un déplacement d’une distance x de la façon suivante: 

un montant forfaitaire de 175 $ pour l’hébergement et les 

repas et des frais de déplacement de 0,45 $/km. 

a) Quelle est l'équation de la droite exprimant les frais rem- 
boursés en fonction de la distance parcourue par l'employé ? 

b) Quel remboursement un employé ayant effectué un dépla- 
cement de 300 km recevra-t-il? 


Vous louez régulièrement une voiture pour votre travail. 

Vous faites affaire avec deux entreprises de location. Le tarif 

T£ de l’entreprise Envoiture est de 75 $/jour avec kilométrage 

illimité, alors que le tarif Ty de l’entreprise Voiturécono est 

de 50 $/jour et de 0,20 $/km. 

a) Exprimez les tarifs quotidiens T; et Ty des deux entre- 
prises en fonction de la distance parcourue x. 

b) À partir de quelle distance le tarif de l'entreprise Voiturécono 
est-il supérieur à celui de l'entreprise Envoiture? 


Lors de la négociation d’un contrat de travail, une entreprise 
offre à ses employés de les payer d’une des deux façons 
suivantes: 
Mode A: 15 $/h et 0,10 $/pièce produite 
Mode B: 12 $/h et 0,25 $/pièce produite 
a) Déterminez les équations des droites donnant les rému- 
nérations horaires RA et R3 en fonction du nombre x de 


Édifice 
James-Michael-Flaherty 


90, rue Elgin 
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pièces produites par heure pour chacun des deux modes 
de rémunération. 


b) Tracez dans un plan cartésien les deux droites obtenues 
en a. 


c) À partir de quel niveau de production le mode B de rému- 
nération est-il équivalent ou préférable au mode A pour 
les employés ? 

d) À quel élément du graphique tracé en b la valeur obtenue 
en c correspond-elle ? 


Une troupe de théâtre a obtenu une subvention de 50 000 $ 
pour monter une pièce. Chaque représentation rapporte 
10 000 $, mais les frais fixes (décors, costumes, répéti- 
tions, etc.) s’élèvent à 150 000 $, et les frais variables (salaires 
des comédiens, des placiers, des éclairagistes, etc.) à 8 000 $ 
par représentation. 


a) Quel revenu total (R) rapporteront x représentations de 
la pièce ? 
b) Quelles dépenses (D) la troupe de théâtre devra-elle payer 


pour x représentations ? 


c) Représentez les fonctions D(x) et R(x) dans un même 
plan cartésien. 


d) Quel profit total (P) la troupe de théâtre tire-t-elle de x re- 
présentations de la pièce ? 


e) Interprétez l’abscisse du point d’intersection des droites 
représentant les fonctions D(x) et R(x). 


f) La troupe de théâtre rentre-t-elle dans ses frais si elle 
donne 25 représentations ? Justifiez votre réponse. 


g) Quel est le seuil de rentabilité de la pièce, c'est-à-dire le 
nombre de représentations pour lequel le profit est nul ? 


En vue d’une activité de financement, une équipe sportive 
du cégep local fait confectionner des chandails qu’elle pourra 
vendre 30 $ l’unité. Le fabricant demande 4 000 $ pour une 
commande de 100 chandails et 6 000 $ pour une commande 
de 300 chandails. 


a) Si on suppose qu'il existe une relation linéaire (une droite) 
entre le nombre de chandails commandés et leur prix, 
déterminez lexpression de ce prix C en fonction du 
nombre x de chandails commandés. 


b) Quelle est l'expression du revenu R tiré de la vente de 
x chandails ? 
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c) Quelle est l'expression du profit P tiré de la vente de 
x chandails ? 


d) Déterminez la plus petite quantité de chandails que 
l'équipe doit acheter et vendre pour dégager un profit, 
cest-à-dire pour atteindre son seuil de rentabilité ? 


Une entreprise a acheté de l’équipement informatique au 
coût de 100 000 $. La valeur de cet équipement se déprécie 
selon un modèle linéaire (une droite) et elle n’est plus que de 
20 000 $ après 10 ans. 


a) Quelle est la pente de la droite exprimant la valeur V de 
féquipement en fonction du temps £? 

b) Dans le contexte, quel concept mathématique associez- 
vous à 100 000 $? 

c) Donnez une interprétation économique à la pente de la 
droite. 

d) Formulez l'équation exprimant la valeur V de l'équipe- 
ment informatique en fonction du temps f. 


e) Quelle sera la valeur de l'équipement 5 ans après son 
acquisition ? 


f) Dans combien de temps cet équipement ne vaudra-t-il 
plus rien? 


La valeur marchande V (en dollars) d’un bien, dont le coût 
d'acquisition est de C $, diminue en fonction du temps f (en 
années) selon un modèle linéaire (une droite). À la fin de sa 
durée de vie utile de # années, la valeur résiduelle de cet 
équipement est de R $. 


£t< 


a) Complétez l'expression : 
b) Dans le contexte, à quel concept mathématique associez- 


vous C $? 

c) Quelle est la première coordonnée du point (___, R)? 

d) Quelle est la pente de la droite exprimant V en fonction 
def? 


e) Quelle est l'équation de la droite exprimant V en fonction 
de f? 


Aux États-Unis, le taux f de la taxe d’hébergement sur le prix 
d’une chambre d’hôtel varie d’un état à l’autre. Un voyageur 
loue une chambre dont le prix affiché est de 200 $. 


a) Formulez l'équation exprimant le montant facturé M à ce 
consommateur lors de la location de la chambre, en fonc- 
tion du taux ft. 
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b) Dans le contexte, à quels concepts mathématiques associez- 
vous 200 $? 


c) Sachant que le montant facturé est de 210 $, quel est le 
taux de la taxe d'hébergement ? 


Une entreprise produit un bien dont le coût fixe est de 2 500 $ 
et le coût variable est de 10 $/unité. Elle peut vendre ce bien 
à un prix unitaire de 20 $. Le coût total C(x) de la production 
de x unités est donné par la somme du coût fixe et du coût 
variable. 


a) Quelle est l'expression de C(x)? 
b) Quel est le coût total de la production de 200 unités ? 


c) Quelle est l'expression du revenu total R(x) tiré de la vente 
de x unités du bien ? 


d) Quel est le revenu tiré de la vente de 300 unités ? 


e) Le profit total P(x) tiré de la vente de x unités correspond 
à la différence entre le revenu tiré de la vente des unités 
et le coût de la production de ces dernières. Quelle est 
‘expression du profit total? 


f) Quel est le profit tiré de la vente de 100 unités ? Expliquez 
le résultat. 
g) Quel est le profit tiré de la vente de 600 unités ? 


h) Déterminez l'intervalle des valeurs de x pour lesquelles la 
production est rentable, soit celles pour lesquelles le pro- 
fit est supérieur ou égal à 0 $. 


i) La plus petite valeur de l'intervalle obtenu en h porte le 
nom de seuil de rentabilité. Quel est le seuil de rentabilité 
de la production de ce bien? 


. On a tracé dans un même graphique les fonctions 


C(x) = 200 000 + 50x et R(x) = 75x 


qui représentent respectivement le coût total (en dollars) de 
la production de x unités d’un bien et le revenu (en dollars) 
tiré de la vente de x unités de ce bien. 


1 500 000 + R(x) 
1 000 000 + C(x) 
500 000 + : 
0 : : + | À 
0 Xo x, 10 000 X2 20 000 


a) Donnez une interprétation économique et la valeur de C(0). 


b) Quelle interprétation économique peut-on donner à la lon- 
gueur du segment de droite en vert en x = xp? 


c) Quelle interprétation économique peut-on donner à la lon- 
gueur du segment de droite en rose en x = x, ? 


d) Quelle interprétation économique peut-on donner à x,? 


e) Quelle est la valeur de x,? 


M 19. 
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Une entreprise produit un bien dont le coût total de produc- 
tion (en dollars) de x unités est C(x) = 6000 + 15x. Le revenu 
(en dollars) tiré de la vente de x unités est R(x) = 45x. Le 
profit tiré de la vente de x unités est P(x) = R(x) — C(x). 


a) Donnez la valeur et le sens de C(0). 
b) Donnez la valeur et le sens de C(150). 
c) Vérifiez que C(f + 1) — C(f) est une constante. 


d) Quelle interprétation géométrique et économique pouvez- 
vous donner à la constante calculée en c? 


e) Donnez une interprétation économique à la pente de la 
droite décrite par la fonction R(x). 


f) Donnez la valeur et le sens de R(150). 

g) Quelle est l'expression du profit total ? 

h) Quel est le profit tiré de la vente de 150 unités ? Expliquez 
le résultat. 

i) Quel est le profit tiré de la vente de 300 unités ? 


j) Déterminez l'intervalle des valeurs de x pour lesquelles la 
production est rentable, soit celles pour lesquelles le pro- 
fit est supérieur ou égal à 0 $. 


k) La plus petite valeur de l'intervalle obtenu en j porte le nom 
de seuil de rentabilité. Quel est le seuil de rentabilité de la 
production de ce bien ? 


1)  Représentez dans un même graphique les fonctions C(x) 
et R(x). 


m) Donnez une interprétation économique au point d’inter- 
section des courbes décrites par les fonctions C(x) et R(x). 


La fonction P(q) = a + bq, où a et b sont des constantes, 
donne le profit P tiré de la vente de q unités. Le profit tiré de 
la vente de 100 unités est de 1 000 $ et celui tiré de la vente 
de 400 unités est de 7 000 $. 


a) Déterminez la valeur des constantes a et b. 


b) Combien d'unités faut-il vendre pour réaliser un profit ? 


La fonction C(q) = a + bq, où a et b sont des constantes, 
donne le coût C engendré par la production de q unités. Le 
coût de la production de 200 unités est de 10 000 $ et celui 
de la production de 250 unités est de 12 000 $. 


a) Interprétez C(0). 
b) Donnez une interprétation économique à la constante b. 


c) Que valent les constantes a et b? 


Vous voulez louer une voiture pour une semaine. Le tableau 
suivant compare les coûts de location de deux agences. 


Tarif Frais de 
Agence hebdomadaire kilométrage 
J'ai ton char 300 $ 0,05 $/km 


a) Quel terme mathématique (pente, ordonnée à l'origine) 
désigne le tarif hebdomadaire ? 


b) Quel terme mathématique (pente, ordonnée à lorigine) 
désigne les frais de kilométrage ? 


H 23. 
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c) Exprimez le coût [C, (x)] de location d’une voiture de 
l'agence Jai ton char en fonction du nombre x de kilo- 
mètres parcourus. 


d) Exprimez le coût [C; (x)] de location d’une voiture de 
agence Locauto en fonction du nombre x de kilomètres 
parcourus. 


e) Représentez les deux coûts de location dans un même 
graphique et interprétez le point d’intersection des deux 
fonctions. 


f) Si vous prévoyez parcourir 400 km, avec quelle agence 
devriez-vous faire affaire ? 


g) Quelle distance à parcourir vous laisserait indifférent entre 
les deux agences ? 


Le tableau suivant compare les modalités salariales hebdo- 
madaires offertes à un représentant des ventes. 


Offre Salaire de base | Commission 
oO, 600 $ | 5 % 
©, | 800 $ | 4% 


La commission correspond au pourcentage des ventes x réa- 
lisées au cours de la semaine. 


a) Quel terme mathématique (pente, ordonnée à l'origine) 
désigne le salaire de base? 


b) Quel terme mathématique (pente, ordonnée à l'origine) 
désigne la commission ? 


c) Exprimez le salaire offert O,(x) en fonction des ventes 
réalisées. 

d) Exprimez le salaire offert O, (x) en fonction des ventes 
réalisées. 

e) Représentez les deux offres salariales dans un même gra- 
phique, déterminez le point d’intersection et donnez-en 
une interprétation. 

f) Quelle offre salariale le représentant des ventes devrait-il 
privilégier s’il croit pouvoir effectuer des ventes de 


10 000 $/semaine ? Justifiez votre réponse graphiquement 
et algébriquement. 


Vous travaillez dans le domaine de la construction et vous 
devez vous acheter un camion. Vous hésitez entre un modèle 
consommant de l'essence et un modèle consommant du diesel. 


Frais de 


Modèle Coût à l’achat kilométrage 


Diesel 90 000 $ 0,40 $/km 


a) Quel terme mathématique (pente, ordonnée à l'origine) 
désigne le coût à l'achat ? 

b) Quel terme mathématique (pente, ordonnée à lorigine) 
désigne les frais de kilométrage ? 

c) Exprimez le coût [C£ (x)] d'achat et d'opération d’un camion 
consommant de l'essence en fonction du nombre x de kilo- 
mètres parcourus. 
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d) Exprimez le coût [Cn (x)] d'achat et d'opération d’un ca- 
mion consommant du diesel en fonction du nombre x de 
kilomètres parcourus. 


e) Représentez les deux coûts d’achat et d'opération dans un 
même graphique. 

f) Sivous prévoyez parcourir 130 000 km avec votre camion, 
quel modèle devriez-vous acheter ? 


g) Quel kilométrage vous laisserait indifférent entre les deux 
modèles de camion ? 


Le prix d’équilibre, noté p, et la quantité d’équilibre, notée g, 
correspondent aux coordonnées du point d’intersection des 
courbes d'offre et de demande. On place la variable quan- 
tité g en abscisse et la variable prix p en ordonnée. La fonc- 
tion d'offre, notée p = O(q), exprime le prix en fonction de la 
quantité, tout comme la fonction de demande, notée p = D(q). 
La figure qui suit représente une courbe d'offre, une courbe de 
demande, p, q, ainsi que le surplus S, des producteurs (aire 
de la surface en vert) et le surplus des consommateurs Sc 
(aire de la surface en jaune). 


4 


Les courbes d'offre et de demande dans un certain marché 
sont respectivement O(q) = 20 + 6q et D(q) = 120 — 4q. 


a) Déterminez le prix et la quantité d'équilibre. Utilisez les 
symboles appropriés dans votre réponse. 


b) Sile prix est de 56 $, quel est l'écart entre la quantité deman- 
dée et la quantité offerte ? Indiquez bien laquelle des deux 
quantités est la plus grande. 


c) Représentez graphiquement les courbes d'offre et de de- 
mande, indiquez le prix et la quantité d'équilibre, ombrez 
les régions correspondant au surplus des producteurs Sp 
et au surplus des consommateurs Sc. 


d) Évaluez Sh et Sc. 


Les courbes d'offre et de demande dans un certain marché 

sont respectivement O(q) = 2+0,4get D(q) = 20 — 0,5q. 

a) Déterminez le prix et la quantité d'équilibre. Utilisez les 
symboles appropriés dans votre réponse. 

b) Sile prix est de 5 $, quel est l'écart entre la quantité deman- 
dée et la quantité offerte? Indiquez bien laquelle des deux 
quantités est la plus grande. 

c) Représentez graphiquement les courbes d'offre et de de- 
mande, indiquez le prix et la quantité d'équilibre, ombrez 
les régions correspondant au surplus des producteurs Sp 
et au surplus des consommateurs Sc. 


d) Évaluez S et Sc. 


CHAPITRE 6 


27. 


Loffre d’un certain bien est donnée par l'équation 


| 


28. 


29. 


O(q) = p = 3+ : où p représente le prix, et g la quantité. 


Si le prix du bien était de 4 $, la quantité demandée serait de 
8 unités. Le prix d’équilibre p sur ce marché est de 5 $. 


a) Quelle est la quantité d'équilibre g ? 
b) Sachant que la courbe de demande est de la forme 


D(q) = p = a + bq, déterminez la valeur des constantes 
a et b. 


c) Déterminez les quantités offertes et demandées lorsque le 
prix est de 5,50 $. 


La demande d’un certain bien est donnée par l’équation 
D(q) = p = 22 — q, où p représente le prix et q représente la 
quantité. Si le prix du bien était de 20 $, la quantité offerte serait 
de 10 unités. Le prix d’équilibre p sur ce marché est de 16 $. 


a) Quelle est la quantité d'équilibre g ? 
b) Sachant que la courbe doffre est de la forme 


O(q) = p = a + bq, déterminez la valeur des constantes 
a et b. 


c) Déterminez les quantités offertes et demandées lorsque le 
prix est de 12 $. 


On a établi qu'un plan d’eau non pollué fait vivre 120 000 pois- 
sons d’une certaine espèce. Or, chaque tranche de 1 000 kg 
de polluants déversés dans ce plan d’eau provoque une chute 
de sa capacité portante de 20 000 poissons. 


a) Si on suppose qu'il existe une relation linéaire (une droite) 
entre la capacité portante C du plan d’eau et la quantité de 
polluants, exprimez la capacité du plan d’eau en fonction 
du nombre P de tranches de 1 000 kg de polluants qu'on 
y trouve. 


b) À quel niveau de pollution le plan d'eau ne peut-il plus 
assurer la survie d’une population de poissons de cette 
espèce ? 


. Quel est l'angle d’inclinaison de chacune des droites définies 


au numéro 2? 


Les ingénieurs expriment la déclivité d’une route au moyen 
d’un pourcentage. Une déclivité de 1 % signifie que la route 
monte de 1 m pour chaque 100 m de distance horizontale. 
On note y la distance verticale parcourue sur une route en 
fonction de la distance horizontale x parcourue. 


@ 32. 


a) Quelle est la déclivité d’une route si l'équation de la dis- 
tance verticale est y =0,15x? 


b) Quelle est l'équation de la distance verticale si la route 
présente une déclivité de 10 % ? 


c) Quel est l'angle d’inclinaison d’une route dont la déclivité 
est de 10 %? 


Soit un ensemble de n points (x, DA 1 (x y2), .. (x,, Va k La 
droite de régression (ou droite des moindres carrés) est la 
droite f(x) = a + bx, qui minimise la somme des carrés des 
écarts verticaux des points à la droite, soit la droite qui mi- 
nimise l'expression 


2 2 2 
Da — FC) + Le — Fa) ++ D — f(x) 
La droite de régression constitue en quelque sorte le meilleur 


ajustement possible d’une droite à un ensemble de points. On 
définit les matrices suivantes: 


Yi 1 x 
1 x 
ae gel a=[?] 
| CR b 
Yn 1 x, 


On peut montrer que À = (X'X ne X'Y et trouver ainsi les 
paramètres a et b de la droite de régression. 


a) Placez les points (0, 4), (1, 5), (1, 1) et (2; 0) dans un plan 
cartésien. 


b) Trouvez les paramètres a et b de la droite de régression. 
c) Tracez la droite de régression f(x) = a + bx. 


d) Tracez le segment joignant les points (x, 72) et 
(x2, f(x2)), et donnez-en la longueur. 


e) Calculez 
Li FG)T + [2 - FC) 
+[y3 - fG)f + [ra — fé) 


SECTION 6.2.5 


A 33. 


Évaluez la pente d’une droite A qui présente les caractéris- 
tiques suivantes. 


a) La droite a un angle d’inclinaison de 30°. 

b) Le vecteur d =[-1 —2]est parallèle à la droite. 

c) Lordonnée à l'origine de la droite est de 4, et la droite passe 
par le point A(1, 1). 

d) Sion se déplace d’un point à un autre de la droite, la valeur 


de lordonnée augmente de 5 unités, alors que la valeur de 
labscisse augmente de 3 unités. 


e) yA 


LA 


@ 34. 


(m1 


A 35. 


36. 


37. 


Démontrez que l’angle @ entre deux droites concourantes 
de pentes #” et m, respectivement vérifie l’équation 


M) — M 
tg@ = — TL. Utilisez ensuite ce résultat pour montrer 


1 + MM 
que deux droites de pentes respectives m, et m, sont per- 


pendiculaires si mm = Es (Indice: Appliquez l'identité 
m2 
tgA + tgB 
tg(A + B) = AE reportez-vous au graphique 
1-tgAtgB 


suivant.) 


Déterminez l’équation (qui donne la pente et un point) de la 

droite A qui satisfait aux conditions suivantes. 

a) Droite de pente 3 qui passe par le point A(-—1, 3). 

b) Droite qui passe par le point B(2, 4) et dont l'angle d’in- 
clinaison est de 90°. 

c) Droite qui passe par le point C(-1, —-2) et dont l'angle 


27 
d’inclinaison est de rs 


d) Droite parallèle au vecteur d=[1 4]et qui passe par le 
point D, 1). 


a) À l’aide des propriétés des déterminants, vérifiez que 
1x 
1% Yl=(2-x)y-n)-(x-x)0 - y») 
1 X y 


b) Vérifiez que l'équation (qui donne deux points) de la 
droite A qui passe par deux points distincts A(x, 1) et 
B(x>, y2) est donnée par 


1 X1 Yi 
1 X2 Y2| = 0 
1 x y 


Soit la droite À d’équation A:[x y]=[2 3]+%k[1 4]où 

keR. 

a) Quel point sur la droite A obtient-on en posant k = 2? 
k=6? 

b) Que représente le lieu géométrique formé par les points 
qu'on a obtenus en posant k € [2, 6]? 


| SECTIONS 6.2.6 À 6.2.8 


À 38. 


Déterminez un vecteur directeur, l'équation vectorielle, les 
équations paramétriques et l’équation symétrique de cha- 
cune des droites définies au numéro 2. 
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L 40. 


À 41. 


À 42. 


D) 43. 


Quelle est l'équation vectorielle de la droite A? 


a) La droite À dont l'ordonnée à l'origine est 4 et dont 
d=[3 -5]est un vecteur directeur. 

b) La droite À dont l'angle d’inclinaison est de 135° et qui 
passe par le point P(6, 1). 

c) La droite A qui passe par le point P(4, 0) et qui détermine 
avec les axes de coordonnées un triangle dont l'aire est de 
20 unités?. 

d) La droite À dont labscisse à l'origine est le double de 


ordonnée à l'origine et qui détermine avec les axes des 
coordonnées un triangle dont l'aire est de 25 unités?. 


Un objet, situé initialement au point P(0, 2), se déplace à une 

vitesse constante de 0,5 m/s dans une direction de 30°. 

a) Représentez graphiquement dans un plan cartésien la 
position initiale de l'objet ainsi que sa trajectoire. 

b) Exprimez la vitesse de l'objet comme un vecteur Ÿ de R?. 
(Indice: Trouvez les composantes du vecteur à partir de 
sa norme et de sa direction.) 

c) Soit X(x, y), la position de l'objet f s après sa mise en 
mouvement à partir de sa position initiale. Vérifiez que 
les vecteurs PX et f sont égaux en montrant que ces vec- 
teurs ont la même grandeur et la même direction. 

d) Déterminez l'expression de chacune des composantes de 
la position X en fonction du temps. 

e) Quel nom donne-t-on à la forme déquation d’une droite 
obtenue en d? 

f) Quelle est la position de l'objet après 4 s? 

g) Vérifiez qu'après 4 s l'objet a bien parcouru une distance 
de 2m [soit (4 s)(0,5 m/ s)] en calculant la distance entre 
la position initiale de l'objet et sa position obtenue en f. 


Déterminez l'équation vectorielle, les équations paramé- 
triques, l’équation symétrique et l’équation cartésienne de 
la droite À qui présente les caractéristiques données. 


a) La droite À qui passe par le point A(1,2) et dont 
d=[4 2]est un vecteur directeur. 


b) La droite À qui passe par le point B(-1,1) et dont 
d =[3 0]est un vecteur directeur. 


c) La droite À perpendiculaire à ñ = [—2 3]et passant par 
le point CE. 4). 

d) La droite À perpendiculaire à ñ =[—1 1] et passant par 
le point D(2, 3). 

e) La droite A de pente 3 et d'ordonnée à l'origine 4. 

Quelles sont les équations vectorielle, paramétriques, symé- 


trique et cartésienne de la droite À qui passe par le point 
P(p1; p2) et dont d =[d, d, ]est un vecteur directeur? 


Pour quelle valeur du scalaire p les droites A, et À; sont-elles 

parallèles ? 

a) A;:2x+3y=8etA;: y+py=5 

b) A:y=3x+12et A;,: px+3y=5 

c) La droite À, a pour vecteur normal % = [1 b} et la 
droite A; passe par les points A(1, —3) et B(-—1, 4). 


d) La droite À, a pour équation symétrique 
x—1  y+4 
3 2 
et la droite À, a comme vecteur directeur d = [1 p|: 


Ai: 


| SECTIONS 6.2.9 À 6.3 


bi 44. 


À 45. 


1 49. 


Donnez deux vecteurs unitaires normaux à la droite A. 
a) Ay=Mx+3 

b) A:x=3+2kety=5-4koùkeR 

c) A:3x-27y=6 


Quelle est l'équation normale de la droite A? 

a) La droite A qui passe par les points A(1, 4) et B(2, 3). 

b) La droite A qui passe par le point C(-—1, 2) et dont l'angle 
d’inclinaison @ est de 60°. 

c) La droite A de pente 4 qui passe par le point D(—2, 1). 

y+4 


2 
e) La droite À qui passe par le milieu du segment de droite 


joignant les points A(2, 4) et B(4, —3), et qui est perpen- 
diculaire à ce segment. 


x—1 


d) La droite À dont l'équation symétrique est 


f) La droite À dont lordonnée à l'origine est —3 et qui est 
parallèle à la droite d'équations paramétriques 
x=4+2k 
y =-2+3k 


É oùkeR 


. Pour quelle valeur du scalaire p les droites A; et À; définies 


au numéro 43 sont-elles perpendiculaires ? 


Montrez que les droites A; : ax — by = cet À,: bx + ay = ©; 
sont perpendiculaires. 


Soit la droite A:[x y|=[1 1]+4[2 -1]oùkeR et le 
point Q(3, 4). 
a) Vérifiez que le point Q n'appartient pas à la droite A. 


b) Déterminez un point P de la droite A dont les coordonnées 
sont tirées des nombres consignés dans l'équation de A. 


c) Déterminez un vecteur directeur de la droite À dont les 
composantes sont tirées des nombres consignés dans 
l'équation de A. 


d) Quel point R de la droite obtient-on en posant k = -1? 


e) Comment qualifie-t-on le vecteur PR en relation avec la 
droite ? 


f) Déterminez un vecteur # normal à la droite. 

g) Que vaut IQR;| É 

h) Quelle interprétation géométrique peut-on donner à l'ex- 
pression I|CR;| [2 


Soit la droite A: 3x + y = 6 et les points Q(-1, 4) et A(1, 3). 
a) Vérifiez que le point Q n'appartient pas à la droite A. 
b) Déterminez un vecteur # normal à la droite. 


c) Déterminez le point P de la droite A dont l'abscisse vaut 0. 


b50. 


51. 


À 52. 


b\53. 


d) Quel nom donne-t-on à lordonnée du point P déterminé 
en c? 


e) Déterminez le point R de la droite À dont lordonnée 
vaut 0. 


f) Que vaut PR.-ñ? 

g) Expliquez le résultat obtenu en f. 

h) Que vaut IAE 

i) Quelle interprétation géométrique peut-on donner à l'ex- 
pression | [QP;| | £ 

j) Que vaut ||AP:||? 


k) Que concluez-vous du résultat obtenu en j ? 


Soit la droite A: y = 2x — 6 et Le point Q(—1, 4). 

a) Quelle est l'équation cartésienne de la droite A? 

b) Vérifiez que le point Q n'appartient pas à la droite A. 

c) Déterminez le point P de la droite A dont l'abscisse vaut 1. 


d) Déterminez le point R de la droite À dont lordonnée 
vaut 4. 


e) Que peut-on dire du vecteur PR en relation avec la 
droite A? 


f) Déterminez un vecteur # normal à la droite. 


g) Déterminez la distance du point Q à la droite A en calcu- 
lant la norme d’un vecteur projection approprié. 


h) Comparez le résultat obtenu en g avec celui de la formule 
démontrée au numéro 1 des exercices 6.10 (p. 283). 


Soit la droite A; d’équation A;: 3x + 2y = 5 et le point 
P(3, 6), extérieur à cette droite. 
a) Quelle est la distance du point P à la droite A, ? 


b) Quelle est l'équation cartésienne de la droite À; qui passe 
par le point P et qui est perpendiculaire à A, ? 


c) Quelles sont les coordonnées du point d’intersection À 
des droites À, et A, ? 


d) Que peut-on dire du point À par rapport au point P? 


e) En prenant comme modèle la marche à suivre suggérée 
par les questions a à d, établissez une méthode pour trou- 
ver le point d’une droite le plus proche d’un point donné, 
extérieur à la droite. 


Quelle est la distance du point Q(2, 4) à chacune des droites 
définies au numéro 41 ? Vous pouvez utiliser la formule dé- 
montrée au numéro 1 des exercices 6.10 (p. 283). 


Déterminez le point R de la droite A le plus proche du 
point Q, selon la méthode indiquée. 
a) A:[x y]=[1 2]+k[-1 3] où keR, Q(16). Mé- 
thode: intersection de deux droites perpendiculaires. 
— 4 +1 
UE 
2 5 
vecteur sur un vecteur normal à la droite. 
c) A:y=AXx +3, Q(1, —2). Méthode: projection d’un vec- 
teur sur un vecteur directeur de la droite. 


; Q( 1, 1). Méthode: projection d’un 


1154. 


55. 


1156. 


Déterminez la distance du point Q à la droite A, ainsi que le 
point R de la droite le plus proche du point Q. 


a) A: y = 3x +1 et Q(2, —1) 

b) A:2x+3y = 6 et Q(4, 3) 

c) A:lx y]=[-1 2]+k[1 1],oùkeR, et Q(-1,-2) 
x +2 


d) A: = = y—5et Q(1,5) 
x=2+k | 
e) a {5231 Eouke Re Q(- -2 


Quelle est la distance du point d’intersection de la droite 
A:-x+27y=2et de la droite A,: 2x — 3y = 4 à la droite 
A3: 3x —2y = —-4? 


On vous demande de tracer un sentier allant d’un chalet à la 
bordure d’un lac. Vous réalisez une esquisse sur laquelle le 
chalet est positionné au point O(0, 0). La bordure du lac est 
représentée par la droite y = —2x + 100, et les distances sont 
mesurées en mètres. 


a) Quelle la plus courte distance entre le chalet et la bordure 
du lac? 


b) Quelles sont les coordonnées de l'extrémité À du sentier 
en bordure du lac, si ce sentier parcourt la plus courte 
distance évaluée en a? 


c) Donnez les composantes du vecteur directeur unitaire 
allant du chalet au lac. 


| SECTION 6.4 


M 57. 


b 58. 


Un point P(xo, yo) décrit une trajectoire telle que sa distance 
à la droite A;: x + y = 4est constante et est égale à 2 unités. 


a) Tracez le lieu géométrique que décrit le point lorsqu'il se 
déplace dans le plan. (Il existe deux solutions.) 


b) Quelle est l'équation de la trajectoire du point P? 


Soit les droites A,: 4x — 3y = 1et A,: 3x — 4y = —1 dont le 
point d’intersection est noté À. On désigne par d =[3 4] 
et d, =[4 3]un vecteur directeur de A, et de À, respecti- 
vement. 


a) Trouvez l'équation cartésienne de la droite À; qui passe par 


le point À et dont un vecteur directeur est pe, + Er 
Wall ll 
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L 60. 


L61. 


b) Montrez que tout point de la droite A; est situé à égale 
distance des droites A, et A;. 


c) Quelle est la valeur de l'angle déterminé par les droites A, 
et A, ? 

d) Quelle est la valeur de l'angle déterminé par les droites A, 
et A3? 

e) Que représente la droite À; par rapport à l'angle déterminé 


par les droites A, et A, ? 


Soit les droites 


a b 
AVE X + = h 
; Va? + b? Va? + b?2 . ’ 
et 
À a b 


F Va? + b? Ver = 2 

a) Quelle est la forme des équations des droites A, et A, ? 
b) Pourquoi les droites À, et À, sont-elles parallèles ? 

c) Montrez que la distance entre les droites A, et À; est égale 


à [A — hi]. 


Si les droites A, et A, données sont parallèles (distinctes ou 
confondues), trouvez la distance entre ces droites; si À, et À; 
sont concourantes, trouvez leur point d’intersection. 


a) A;:3x+2y=8etA,;:-x+2y=14 


b) A;:2x-3y=4et AÀ,:—4x +67 =7 
= +4 
c) ar = 2 et A,:2x—3y =3 
d) A;: do oùkeR et 
y=-2+3k 
À; : FT ee 
y=1-2t 
e) Ai: RE oùkeRet 
y =-6+3k 
AVE Fe 1 one 
Y=-3+61t 


f) A;:x—27y=4et A, est la droite dont l'angle d’inclinai- 
son est de 135° et qui passe par le point (1, 3). 


g ee. 


p= 34 3R oùkekRetA,;:y=-2x+5 


h) A; passe par les points A(1, 4) et B(2, 3), et A, passe par 
les points C(2, —4) et D(-1, 1). 
A 
A: à oùkEeRetAÀ,:2x+7y=6 
y=-3+2k 


Trouvez l’angle déterminé par les droites A; et As. 

a) Une droite A; dont l'angle d’inclinaison est de 40° et une 
droite À, dont l'angle d’inclinaison est de =. 

b) A;:2x—-4y=3etA,;:x+2y=4 


5 ee 


SLR oùkeRetA;:y=3x+5 


M 62. 


L\63. 


LL 64. 


d) Une droite À; dont d =[1 4]est un vecteur directeur 
et une droite À, dont #; =[-2 3]est un vecteur normal. 


Soit A:x+2y=3, A,;:x—7y=2et A;,:3x + 7y= 4. Soit 
A le point d’intersection des droites A, et A;, B le point d’in- 
tersection des droites À, et AÀ;, et C le point d’intersection 
des droites À, et A:. 


a) Quelles sont les coordonnées des points À, B et C? 
b) Tracez les droites A;, À, et A; dans un même plan cartésien. 


c) Quelle est la valeur des angles du triangle déterminé par 
A, À et A3? 


d) Quel est le périmètre du triangle déterminé par A;, A; 
et A3? 


Soit une droite A;: 4x + b,y = & qui passe par un point À 
et une droite A,: a,x + b;y = c, qui passe par un point P.. 
À l’aide des informations données, dites si les droites A, et À; 
sont concourantes, parallèles confondues ou parallèles 
distinctes. 

a) Il existe un réel k tel que [a b,]= k[a, b,] et que 

C& # ko». 
b) [& b]l-[b -&m/]=0etBEeA 


c) [a b]-[æ b,]=0 


Soit les droites A;, AÀ;, A; et A4, dont les équations sont 


Ay:x+3y=5 

a) Tracez les quatre droites dans un même plan cartésien. 

b) Trouvez les coordonnées manquantes des points Pix, 4) 
et Q(-1, y) de la droite Ai. 

c) Trouvez les coordonnées manquantes des points R(x, 2) 
et S(3, y) de la droite As, 

d) Quelles sont les coordonnées des points d’intersection de 
la droite A3 avec les axes de coordonnées ? 

e) À laquelle des quatre droites le point T (2, 1) appartient-il? 

f) Quel est l'angle d’inclinaison de la droite A, ? 

g) Quelle est l'équation cartésienne de la droite A; ? 

h) Quels sont la pente et l'angle d’inclinaison de la droite A, ? 

i) Les droites A, et À, sont-elles parallèles ou concourantes ? 
Si elles sont concourantes, quel est leur point d’intersec- 
tion et quelle est la valeur de l'angle qu’elles déterminent ? 


Si les droites A, et À, sont parallèles, calculez la distance 
qui les sépare. 


j) Les droites A, et A; sont-elles parallèles ou concourantes ? 
Si elles sont concourantes, quel est leur point d’intersec- 
tion et quelle est la valeur de l'angle qu’elles déterminent ? 
Si les droites À, et A; sont parallèles, calculez la distance 
qui les sépare. 


k) 


D 


Les droites À, et A, sont-elles parallèles ou concourantes ? 
Si elles sont concourantes, quel est leur point d’intersec- 
tion et quelle est la valeur de l'angle qu'elles déterminent ? 
Si les droites À, et À, sont parallèles, calculez la distance 
qui les sépare. 


Quelle est l'équation symétrique de la droite A, ? 


m) Quelles sont les équations paramétriques de la droite A, ? 


n) 


0) 


P) 


Ù 


Quelle est l'équation vectorielle de la droite A; qui 
passe par le point A(1, 1) et qui est perpendiculaire à la 
droite A? 

Quelle est la distance du point B(2, —-4) à la droite A, ? 
Quel point de la droite A, est le plus proche du point 
B(2,-4)? 

Quel point de la droite À, est le plus proche de l'origine ? 


Pour quelles valeurs de k les points de A; appartiennent-ils 
au segment de droite joignant les points C(2,-1) et 
D(14,17)? 
Tracez le lieu géométrique des points de la droite A, tels 
que k <1. 


Montrez que les droites À; et À; sont perpendiculaires. 


L165. Dites si l’énoncé est vrai ou faux, et justifiez votre réponse. 


a) 


x=1+2k 
y=2-5k 
à la droite A;,: y = 4x +3. 


La droite A;: | où k e R est perpendiculaire 


b) 
c) 


d) 


e) 


f) 


8) 


b) 


i) 


La distance de la droite A: —-3x + 4y = 5 à l'origine vaut 1. 
Une droite est complètement déterminée par son angle 
d'inclinaison. 


Si le vecteur #% =[", n,] est normal à une droite A et 


n 
que — > 0, alors l'angle d’inclinaison de cette droite est 
m2 


0 — rag(-") 
M 


Tout vecteur normal à une droite est perpendiculaire à un 
vecteur directeur de cette droite. 


Léquation normale d’une droite est un cas particulier de 
l'équation cartésienne de cette droite. 


Les droites 


La. 


ee 


oùkeR et AÀ;,:10x — 4y = 16 


sont confondues. 


Deux droites sont parallèles si leurs vecteurs normaux 
respectifs sont perpendiculaires. 

Si a et b sont des constantes différentes de 0, l'équation 
cartésienne de la droite A dont l'ordonnée à l'origine est b 
et dont l'abscisse à l'origine est a s'écrit sous la forme 


Lég = 1 
a b” i 


EXERCICES de révision (chapitres 1 à 6) 


1. Encerclez la lettre qui correspond à la réponse appropriée. 


a) 


b) 


Quelles sont la norme (|ä||) et la direction (0) du vecteur 
ü =[-1 -3]? 


A. |fä]| = 2et0 = 108° 
B. |[ä||= 2et6 = 252° 
C. [|| = 2et0 = 72° 
D. |[ä||= 10 et 6 = 72° 
E. |fä||= VI0 et 0 = 108° 
FE |fä||= VI0 et 8 = 252° 


G. Aucune de ces réponses. 


Soit ñ = [1 —2]un vecteur normal à la droite A et P(1, 1) 
un point de cette droite. Quelle est l'équation vectorielle 
de la droite A? 


A. Ax—2y=-I 
B. A:fx y]=f1 
GC. Alx y]=[1 


1]+k[1 ]JoùkeR 
—2]+k[1 1]JoùkeR 
D. A:fx y|=[1 1]+k[2 1]Joùke 
E. A:fx y|=[2 1]+k[1 1]loùke 


F. Aucune de ces réponses. 


c) 


d) 


Quel vecteur d est un vecteur directeur de la droite 
A:3x+2y=5? 


A. d=[3 2] 
B. d=[2 3] 
C. d=[-3 2] 
D. d=[2 -3] 
E. Aucune de ces réponses. 


Quelle équation représente l'équation vectorielle de la 
droite dont l'équation cartésienne est A: x + 2y = 3? 


A. A:fx y]=k[1 2]JoùkekR 


B. A:fx y]=[3 0]+k[1 2]JoùkeR 
C. Aix y]=[3 0]+k[2 -1]JoùkeR 
D. A:fx y]=[3 0]+k[-1 2JoùkeR 
E. A:[x y]=[1 0]+k[1 2JoùkeR 
FE Afx y]=[1 0]+k[2 -1]Joùke R 
G. A:fx y]=[1 0]+k[-1 2JoùkeR 
H. A:fx y]=[2 1]+k[-1 2JoùkeR 
I. Aucune de ces réponses. 
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€) 


f) 


Soit les points P(-1, 4), Q(1, 2), R(-3, 2) et S(2, 3). Que 
vaut ||PG% — 2PR||? 

Environ 49,2. 

Environ 63,7. 

Environ 35,9. 

Environ 54,3. 


Environ 10,8. 


TOO» 


Aucune de ces réponses. 

Soit les points P(-1, 4), Q(1, 2), R(-3, 2) et S(2, 2). Quel 
est l'angle déterminé par les vecteurs PQ et RS? 

30° 

45° 

60° 

135° 

Environ 50°. 


Environ 20°. 


O1ECOor>» 


Environ 110°. 


H. Aucune de ces réponses. 


2. Deux forces F; et F, agissent sur un objet. Elles déterminent 
un angle de 70° (mesuré dans le sens contraire des aiguilles 
d’une montre à partir de F,) et leurs normes respectives sont 
IE || = 600 N et||[E|| = 400 N. Par ailleurs, la direction de F, 
est de 50°. 


a) 
b) 


c) 
d) 
e) 
f) 
g) 
b) 


i) 


Quelle est la direction de FA ? 

Tracez les vecteurs F et B, ainsi que la résultante 
FE = FE +E de ces deux forces dans un plan cartésien. 
Estimez la norme de la résultante E en mesurant la lon- 
gueur de ce vecteur avec une règle. 

Estimez la mesure de l'angle déterminé par les forces F5 
et E avec un rapporteur. 

Déterminez la norme de la résultante Æ en recourant à la 
loi des cosinus. 

Trouvez l'angle déterminé par les forces F et E en recou- 
rant à la loi des sinus. Utilisez la norme de E calculée 
en e. 

Déterminez les composantes des forces F et E. 
Déterminez les composantes de la résultante E en recou- 
rant au résultat obtenu en g. 

À partir de ses composantes obtenues en h, déterminez la 
norme et la direction de la force FE. 


3. En l’absence de vent, un avion se déplacerait vers l’est à une 
vitesse de 300 km/h. Il rencontre un vent de 100 km/h dont 
la direction est de 60° par rapport à l’est. 


a) 


b) 
c) 


d) 


Dans un plan cartésien, tracez le vecteur v; de la vitesse 
de l'avion en l'absence de vent, le vecteur y; de la vitesse 
du vent et le vecteur y; de la vitesse résultante de l'avion 
sous l'effet du vent. 

Quelles sont les composantes des vecteurs y; et v3 ? 
Quelles sont les composantes du vecteur y, soit la vitesse 
résultante de l'avion sous l'effet du vent? 

Quelles sont la norme et la direction du vecteur v, ? 


4. Soit le vecteur d =[4 1]un vecteur directeur de la droite 
A qui passe par le point P(1, 3) et n; =[-2 3] un vecteur 
normal à la droite A, qui passe par le point Q(—4, 2). 


a) 


b) 


C) 
d) 


c) 
f) 


8) 


h) 
i) 
j) 
k) 


D 


Exprimez le vecteur w# = [—1 5]comme une combinai- 
son linéaire des vecteurs d, et m5. Appliquez la méthode 
d'élimination gaussienne pour résoudre le système d'équa- 
tions linéaires permettant de déterminer les coefficients 
de la combinaison linéaire. 


Quelle est la projection orthogonale du vecteur n; sur le 
vecteur d, soit m7 ? 


Déterminez les équations cartésiennes des droites A; et A;. 


Déterminez le point d’intersection C des droites À, et À;. 
Appliquez la méthode de la matrice inverse pour résoudre 
le système d'équations linéaires permettant de trouver ce 
point. 

Quel est l'angle 9 déterminé par les droites A; et A, ? 
Déterminez l'équation vectorielle de la droite A; qui passe 
par le point P(1, 3) et qui est perpendiculaire à la droite A. 


Déterminez le point d’intersection R des droites À, et A3. 
Appliquez la règle de Cramer pour résoudre le système 
d'équations linéaires permettant de trouver ce point. 


Quelle est la relation entre les points P et R? 
Déterminez la distance du point S(—2, 6) à la droite A1. 


Déterminez le point T de la droite A, qui est le plus proche 
du point S. Utilisez un vecteur projection sur un vecteur 
normal à À, pour déterminer ce point. 


Déterminez l'équation cartésienne de la droite A, qui 
passe par Le point D(6, 3) et qui est parallèle à la droite A. 


Quelle distance sépare les droites À, et A, ? 


5. Soit les vecteurs 4, v et w. 


a) 


b) 


C) 
d) 
€) 


Estimez la norme et la direction du vecteur Ÿ. Utilisez un 
rapporteur. 


Exprimez graphiquement le vecteur # comme une com- 
binaison linéaire des vecteurs # et vŸ, c’est-à-dire sous la 
forme aüi + by. Déterminez également si les constantes a 
et b sont positives ou négatives et si la valeur absolue de 
chacune des constantes est inférieure ou supérieure à 1. 


Quelles sont les composantes des vecteurs 4, ÿ et w? 
Déterminez la norme et la direction du vecteur y. 


Déterminez algébriquement les valeurs des constantes a 
et b qui donnent l'expression de W comme une combinai- 
son linéaire des vecteurs # et ÿ, c'est-à-dire sous la forme 
W = aù + by. 
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CHAPITRE 7 


VECTEURS DE R* ET DE R” 


Le mathématicien prépare d'avance 
des moules que le physicien viendra 
plus tard remplir. 


Hippolyte Taine 


Au chapitre 5, nous avons traité des vecteurs du plan et nous en 
avons examiné quelques applications. Au chapitre 6, nous avons 
suivi une approche vectorielle pour aborder l'étude d'une appli- 
cation particulière des vecteurs du plan, soit la droite du plan. 


Les connaissances que nous avons acquises ne sont cependant 
pas suffisantes. En effet, pour résoudre certains problèmes, nous 
devons nous situer dans un espace à trois dimensions. Il faut donc 
étendre le concept des vecteurs de IR? afin de pouvoir traiter 
les problèmes de ce type. 


Dans le présent chapitre, nous nous pencherons donc sur les 
vecteurs de R3 et, de manière plus générale encore, sur les 
vecteurs de R’. Notre approche sera similaire à celle employée 
au chapitre 5: nous définirons ces vecteurs, nous établirons un 
parallèle avec les matrices lignes, nous effectuerons des opéra- 
tions et nous recourrons de nouveau aux concepts de combi- 
& naison linéaire, d'indépendance linéaire et de base. Dans le cas 
particulier des vecteurs de IR3, nous examinerons également 
leurs caractéristiques géométriques ainsi que des opérations 


€ qui leur sont propres. 


OBJECTIFS 


Déterminer si des vecteurs de l'espace 
sont égaux, parallèles ou opposés 
(T-let 7.2). 


Placer des points et des vecteurs dans 
un système (direct) de coordonnées 
cartésiennes de l'espace (7.2). 


Calculer la norme d'un vecteur de R3 
ou de R' (7.3 et 7.4). 


Calculer les cosinus et les angles 
directeurs ainsi que les composantes 
d'un vecteur de IR? (7.3). 


Effectuer les opérations d'addition 
et de multiplication par un scalaire 
sur des vecteurs de R? ou de R° 
(7.3 et 7.4). 


SOMMAIRE 
Un portrait de Josiah Willard Gibbs 


74  Vecteurs géométriques de l'espace (p.306) e Opérations sur les vecteurs algébriques de l'espace (p. 313) 
7.2 Système de coordonnées de l'espace (p.307) 


7.3 Vecteurs algébriques de R3 (p.309) 


7.4 Espace euclidien de dimension n ou R° (p.320) 


7.5 Produit vectoriel (p.325) 
7.6 Produit mixte (p.334) 
Résumé (p. 338) 

Mots clés (p.339) 


Réseau de concepts (p. 340) 


Exercices récapitulatifs (p.340) 


Exprimer un vecteur de R? ou de R° 
comme une combinaison linéaire de 
vecteurs de R3 ou de R° (7.3 et 7.4). 


Déterminer si des vecteurs de R? ou 
de R’ sont orthogonaux, sont linéai- 
rement indépendants, forment un 
système générateur ou forment une 
base de R3 ou de R’ (7.3 et 7.4). 


Trouver l'angle déterminé par deux 
vecteurs de R? (7.3). 


Déterminer le vecteur projection d'un 
vecteur de R3 sur un autre vecteur 
de R3 (7.3). 

Définir et effectuer les différents pro- 


duits sur des vecteurs de R? ou de R’ 
(TS, T5 Et TO). 


Déterminer si des points sont coli- 
néaires ou coplanaires, et si des 
vecteurs sont perpendiculaires ou 
parallèles (7.3, 7.5 et 7.6). 


Appliquer la règle de la main droite 
ou de la vis pour déterminer la direc- 
tion du produit vectoriel de deux 
vecteurs de l'espace (7.5). 


Déterminer vectoriellement l'aire de 
certaines surfaces (7.5) où le volume 
de certains solides (7.6). 


Donner une interprétation appropriée 
(géométrique ou physique) aux diffé- 
rents produits de vecteurs de R? 

(7.5 et 7.6). 


ANIMATIONS GEOGEBRA 


e Tracé d'un vecteur algébrique dans l'espace (p. 310) 


e Combinaison linéaire, indépendance linéaire, système 
générateur et base dans R? (p. 315) 


e Direction du produit vectoriel (règle de la main droite) (p.329) 
e Norme du produit vectoriel (p. 332) 


e Interprétation graphique du produit mixte (p.337) 
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UNRPORNRAIMBE 
Josiah Willard Gibbs 


Josiah Willard Gibbs 


CHAPITRE 7 


Josiah Willard Gibbs naquit en 1839 à New Haven, dans le 
Connecticut.ll fit de brillantes études à l'Université Yale, où son 
père enseignait la théologie. Il obtint des prix de latin et de 
mathématiques, et reçut un diplôme de premier cycle à 19 ans 
ainsi qu'un doctorat (Ph. D.) en ingénierie à 24 ans. Gibbs reçut 
en fait le premier diplôme de doctorat en génie décerné par 
l'Université Yale et le deuxième diplôme de doctorat décerné 
par une université américaine. Sa thèse portait sur la conception 
d'engrenages. Après avoir étudié la physique en Europe (Paris, 
Berlin et Heidelberg) pendant trois ans, Gibbs occupa, à compter 
de 1871, la chaire de physique-mathématique de l'Université Yale, 
poste qu'il conserva jusqu'à sa mort le 28 avril 1903. 


Toutefois, au cours des neuf premières années, on ne lui versa 
aucun salaire sous le prétexte qu'il était fortuné. Gibbs avait 
obtenu son poste de professeur sans avoir de publications à son 
actif: son premier article savant ne parut qu'en 1873, alors qu'il 
avait 34 ans. Parmi les savants qui ont apporté une contribution 
scientifique aussi remarquable que celle de Gibbs, très peu ont 
manifesté leur génie aussi tardivement. De 1873 à 1878, Gibbs 
produisit une série d'articles importants qui allaient marquer 
l'histoire de la chimie en jetant les fondements de la thermody- 
namique moderne. 


En 1881, Gibbs publia, à compte d'auteur, une brochure intitulée Elements of Vector Analysis, 
dans laquelle il décrivit un système de vecteurs à trois dimensions. Cet ouvrage de vulgari- 
sation destiné à ses élèves connut un vif succès. Gibbs y présentait une adaptation brillante 
des travaux de W. R. Hamilton (1805-1865) sur les quaternions et de ceux de physique de 
J. C. Maxwell (831-1879). Les notes de cours de Gibbs constituaient un traité d'analyse 
vectorielle simple à comprendre et orienté vers les applications physiques, notamment en 
électricité et en magnétisme. E.B. Wilson (1879-1964), l'un des élèves de Gibbs, veilla à ce que 
ces notes de cours connaissent une plus large diffusion en les faisant publier sous la forme 
d'un livre. Vector Analysis parut en 1901 et devint la référence de l'époque en analyse vec- 
torielle. C'est dans Vector Analysis que Gibbs introduisit les symboles j, j et pour désigner 
les vecteurs unitaires de l'espace portés par les axes de coordonnées. Il y donna également les 
définitions et les notations modernes du produit scalaire (ü : ÿ) et du produit vectoriel(ü x ÿ), 
et montra que le produit vectoriel est anticommutatif, c'est-à-dire que ü x ÿ = —-ÿ x ü. 


Les contributions scientifiques de Gibbs, en dehors du champ de l'analyse vectorielle, furent 
nombreuses. Ainsi, en plus d'avoir jeté les bases de la thermodynamique chimique moderne, 
Gibbs détenait un brevet sur un système de freinage des trains. On donna aussi son nom au 
phénomène de «mauvaise convergence » au voisinage d'un point de discontinuité dans l'ap- 
proximation d'une fonction par une série de Fourier. Depuis 1923, l'American Mathematical 
Society organise chaque année une conférence prestigieuse en l'honneur de Gibbs, qui fut 
l'un des premiers scientifiques américains de réputation internationale. 
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Combinaison linéaire 


Une combinaison linéaire des n vecteurs 


Uj, U2, .…, U, est une expression de la 
forme a uj + aus +-..+a,u, où 
dj, 4, .…, 4, Sont des scalaires. 


Vecteurs linéairement indépendants 
Des vecteurs 4j, u5,...,u, sont dits linéai- 
rement indépendants si et seulement si la 
seule combinaison linéaire de ces vecteurs 
qui soit égale au vecteur nul est celle où 
tous les coefficients (les scalaires) sont nuls. 
De manière plus formelle, n vecteurs 

U, U,..., d, sont dits linéairement indé- 
pendants si et seulement si 


Œui +dus +.+aux; = 0 


= 4 =0,4; =0,..,a, =0 


Vecteurs linéairement dépendants 


Des vecteurs %, 45, ...,u, sont dits linéaïi- 
rement dépendants si et seulement s’il 
existe une combinaison linéaire de ces 
vecteurs qui soit égale au vecteur nul et 
dans laquelle au moins un des coefficients 
est différent de 0, c'est-à-dire s’il existe une 
combinaison linéaire égale au vecteur nul 
et différente de celle où tous les coefficients 
sont nuls. Ainsi des vecteurs qui ne sont 
pas linéairement indépendants sont linéai- 
rement dépendants et vice versa. 


Vecteurs coplanaires 

Des vecteurs sont dits coplanaires s'ils 
appartiennent au même plan lorsqu'ils 
sont issus d’une même origine. 


FIGURE 7.1 


Vecteurs de l'espace 


VECTEURS GÉOMÉTRIQUES DE L'ESPACE 


DANS CETTE SECTION : combinaison linéaire - vecteurs linéairement indépendants - vecteurs 
linéairement dépendants - vecteurs coplanaires - espace euclidien de dimension trois. 


Les vecteurs géométriques de l’espace possèdent essentiellement les mêmes proprié- 
tés que les vecteurs géométriques du plan, dont ils sont une généralisation. Ils 
résultent du passage d’un univers bidimensionnel à un univers tridimensionnel. 


+ _ Deux vecteurs de l’espace ä et ÿ sont égaux s’ils ont la même longueur et la même 
direction. Les vecteurs de l’espace sont libres et les translations sont permises: 
on peut déplacer des vecteurs de façon que leurs origines respectives coïncident 
avec l’origine d’un système de coordonnées cartésiennes de l’espace. Dans l’espace, 
il faut cependant trois angles (appelés angles directeurs), plutôt qu'un seul (comme 
dans le plan), pour caractériser la direction d’un vecteur. 


+ _ On obtient la somme de deux vecteurs & et Ÿ en joignant l’origine de # à l’extré- 
mité de Ÿ après avoir déplacé Ÿ de façon à ce que son origine coïncide avec l’ex- 
trémité de ä. La relation de Chasles est donc valable pour les vecteurs de l’espace, 
c'est-à-dire que AA Aa bre A À AA = AA 


+ La norme (la longueur) du vecteur # est notée |[ä]|. 


° Le produit du vecteur % par le scalaire k, noté kü, est un vecteur de longueur 
[ka] =|k| ||} qui a la même direction que % si k est positif et une direction 
contraire (ou opposée) à celle de ä si k est négatif. Si k = 0, alors kü = O. 


+ L'angle entre deux vecteurs non nuls ä et v est défini comme le plus petit angle 
8 déterminé par ces deux vecteurs lorsqu'ils sont issus d’une même origine. 


+ Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls % et v est donné par 


ü -yÿ ={[ü||["|[cos0 où 6 est l'angle déterminé par ces vecteurs. Si un des deux 
vecteurs, 4 ou Ÿ, est le vecteur nul, alors leur produit scalaire est égal à 0. 


+ Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est 
égal à 0. 


+ Toute expression 4j + 4;u; +:-:+ a, u,, où &, 4» …, a, sont des scalaires, est 
une combinaison linéaire des n vecteurs 4j, U3, ..., Uy. 
+ On dit de n vecteurs %;, 4, .…., u,; qu'ils sont linéairement indépendants si et 


seulement si 


Au + Du +-+au =0 = a =0,4a, =0,...,4, = 0 
Dans le cas contraire, on dit de ces vecteurs qu’ils sont linéairement dépendants. 


+ _ Un ensemble de vecteurs forme un système générateur si tout vecteur de l’espace 
s'écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs de cet ensemble. 


+ Des vecteurs forment une base des vecteurs de l’espace s’ils sont linéairement 
indépendants et s’ils forment un système générateur. 


Il existe néanmoins quelques différences entre les vecteurs de l’espace et les vecteurs 
du plan. Ainsi, bien que deux vecteurs non parallèles de l’espace soient linéairement 
indépendants, ils ne forment pas une base de l’espace. En effet, deux vecteurs non 
parallèles de l’espace sont nécessairement coplanaires et ils ne peuvent pas engen- 
drer un vecteur n’appartenant pas au plan qu’ils déterminent. Ainsi, on ne peut pas 
écrire le vecteur W représenté dans la FIGURE 7.1 comme une combinaison linéaire 
des vecteurs ü et y, qui sont coplanaires. En effet, toute combinaison linéaire de deux 
vecteurs ä et Ÿ non parallèles donne un vecteur qui appartient à un plan parallèle 
déterminé par ü et par . 


Il faut donc trois vecteurs non coplanaires pour engendrer les vecteurs de l’espace, 


Espace euclidien de dimension trois noté R* et appelé espace euclidien de dimension trois. Les vecteurs %, ÿ et w repré- 
L'espace euclidien de dimension trois, sentés dans la figure 7.1 ne sont pas coplanaires ; ils engendrent l’ensemble des vec- 
noté R, est l'ensemble des vecteurs de teurs de l’espace. 
l'espace. 

Nous allons voir sous peu qu'on peut également définir des opérations propres aux 

vecteurs de l’espace, soit le produit vectoriel et le produit mixte. 

EXEMPLE 7.1 

FIGURE 7.2 La FIGURE 7.2 représente un parallélépipède rectangle” dont les arêtes mesurent 


Parallélépipède de l'espace 


respectivement 3, 4 et 5 unités. 


Il est clair que AD=EH, AC=EG, AB=-CD, AË+EC= AC, 


EF + EH = EG, etc. De plus, en vertu du théorème de Pythagore, 


AH] = 42 +32 = V25 = 5 unités 
IDG||= V5? +32 = V34 2 5,8 unités 


Enfin, toujours d’après le théorème de Pythagore, 


[A5 +pdif 


—————  ————— 
Triangle rectangle ADG. 


JAGIF 


IAGIF + [pd +1lcE |" 
Triangle rectangle DCG. 
= 4745743 
= 50 
[AG] = 4/50 = 7,1 unités. 


Soit le parallélépipède de la figure 7.2. 


d’où 


a) Trouvez un vecteur égal à chacune des sommes suivantes: AB + DH et 
AD + HG + CB. 


b) Que valent|[AD + HG||et||EC|? 


MZ SYSTÈME DE COORDONNÉES DE L'ESPACE 


DANS CETTE SECTION : système d'axes direct - règle de la main droite - système d'axes 
rétrograde - octant - cote. 


Tout comme on le fait dans le plan, il est possible d’établir un système de coordonnées 
de l’espace. On choisit d’abord un point de l’espace, noté O, comme origine du système 
de coordonnées cartésiennes. On trace ensuite trois axes perpendiculaires, nommés 
axe des x, axe des y et axe des z. L'axe des z est habituellement vertical et les deux 
Système d’axes direct autres axes sont horizontaux. Par convention, on choisit un système d’axes dit direct, 


Un système d’axes direct est un système 
d'axes orienté selon la règle de la main 


droite. *_ Un parallélépipède rectangle est un polyèdre à six faces rectangulaires, parallèles deux à deux. On qua- 
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lifie également cette figure de prisme rectangulaire. 


FIGURE 7.3 


Système d'axes direct orienté selon 
la règle de la main droite 


Règle de la main droite 


La règle de la main droite sert à orienter 
un système d’axes direct de l'espace, cest- 
à-dire à déterminer la direction positive 
de chacun des axes de coordonnées. Dans 
un système d’axes direct, la direction posi- 
tive des trois axes est donnée par la direc- 
tion de l’index (axe des x), du majeur (axe 
des y) et du pouce (axe des z) de la main 
droite. 


Système d’axes rétrograde 

Un système d’axes rétrograde est un 
système d’axes orienté selon la règle de 
la main gauche au lieu de la règle de la 
main droite. 


Octant 


Un octant est l’une des huit parties de l'es- 
pace délimitée par les plans de coordon- 
nées perpendiculaires. 


Cote 

La cote d’un point de l'espace est la coor- 
donnée en z (la troisième coordonnée) 
de ce point. 


c'est-à-dire orienté selon la règle de la main droite (FIGURE 7.3). Dans un tel système, 
l’index de la main droite pointe dans la direction positive de l’axe des x, le majeur 
dans la direction positive de l’axe des y et le pouce dans la direction positive de l’axe 
des z. Si on applique la même règle avec la main gauche, on obtient un système 
d’axes dit rétrograde. Dans le présent manuel, nous n’utiliserons que des systèmes 
d’axes directs. 


Dans la FIGURE 7.4, indiquez correctement la direction positive des axes de 
manière à obtenir un système direct. 


FIGURE 7.4 


Système d'axes direct orienté selon 
la règle de la main droite 


| 


À l’aide des trois axes, on définit trois plans de coordonnées perpendiculaires: le 
plan xy, qui contient l’axe des x et l'axe des y; le plan xz, qui contient l’axe des x et 
l'axe des z; et le plan yz, qui contient l’axe des y et l’axe des z. Ces trois plans 
séparent l'espace en huit parties, chacune étant appelée un octant (FIGURE 7.5). 


Division de l'espace en octants 


XX 
XX 


A 


we 


4) 
Rx 
XX 
XX) 
XX 
Ne 


& 


ne 
0 
(0 
" 
Le 
et 
Ne 


Un point de l’espace est défini de façon unique par les distances orientées à chacun 
des plans de coordonnées. La première coordonnée d’un point, appelée abscisse, 
donne la distance orientée du point au plan yz; la deuxième coordonnée, appelée 
ordonnée, donne la distance orientée du point au plan xz; et la troisième coordon- 
née, appelée cote, donne la distance orientée du point au plan xy. Ainsi, tout point 
de l’espace est complètement défini par trois coordonnées et est noté par un triplet. 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 1 à 4. 


Espace euclidien de dimension trois 
Lespace euclidien de dimension trois, 
noté Ri, est l'ensemble des vecteurs 
algébriques de l'espace, soit l'ensemble 

des matrices de format 1 X 3 dont les 
éléments sont des nombres réels: 
R5=ffx x x ]lx, x et xs ER} 


Base canonique de R° 


La base canonique de IR° est la base de 
l'espace euclidien de dimension trois 
formée des vecteurs 7, j et k issus de 
l'origine et ayant respectivement comme 
extrémité les points (1, 0, 0), (0, 1, 0) 

et (0, 0, 1). 


EXEMPLE 7.2 


La FIGURE 7.6 représente les points P(2, 3, 5)et Q(4, 5, —2), et le vecteur PQ dans 
un système de coordonnées direct de l’espace. 


FIGURE 7.6 


Représentation de points et d'un vecteur dans l'espace 


1 


1. Soit les points A(2, 4, 3) B(3, 0, 4) et C(=2, 1, 2). Lequel de ces points est le 
plus près du plan xy? du plan yz? du plan xz? 


2. Quelles sont les coordonnées d’un point dans le plan xz situé à trois unités du 
plan xy? 


3. Placez les points P(2, 2, 2) et Q(-2, —4, 1) et tracez le vecteur PQ dans un 
système de coordonnées cartésiennes. 


VECTEURS ALGÉBRIQUES DE R3 


DANS CETTE SECTION : espace euclidien de dimension trois - base canonique de R - 
angles directeurs d'un vecteur de IR? - cosinus directeurs d'un vecteur de IR?- matrice 
de passage. 


Abordons maintenant les vecteurs de l’espace sous l’angle algébrique. 


SÆXI COMPOSANTES D'UN VECTEUR DE R3 


Tout comme les vecteurs du plan, les vecteurs de l’espace euclidien de dimension 
trois s’écrivent sous une forme algébrique. On définit d’abord trois vecteurs de 
l’espace qui serviront de base: 

+ 1 représente le vecteur joignant l’origine (0, 0, 0) au point (1, 0, 0); 

+ _j représente le vecteur joignant l’origine (0, 0, 0) au point (0, 1, 0); 


<_K représente le vecteur joignant l’origine (0, 0, 0) au point (0, 0, 1). 


Cet ensemble de vecteurs est la base canonique de R* (FIGURE 7.7, p. 310). 
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HE) Animations GeoGebra 


Tracé d'un vecteur algébrique 
. dans l'espace 


Accédez direciemert à l'animation: 
codeqrcu.page.link/D5ML 


Angles directeurs d’un vecteur de R° 
Les angles directeurs d’un vecteur non 
nuläü =[w u u;]delespace donnent 
la direction de ce vecteur. Ils sont notés &, 
Bety,et représentent respectivement les” 
angles que 4 détermine avec les vecteurs i, 
j et k de la base canonique de RS. Les 
angles directeurs de % sont donnés par 


w 
Œ = arccos = = = | 
Wu Tu Tu; 
u2 
B = arccos ——— |et 
Wu Tu Tu 


U3 
y = arccos =: 5 |: 
UŸ + u$ + u$ 


Base canonique de R° 


ZA 


\ 


Comme ÿ, j et k _sont trois vecteurs unitaires, ? -i =1, j-j =1et k-k = 
De plus, le vecteur ï est perpendiculaire aux vecteurs j et k, de sorte que i : j = 0 
et -k = 0. Les vecteurs j et Kk sont également perpendiculaires, de sorte que 
j- Kk = 0. 


La figure 7.7 indique clairement qu’un rayon vecteur OP, ayant son origine en 
(0, 0, 0) et son extrémité en (a, b, c) s'écrit comme une combinaison linéaire des 
vecteurs ?, j et K: OP = aï + bj + ck. 


Par analogie avec les vecteurs du plan, la forme algébrique (ou matricielle) du vec- 
teur OP est donnée par OP = [a b c]. Le rayon vecteur OP est donc un vecteur à 
trois composantes qui correspondent chacune à une coordonnée du point P. 


On calcule la longueur (la norme) du vecteur OP =[a b c]en appliquant le théo- 


rème de Pythagore:||OP|| = Va? + b? + c2. Des constatations qui précèdent et de la 
distributivité du produit scalaire par rapport à l’addition de vecteurs, on déduit que 
OP: î = a, OP: j =betOP.-Kk=c. 


Quant à la direction d’un vecteur non nul OP =[a b c]de R5, elle est donnée par 
les angles directeurs du vecteur, ®, B et y, déterminés respectivement par le vec- 
teur OP et les vecteurs 7, j et k (figure 7.7). On calcule la valeur de chacun de ces 
angles à l’aide du produit scalaire. Ainsi, la valeur de l’angle déterminé par les 
vecteurs OP et f est tirée de OP -i = loP| 


| | | 
œ = arccos| ——— 
lOP]||fF1 
L ac) 
OP] 


a 
arccos ———.) 
Va? + b? + c2 


[fi [lcos«. Par conséquent, 


De façon analogue, 


b c 
B = arccos| ————— |et y = arccos| 
Va? + b2 + c2 Va? + b2 + c2 
Comme les angles directeurs représentent des angles déterminés par deux vecteurs, 
on choisit les valeurs comprises entre 0° et 180° (ou entre 0 radian et % radians). 


Cosinus directeurs d’un vecteur de R° Les cosinus directeurs d’un vecteur non nul OP =[a b c]de R* sont égaux aux 
Les cosinus directeurs d’un vecteur de cosinus des angles directeurs : 

l'espace sont les cosinus des angles 

directeurs de ce vecteur. a b c 


cos = cosy — 


——  COsf = —2 nn 
Va2 + b? + c2 Va? + b? + c2 Va? + b? + c2 


Ainsi la norme d’un vecteur non nul 4 =[w uw, u,] est |[ü||= Jui + ui +u?, 


; ; U U) 
et ses cosinus directeurs sont cosœ = ——, cos B = +œet 
u? + u3 + ug Jui + u3 + ui 
U3 


NJu? + u3 + uè 


forme à = {|fälcosæ |lillcosB |ällcosy |. 


cosy = , de sorte que ce vecteur de l’espace peut s’écrire sous la 


EXEMPLE 7.3 


La longueur (la norme) du vecteur ä =[2 —3 -5]est donnée par 


= 22 + C3Y + C5 
= 38 
= 6,2 unités 
et les cosinus directeurs de 4 sont 


2 B —3 y —5 
nu COS D = —— COSY = —— 
V38 V38 V38 


Enfin, les angles directeurs du vecteur 4 sont 


2 
œ = arccos = 71,1° 
(+) 
B ( _ ) 119,1° 
= arccos = > 
V38 


= arccos = 144,2° 
7 = arco( Te) 


COS® = 


1. En employant les valeurs des cosinus directeurs du vecteur #4 déterminées 
dans l'exemple 7.3, calculez cos? & + cos? fj + cos? y. 


2. Soit &, B et y les angles directeurs du vecteur non nul ÿ =[a b c]. Exprimez 
le vecteur w = [cos@œ cosB cosy ]en fonction de v. Quelle est la norme du 
vecteur W? 


3. Soit &, B et y les angles directeurs d’un vecteur non nul de l’espace. Vérifiez 
que cos? œ + cos? B + cos?y = 1. 
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Par analogie avec les vecteurs du plan, le vecteur joignant les points A(a » B2 a) et 
B(b, b,, b;) s'écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs À, j et K : 


AB = AO + OË 
—OÀ + OË 


(ai + di + ask) + (bi + b;j + bk) 
(@ — &)i +(b — @)j +(b; — a)k 


On écrit le vecteur AB sous forme algébrique (ou matricielle) en ne conservant que 
les coefficients des vecteurs ?, j et k, c'est-à-dire que 


AB=[b-4 b, —-a b;-a] 


On peut interpréter la forme algébrique de AB en fonction d’un déplacement de A 
vers B. Ainsi, on obtient le vecteur AB en effectuant un déplacement selon l’axe des x 
d’une distance de b, — 4, suivi d’un déplacement selon l’axe des y d’une distance de 
b, — a, et d’un déplacement selon l'axe des z d’une distance de b, — a;. Sous forme 
vectorielle, ces déplacements s’écrivent respectivement (b, —&)i, (b, —æ)j et 
(b3 — ak. Le vecteur AB est la somme de ces trois déplacements : 


AB = (bi — æ)i +(b2 — a3)j +(b; — a5)k 

=[h-æ& b-a b;-a] 

La norme (la longueur) du vecteur AB est donnée par 
I AB|] = Vi -a) +(b-a) +( - a) 


ce qui correspond à la distance entre les points A et B. 


Quels sont les composantes, la norme, les cosinus directeurs et les angles direc- 
teurs du vecteur qui a pour origine A(1, 4, —6) et pour extrémité B(-1, 3, 2)? 


Des MOTS et des SYMBOLES 


Le mot direct employé en conjonction avec l'expression système d’axes et le mot directeur 
employé en conjonction avec les mots angle ou cosinus tirent leur origine de la déclinaison 
directus du verbe latin dirigere, qui veut dire «diriger ». Ainsi, le système d'axes direct permet 
de s'orienter et de se diriger de manière ordonnée dans l'espace, et les angles directeurs 
indiquent l'orientation, la direction d'un vecteur. 


PARALLÈLE ENTRE LES VECTEURS ALGÉBRIQUES 
DE R?ET DE R3 


Les vecteurs de R* étant des matrices de format 1 x 3, l’égalité de deux vecteurs 
algébriques et les opérations d’addition et de multiplication par un scalaire sont 
définies de la même façon que pour les matrices; de plus, les propriétés de ces opé- 
rations sont de ce fait déjà démontrées. Que les mathématiques sont efficaces! 


Animations GeoGebra 


Opérations sur les vecteurs 
algébriques de l'espace 


La définition du produit scalaire de deux vecteurs de R° est simplement une exten- 
sion de la définition du produit scalaire de deux vecteurs de R2. Ainsi, si 
ü={u uw uletv=[" v, v;l alors dv = uv +uv +usvs. 


Le TABLEAU 7.1 indique clairement que les seules différences notables entre les vec- 
teurs de R? et de R* sont les suivantes: 


. un vecteur de R? compte deux composantes alors qu’un vecteur de R° en compte 
trois ; 

* la direction d’un vecteur de R? est donnée par un angle alors que celle d’un 
vecteur de R° est donnée par trois angles. 


Les propriétés des vecteurs du plan énoncées dans les théorèmes 5.1 (p. 211), 
5.2 (p. 214), 5.3 (p. 214) et 5.5 (p. 219) du chapitre 5 restent valables pour les vec- 
teurs de l’espace. En particulier, il est utile de se rappeler que le produit scalaire de deux 


Accédez directement à l'animation: 
codeqrcu.page.link/Nvhn 


vecteurs non nuls est 0 si et seulement si les deux vecteurs sont perpendiculaires. 


Parallèle entre les relations et les opérations sur les vecteurs de R? et de R? 
Vecteurs de R? Vecteurs de R° 
Vecteurs ü=[u wlety=[" v| a =[u w mulet v=["r |] 
Vecteur nul 6=1[0 0] 0=[0 0 0] 
Égalité Ta = tr =" DNS NUE NV UV CU: — Ve 


Norme du vecteur [ä||= vu? +u2 [läl|= Vu +12 +u2 


Direction du vecteur non nul # tg0 = br) ; 
w Œ = ACcOs| ——} 
ui +u3 +u$ 


U 
B = arccos > ; > 
Bt vbs ts 


LE) 
5 = so — 
US +u$ + 


Addition U+V=[u + w+wl +v=lu+n w+tv uw +v | 


Multiplication (produit) kü =[ku kw] kü =[ku kw kw] 
d’un vecteur par un scalaire k 
Produit scalaire UV = UV + UV UV = UV + WVa + U3V3 
g ie ü-v ü-v 
Angle déterminé par deux @ = arccos— 7 @ = arccos— 7 
vecteurs non nuls # et y ||] Il|1]| 
Projection orthogonale (ä;) PU UV 2 Tive 
_ Uy = V U; = V 
du vecteur 4% sur le vecteur Den D-v 
non nul y — es 
=: _üv;: 
112  ISII2 
III] III] 


La notion de combinaison linéaire est également pertinente dans R°. On appelle 
combinaison linéaire des m vecteurs 4, 43, ..., 4, de IR° toute expression de la 
forme au; + dus +. +4, Uy, OÙ &, M, .…, 4 Sont des scalaires. 


Rappelons à nouveau qu'à l'exception du vecteur nul, dont la direction est 
indéterminée, le vecteur 4 = [141 w u;]Ee IR? s'écrit sous la forme 


ü = [|lällcosæ [äl|lcos B Iällcosy ] 


VECTEURS DE R° ET DE R° | 313 


ou encore ä =|fü[[cosœ cosB 


cosy |, soit comme le produit de la norme du vec- 


teur #4 par un vecteur unitaire dont les composantes sont les cosinus directeurs 
de à (voir les résultats des exercices 7.2, p. 311). Cette dernière formulation s’avérera 
particulièrement utile dans la résolution de schémas de forces. 


EXEMPLE 7.4 


ü 


x = 


3u + 2V + W = 


@ = arcco 


arccos 


Siä=[1 2 3] =[-1 -1 1]etw=1[1 3 7], alors 


3[1 2 3]+2[-1 -1 1]+[1 3 7] 
5 7 18] 


Les vecteurs % et Ÿ sont perpendiculaires parce qu’ils sont non nuls et que leur 
produit scalaire vaut 0. En effet, 


Ÿ = 1-0 + 2(-1) +301) 


= 0 


L'angle entre les vecteurs 4 et w est donné par 


U:wW 
Sn 
||] 


1(1) + 2(3) + 3(7) 
(VE +2+3)(V2 +3 +7) 


28 
= AICCOS ———— 
V14 59 
= 13,0° 


La projection orthogonale du vecteur # sur le vecteur w est 


W 


IFIÉ 
HZ ST: x & 71 
IE 3 71F 


1(1) + 2(3) + 3(7) 
PRET 


[1 3 7] 


[1 3 7] 


[É 84 a | 
59 59 359 


Soit les vecteurs à =[1 2 3|,ÿ =[-—1 —-1 1]Jetw=[2 1 —2]. 


a) Quels sont les cosinus directeurs du vecteur v ? 


b) Déterminez un vecteur unitaire parallèle à v, mais de direction opposée 


à ce vecteur. 


c) Que vaut ä — 2v +3Ww? 


d) Exprimez le vecteur $ =[4 1 2] comme une combinaison linéaire des 
vecteurs ü, et W. 


e) Quel est l’angle déterminé par les vecteurs ä et w? 


f) Déterminez la projection orthogonale du vecteur # sur le vecteur v. 


INDÉPENDANCE LINÉAIRE DANS R3 


La notion d'indépendance linéaire est également pertinente dans R°. On dit de 
m vecteurs Uj, U3, .….; Um Qu ils sont linéairement indépendants si et seulement si la 
seule combinaison linéaire de ces vecteurs qui soit égale au vecteur nul est celle où 
tous les coefficients (les scalaires) sont nuls. De manière plus formelle, m vecteurs 
WU, W, .…., Um Sont linéairement indépendants si et seulement si 


au +œu +-.+aum = 0 > M = 0,4 = 0,...,4ay —0 


Des vecteurs qui ne sont pas linéairement indépendants sont dits linéairement 
dépendants. 


Animations GeoGebra EXEMPLE 7.5 


Combinaison linéaire, 
LH indépendance linéaire, système 
. générateur et base dans R° 


Soit # =[1 2 31 V=[-1 —-1 1]et w=[1 3 7]. On peut exprimer le vec- 
teur # comme une combinaison linéaire des vecteurs # et v. En effet, 


Accédez directement à l'animation: 


codegrcu.page.link/qQyL Tr yF à [1 3 7] L [x > 2x — y TE y] 


De cette dernière égalité on tire le système d’équations linéaires 


X — y = 1 
2x — y = 3 
3x + y = 7 


dont la solution est x = 2 et y = 1. Ainsi, W = 24 + v. Les vecteurs #, v et w ne 
sont donc pas linéairement indépendants. En effet, nous venons de montrer que 
= 2ù + Ÿ, que l’on peut écrire # — 2% — ÿ = 0. Il existe donc une combinaison 
linéaire des vecteurs 4, ÿ et W qui est égale au vecteur nul et dont au moins l’un 
des coefficients est non nul. Par conséquent, ces vecteurs n'étant pas linéairement 
indépendants, ils ne forment pas une base de R*. 


EXEMPLE 7.6 


Les vecteurs % =[1 O0 1], ÿ =[-1 —1 1] et w=[1 —1 O0] sont linéaire- 
ment indépendants. En effet, de l’équation vectorielle xt + yv + zw = 0, soit 
x[1 O 1]+y[-1 -1 1]+2[1 —-1 0]=[0 0 0] 
on tire le système d’équations linéaires 
X — y + z = 0 
— Jy — z = 0 


X + y = 0 
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Ce système admet évidemment au moins une solution, soit x = 0, y = 0 et 
z = 0. Il faut cependant s'assurer qu’il s’agit là de la seule solution possible. Or, le 
déterminant de la matrice À des coefficients vaut 


1 —1 
det A =|0 —1 — 
1 1 
1 —1 1 
= 1 
ù 2 il, Set 
—1 —1 
ee 
= 3 


Comme le déterminant de la matrice des coefficients est différent de 0, le système 
d'équations admet une solution unique qui est forcément x = 0, y = 0etz= 0. 
Par conséquent, les vecteurs % = [1 0 1], =[-—1 —1 1]etw=[1 —1 0]sont 
linéairement indépendants. 


Déterminez si les vecteurs sont linéairement indépendants. 


a) ä=[1 11,5 =[0 2 3]etw=[0 0 4] 
b) ä=[1 —2 3]etw=[-1 3 4] 
©) 4=[111]7-[0 2 3]etw=[2 6 8] 


EÆNA SYSTÈME GÉNÉRATEUR ET BASE DANS R3 


Les notions de système générateur et de base sont également pertinentes dans R°. 
On dit de n vecteurs algébriques %;, 3, ..,u,; de R° qu’ils forment un système 
générateur si et seulement si tout vecteur ÿ € R° peut s’écrire comme une combi- 
naison linéaire de ces vecteurs, c’est-à-dire si et seulement s’il existe des scalaires 


A, 4» …, 4, tels que 
V=au ++. +au 


pour tout vecteur ÿ € R*. 


EXEMPLE 7.7 


Les vecteurs ü = [1 O0 1], =[-1 —1 1]etw =[1 —-1 0]forment un système 
générateur de R°. Soit 7 = [a b c]un vecteur de R*. Alors, de l'équation vec- 
torielle xti + yv + zW = F, soit 
x[1 0 1]+y[-1 —-1 1]+2[1 -1 0]=[a b c] 

on tire le système d’équations linéaires 

X — y + Z = à 

— y —z = b 

X + y = 

Comme le déterminant de la matrice À des coefficients vaut 3 et est différent de 0 


(exemple 7.6, p. 316), le système d’équations admet une solution unique, de sorte 
que tout vecteur 7 de R° peut s’écrire comme une combinaison linéaire des 


vecteurs %, ÿ et W. Par conséquent, les vecteurs %, Ÿ et # forment un système 
générateur de R°. 


Déterminez si les vecteurs forment un système générateur. 
a) 4 =[1 1 1L,5=[0 2 3]etw=[0 0 4] 
b) 4 =[1 -2 3]etÿ =[-1 3 4] 


& 


c) #=[111]7-[0 2 3]Jet”ÿ=[2 6 8] 


Montrons maintenant que trois vecteurs linéairement indépendants de R* forment 
un système générateur de cet espace. 


THÉORÈME 7.1 


Soit ü=[u uw u], v=[" v, v,l et w=[w, w: w;] trois vecteurs 
linéairement indépendants de R*. Alors, ces vecteurs forment un système 
générateur de cet espace. 


PREUVE 


Siu=[u w uv =[" v, valetw=[w w, w,]sont trois vecteurs 
linéairement indépendants de R°, alors la seule combinaison linéaire 
xû + yY + zW = est celle où x = 0, y = Det z = 0. Cette équation vectorielle 
est équivalente au système d’équations linéaires 

WX + Vi) + wz = 0 

UX + V2y + Ww,2z = 0 

U3X + V3y + Ww3z = 0 
Comme la solution de ce système est unique (x = 0, y = 0 et z = 0), le 
déterminant de la matrice des coefficients est différent de 0, c’est-à-dire 

MA 

quelu vV: w|%# 0. 


U3 V3 W3 


Soit r =[a b c] un vecteur de R°. Alors, de l’équation vectorielle 
XU + VV + zW = Fr, soit 


xl uw u]+yln v v3]l+2zlm w w]l=[la b c] 

on tire le système d’équations linéaires 

WX + Vj) + WZ = 4 

UX + V2y + W2z = b 

U3X + V3Y + W3Z = C 
Or, comme on l’a mentionné précédemment, le déterminant de la matrice des 
coefficients est différent de 0, de sorte que le système d’équations linéaires 
admet une solution quelles que soient les valeurs des paramètres a, b et c. Par 
conséquent, quel que soit le vecteur 7 € R>, on peut l’écrire comme une com- 
binaison linéaire des vecteurs linéairement indépendants #, ÿ et w. Trois vec- 


teurs linéairement indépendants de R*? forment donc un système générateur 
de cet espace. [=] 
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Une base de R° est un ensemble de vecteurs linéairement indépendants qui forment 
un système générateur de cet espace. En vertu du théorème 7.1 (p. 317), trois vec- 
teurs linéairement indépendants de R° forment donc une base de cet espace. 


EXEMPLE 7.8 


Dans l'exemple 7.6 (p. 315), on a montré que les trois vecteurs #4 =[1 0 1}, 
v=[-1 -1 1]et w=[1 —-1 0] sont linéairement indépendants. Par consé- 
quent, en vertu du théorème 7.1, ils forment un système générateur de R* et donc 
une base de cet espace, ce qu'on a vérifié dans l'exemple 7.7 (p. 316). 


EXEMPLE 7.9 


Dans l'exemple 7.5 (p. 315), on a montré que les vecteurs % =[1 2 3], 
ÿ =[-1 -1 1]Jetw=[1 3 7] étaient linéairement dépendants. Ces vecteurs 
ne forment donc pas une base de R°. 


Utilisez les résultats des exercices 7.4 et 7.5 (p. 316 et 317) pour déterminer si 
les vecteurs forment une base de RS. 


a) ä=[1 1 1],5=[0 2 3]Jetw =[0 0 4] 
b) ä=[1 —-2 3]etÿ =[-1 3 4] 
c) #=[111],5=[0 2 3]et# =[2 6 8] 


EI 


QI 


CHANGEMENT DE BASE 


Nous avons déjà indiqué que les vecteurs ?, j et K formaient une base orthonormée 
de R° qu'on qualifie de base canonique, notamment parce qu’elle est la plus 
simple et la plus courante. Nous avons également mentionné que tout ensemble 
de trois autres vecteurs #, Ÿ et W linéairement indépendants formaient également 


une base de R5. Notons ces deux bases comme suit: B = {7, js k} et B° = {ä, y, W}. 
Tout vecteur de R° peut donc s’écrire comme une combinaison linéaire des 
vecteurs i =[1 O0 0],;, j=[0 1 0]; et k=[0 O0 1]; ou encore des 


vecteurs ü=[u u; u3]x =[1 0 0]», v=[" v v:]3 =[0 1 0] et 
w=[w w: w3]z =[0 0 1]7. L'indice donne la base par rapport à laquelle 
les composantes des vecteurs sont exprimées. Sachant que 


Fr=ni+nj+nk=[n » ml» on voudrait déterminer les composantes du 
vecteur 7 dans la base B, soit F = xü + yÿ +zw =[x y wl],. Or, 


[ñn F5 l2 = x[w U 3 ]g + ln V2 Vs Je + ZlW W2 W3 le 
= [ux+vy+wz wx+Vy+w2z x +v3y + w3z], 


Il faut donc résoudre le système d’équations 


UX + V1Y + W1Zz Li 


WX + V2Y + W2Z Tr 


UX + V3y + W3Z 3 


Matrice de passage 

Soitä=[u u u3],V=[v v v| 

etw=[w, w w;] trois vecteurs for- 

mant une base B'{ü, y, w} de R3. Alors 
M VW W 

la matrice P=|u; v, w, | portele 
WU V3 W3 

nom de matrice de passage de la base 

canonique à la base B’. Cette matrice 

est utilisée pour déterminer les compo- 

santes de tout vecteur 7 dans la base B”. 


Si P représente la matrice des coefficients, X la matrice des inconnues et R la matrice 
des constantes, alors le système d’équations peut s’écrire sous la forme matricielle 


P X = R 
WU VW WI x ñ 
UV W||Y|=Ir 
U3 V3 W3 ILZ LE 


La matrice P, dont les colonnes correspondent respectivement aux composantes des 
vecteurs 4%, ÿ et w dans la base canonique, porte le nom de matrice de passage de 
la base canonique à la base B?. 


On obtient donc les composantes x, y et z en résolvant le système d’équations 
linéaires : 


X = PTIR 
WU WOW & ñ 
| U Vi W2 nm 
u3 V3 W3 m 


Lorsqu'on exprime les composantes d’un vecteur selon la base canonique 


B = {7, Fe k} on omet généralement l'indice B. Ainsi, on écrit 


ni + ni + nk 


F 
=[r n #] 
EXEMPLE 7.10 


On a vérifié que les vecteurs % = [1 O0 1], ÿ =[-1 —1 1] et w=[1 —-1 0] 
sont linéairement indépendants (exemple 7.6, p. 315), de sorte qu'en vertu du 
théorème 7.1 (p. 317), ces vecteurs constituent un système générateur de R°? et 
forment donc une base de cet espace. On veut exprimer le vecteur 7 =[-2 —2 5] 
dans la base B’ — {ä, D, w}. On cherche donc les composantes x, y et z du vec- 
teur F telles quer =[x y z],, soit telles que F = xü + yÿ + zw. En vertu de ce 
qu'on a établi précédemment, 


X = PR 
—] =; 
=|0 -1 2 
1 1 5 


= 
| 
= 


Par conséquent, 7 = [2 3 —1],, ce qui veut dire que F = 24 + 39 — w. 


Soit les vecteurs 4 =[1 0 1}, =[1 —-1 1]etuz =[1 1 O0]. 


a) Vérifiez que les vecteurs 4, 4; et u3 forment une base de R*. 


b) Exprimez le vecteur u; = [0 3 —1]comme une combinaison linéaire des 
vecteurs 4, 42 et U3. 
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Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 5 à 46. 


7.4 


Espace euclidien de dimension # 
Lespace euclidien de dimension n, noté 
R”, est l'ensemble des vecteurs algébriques 
à n composantes réelles (ou n-uplets), soit 
‘ensemble des matrices de format 1 X #1 
(ou n X 1) dont les éléments sont des 
nombres réels : 


R'={[x x x; … x,]lx ER} 


c) Quelle est la matrice de passage P de la base canonique B{i, ÿ, k} à la base 
B'{m,w5,5}? 
d) Appliquez la méthode de Gauss-Jordan pour déterminer P”. 


e) Quelles sont les composantes du vecteur %; =[2 2 1] dans la base 
B'{m,5,5}? 


ESPACE EUCLIDIEN DE DIMENSION n OÙ R” 


DANS CETTE SECTION : espace euclidien de dimension n - produit scalaire de deux vecteurs 
de R" - norme euclidienne d'un vecteur de R° - vecteurs orthogonaux - système générateur 
de R" - base de R'" - base canonique de R'. 


Maintenant que vous connaissez bien les espaces euclidiens de dimension deux et 
trois, nous allons aborder l’espace euclidien de dimension n, dont R? et R° sont des 
cas particuliers. 


L'espace euclidien de dimension n, noté R”, est l'ensemble des vecteurs algébriques 
comportant n composantes réelles (appelés n-uplets), soit l’ensemble des matrices 
de format 1 X n (ou de format n X 1) dont les éléments sont des nombres réels. En 
langage symbolique, 


Fee dé à WlmeR) 
En particulier, IR” compte un vecteur nul, noté 0, formé de n composantes valant 
toutes 0. 


Les concepts d’égalité, d’addition et de multiplication par un scalaire dans R’ 
sont donc définis de la même façon que pour les matrices. Notamment, si 
ä=[u uw .… u,]et v=[" v2 .… v,] appartiennent à IR" et si k est un 
nombre réel, alors: 


+ ü = V siet seulement si u; = v; pour i=1,2,3,...,n  Égalité de deux vecteurs. 


oe D+V=[m +v uw +v .… u, +V,]€eIR" Addition de deux vecteurs. 
° kü=[kw ku, ..… ku,]E IR" Multiplication d’un vecteur par un scalaire. 
EXEMPLE 7.11 


Les vecteurs à =[3 -1 2 5]etÿ=[" v, v; v,Loùv; ER, appartiennent 
à R‘. Ils sont égaux si et seulement si v, = 3, v, = —1, v; = 2 et v, =5. 


EXEMPLE 7.12 


Les vecteurs w =[3 2 5 —-4 1]etf =[-4 1 5 4 -2] appartiennent à R°. 
Leur somme est 
Ww+i=[3-4 2+1 5+5 4+4 1-2] 


=[-1 3 10 0 -1] 

Le produit du vecteur W par le scalaire 2 est 
2w =[2(3) 2(2) 265) 2(-4) 20)] 

=[é6é 4 10 -8 2] 


Produit scalaire 

de deux vecteurs de R’ 

Le produit scalaire, 4 - ÿ, de deux vecteurs 
de R",ä=[u uw … u,]et 

Vv=[" v3 …. v, |] est un scalaire: 


UV = UV + Va + + UVy 


Norme euclidienne 

d’un vecteur de R' 

La norme euclidienne du vecteur 

ü={[wu uw .… u,]|e R'"est donnée par 


[ä||= Vu? +02 +... +12 


n 
— 2 
= >u 
i=1l 


Vecteurs orthogonaux 

Deux vecteurs sont orthogonaux si et 
seulement si leur produit scalaire vaut 0. 
Dans le plan ou l'espace, des vecteurs 
orthogonaux non nuls sont perpendi- 
culaires. 


Comme les vecteurs de R” sont des matrices particulières, on peut également défi- 
nir des concepts qui leur sont propres, tels le produit scalaire de deux vecteurs de 
R'" (4: ÿ) et la norme euclidienne d’un vecteur de R” (||ä||). Il s’agit de l’application 
à des vecteurs comportant n composantes des définitions données pour R? et R°. 


Sit=[u uw … u,letv=[" v, ] sont des vecteurs de R”, alors: 


+ +u,V, Produit scalaire. 


n 
. || = Vu? +ui +... +ui = (Du? Norme euclidienne. 
i=1 


Comme pour les vecteurs de IR? et de R>, on dit de deux vecteurs de R’ qu’ils sont 
orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire vaut 0. Dans R? et dans R°, 


nous avons montré que des vecteurs non nuls sont orthogonaux si et seulement s'ils 
sont perpendiculaires; toutefois, dans R" (où n > 3), il n’est pas possible de donner 
une interprétation géométrique du concept d’orthogonalité. 


EXEMPLE 7.13 

Soit les vecteurs 
ä=[3 -125] 
5=[2 3 4 il 
#=[3 11 —2] 


alors 
ü -v = 3(2)+(—1)(3) + 2(4) + 5(-1) 


= 6 
Les vecteurs ti et w sont orthogonaux parce que 
ü - w = 3(3) + (—1)(1) + 2(1) + 5(—2) 
= 0 


La norme euclidienne de ÿ est 


al = 32 + (19? + 22 + 52 


= 39 
= 6,2 
Soit les vecteurs 
r=[1357 9] $=[1 —1 1 -1 1 —1] 
t =[2 -1] ä =[1 —-4 3 -8] 
D=[-11 -1 -1] #W=[5 12 -8 2] 


a) Déterminez l’espace euclidien R" auquel appartient chaque vecteur. 
b) Vérifiez que les vecteurs et ÿ sont orthogonaux. 


c) Si possible, évaluez l'expression. 


ni 


i. |fF|| ii. 24 +30 —4ÿ v. S- 


ii Tr+s iv. V-Ww 
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Les principales opérations et relations définies sur les vecteurs de IR" sont réunies 
dans le TABLEAU 7.2. 


TABLEAU 7.2 


Relations et opérations sur les vecteurs de R” 


Vecteurs + level S sw) 


Vecteur nul 


Égalité 


Vas ces Un = Vy 


Norme euclidienne 


Addition 


Multiplication (produit) 
d’un vecteur par un scalaire k 


Produit scalaire 


COMBINAISON LINÉAIRE ET INDÉPENDANCE 
LINÉAIRE DANS R” 


Les notions de combinaison linéaire et d'indépendance linéaire sont  . per- 
tinentes dans R’. On appelle combinaison linéaire des m vecteurs 4, 4, .…., uy 

de R' toute expression de la forme 4aui + aux +: + dy Uy, OÙ &, 4» .…., Am SONt 
des scalaires. De plus, m vecteurs 4,4, ...,u,; sont ce linéairement indépendants 
si et seulement si la seule combinaison linéaire de ces vecteurs qui soit égale au 
vecteur nul est celle où tous les coefficients (les scalaires) sont nuls. De manière plus 
formelle, m vecteurs ur, u;,..., u,, sont linéairement indépendants si et seulement si 


Qu + +-..+ aux = Ù = &=0,a, =0,...,4, = 0 


Des vecteurs qui ne sont pas linéairement indépendants sont dits linéairement 
dépendants. 


EXEMPLE 7.14 


Soit les vecteurs 
F=[011-110] 


=[1 11 -11 1] 
ä=[101010] 


La 


On veut montrer que ces vecteurs sont linéairement indépendants. De l’équation 
vectorielle xr + yS + zi = 0 on tire le système de six équations à trois inconnues 


y + z = 0 

X — y = 0 
+ Y + zZ 0 
—X — y 0 
X + y + Z 0 


Ce système d’équations admet au moins une solution, soit x = 0, y = Oet z = 0. 
Pour montrer que les vecteurs 7, $ et 4 sont linéairement indépendants, il faut 
vérifier que cette solution est la seule possible. On résout le système d’équations 
par la méthode d’élimination gaussienne. 


On obtient facilement, par substitution à rebours, x = 0, y = Oet z = 0. Il n'existe 
donc qu'une seule combinaison linéaire des vecteurs 7, $ et ä qui est égale au 
vecteur nul, soit celle où tous les coefficients valent 0. Par conséquent, ces trois 
vecteurs sont linéairement indépendants. 


! 

| 0 1110 Ï 11/10] Les 
1-10 /|0 1-10 |0 

i 1 1110 0 1110 

er © lo 7 ai sw 0 

1 1110 1 1110 

0 1 010 0 —-1 0 | 0 

EL IE 

0 —2 -1 | OÏ L, —1,-2, 
0 1 110 

” No: 6 110) Gex 
0 0 O!|O0! 1 >L1-21 
O1 © 16 

: 1 1 110 

dei do) Rex 
0 1 11|0 

7 [o 0 110 

0 0 0|0 

Ge tl6 

1 1 110 

0 1 0 |0 

0 0 110! &sbaer 
7” [o 0 11/0 

0 0 0!|0 

O O1 | O| L,; — L, —-2L, 
LA) 

0 —1 0 |0 

0 0 11|0 

: 7” lo 0 oo 1, —1,-21, 
0 00 !|0 

0 0 0!O0! £L —L,+L, 


Soit les vecteurs 
Fæl0 LT = 1 0]  S=[i À À Lt 
ä=[101010] 5=[100201] 


a) Montrez que ces quatre vecteurs sont linéairement dépendants. 


b) Exprimez le vecteur ÿ comme une combinaison linéaire des vecteurs 7, $ 
et 4. 
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Système générateur de R" 

Un ensemble de vecteurs de R' forme 
un système générateur de cet espace si 
tout vecteur de IR" s'écrit comme une 
combinaison linéaire des vecteurs de 
lensemble. 


Base de R'" 


Une base de R" est un ensemble de 
vecteurs de R’ qui sont linéairement 
indépendants et qui forment un système 
générateur de R”. 
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SYSTÈME GÉNÉRATEUR ET BASE DANS R” 


Les notions de système générateur et de base sont également pertinentes dans R”. 
Un ensemble de vecteurs de l’espace euclidien de dimension n forme un système 
générateur de R' si tout vecteur de R'" peut s’écrire comme une combinaison 
linéaire des vecteurs de cet ensemble. 


Enfin, un ensemble de vecteurs de l’espace euclidien de dimension n forme une base 
de R" si et seulement si ces vecteurs sont linéairement indépendants et forment un 
système générateur de R'. 


EXEMPLE 7.15 


Pour montrer que les vecteurs w =[1 0 1 OL v; =[1 1 0 1}, 
v3 =[0 O0 1 1] et v; =[0 O0 O0 1] forment une base de R#, il faut vérifier 
que ces quatre vecteurs sont linéairement indépendants et qu'ils forment un 
système générateur de R‘. 


De l’équation vectorielle 


Vi + dv) + 43V3 + d4Va = 0 


=[0 0 0 0] 
on tire le système d’équations linéaires 
4 le d = 0 
d = 0 
4 + a = 0 
A + A3 + A = 0 


Ce système d’équations admet au moins une solution, soit & = 0, a, = 0, a; = 0 
et 44 = 0. Il reste à s'assurer que c’est la seule solution possible. Il est facile de 
vérifier que le déterminant de la matrice des coefficients de ce système vaut 1 Z 0. 
Par conséquent, ce système d’équations linéaire admet une solution unique, soit 
celle où 4, = 0, a, = 0,43 = 0 et a4 = 0. Les vecteurs v,, v;, V3 et V4 sont donc 
linéairement indépendants. 


De plus, tout vecteur ÿ =[a b c d]e R“ s'écrit comme une combinaison 
linéaire des vecteurs v1, v,, v3 et v4. En effet, de l’équation vectorielle 


A Vi + AV) + 43V3 + Aa Va = V 


=[a b c d] 
on tire le système d’équations linéaires 
4 SE d = 4 
d = b 
a + a3 C 
d + a3 + Aa — d 


Le déterminant de la matrice des coefficients de ce système vaut 1 4 0. Par consé- 
quent, ce système d'équations admet une solution (unique). Les vecteurs y, v;, 
v3 et v4 forment donc un système générateur de R‘. 


Puisque les vecteurs vj, V3, v3 et v4 sont linéairement indépendants et qu'ils 
forment un système générateur de R, ils forment une base de R‘. 


1. Montrez qu'il est impossible d'exprimer le vecteur # =[1 1 1 1] comme 
une combinaison linéaire des vecteurs % =[1 1 1 0], # =[1 0 1 1|, 
u3 =[0 1 O —-1] et uj =[1 0 0 0], et concluez que les vecteurs 4, 4, 
u3 et 4 ne forment pas une base de R‘. 


2. Montrez que les vecteurs #% =[1 1 1 1 1}, #; =[1 1 1 1 0} 
üw =[1 11 0 0] w; =[1 1 O O O0] et w =[1 0 O O 0] forment 
une base de R°. 


3. Montrez que les vecteurs à n composantes 


& =[1 0 0 .… 0 … 0] 


& =[0 1 0 .… 0 … 0] 


& =[0 0 0 .… 1 … 0] 


e =[0 0 0 … 0 … 1] 


Base canonique de R' forment une base de R”. Cette base est appelée base canonique de R”. 

Ensemble de n vecteurs, notés 

us “De eee is À cette étape, nous pourrions sans difficulté généraliser le concept de change- 

ième composante de &; qui vaut 1 ment de base dans R" en procédant de la même façon que nous l’avons fait dans 

PORT Lee R°? et R°. Ainsi, nous pourrions montrer que n vecteurs linéairement indépen- 
dants %, 4, ..., u; de R'" forment une base B’ de cet espace, et que la matrice 


de passage de la base canonique B de IR" à la base B” est la matrice P dont les 


éléments de la colonne j correspondent aux composantes du vecteur u;. On obtient 
les composantes du vecteur ÿ =[" v, .… v,], dans la base B’, soit 
Ÿ = EX Va eV , comme suit: 
F 

Lei Vi 

Vr [= pil}2 

v 

Vr 7 
Vous pouvez maintenant faire de sorte que v = v'uj + v,'u5 +--.+ vu}. Nous nous abstiendrons cependant de 


les exercices récapitulatifs 47 à 52. Je faire puisque cela nous éloignerait trop de notre propos. 


1%) PRODUIT VECTORIEL 


DANS CETTE SECTION : produit vectoriel - règle de la main droite - règle de la vis. 


Nous abordons maintenant une opération propre aux vecteurs de l’espace euclidien 
de dimension trois (IR): le produit vectoriel. Tout comme le produit mixte, que 
nous étudierons plus loin, le produit vectoriel est défini seulement pour des vecteurs 
de R°. Par contre, on peut transformer tout vecteur de R? en un vecteur de l’espace 
en y ajoutant une cote égale à 0. Il ne faut cependant pas conclure que R? est un 
sous-ensemble de R°. En effet, les vecteurs de R? n’ont que deux composantes, alors 
que ceux de R* en ont trois. Toutefois, on peut considérer que R? est équivalent à 
un sous-ensemble W de RŸ, soit le sous-ensemble formé des vecteurs de R° dont la 
cote est nulle. 
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Produit vectoriel 

Le produit vectoriel est une opération 
entre deux vecteurs de R° dont le résul- 
tat est un vecteur de R°. Le produit 
vectoriel des vecteurs à =[w uw u:] 
et =[" v, v; est défini par 


DÉFINITION DU PRODUIT VECTORIEL 


Le produit vectoriel de deux vecteurs 4 = [#7 uw us]etv =[" v v:lestun 
vecteur noté 4 X ÿ. 


On définit ce vecteur à l’aide d’un déterminant” dont la première ligne est formée 
des symboles î, j et k , dans cet ordre, dont la deuxième ligne est formée des com- 
posantes du vecteur % et dont la troisième ligne est formée des composantes du 
vecteur Ÿ. On obtient l'expression du produit vectoriel en développant ce détermi- 
nant selon la première ligne : 


1 jÿ Ë 
u XV = Uy U U3 


V1 V2 V3 
= (vs — uv2)f — (vs — uv) + (ave — wvi)k 
= [vs — U3V2 U3Vj — WV3 UV — uv] 


Il est à noter que l’ordre des vecteurs dans un produit vectoriel a de l'importance. 
Ainsi, pour calculer le produit vectoriel % X Y, on place les composantes de % dans 
la deuxième ligne du déterminant et celles de ÿ dans la troisième ligne. Toutefois, 
pour calculer le produit vectoriel ÿ X ä, on place les composantes de v dans la 
deuxième ligne et celles de à dans la troisième ligne. 


EXEMPLE 7.16 


Siä =[1 2 3]etv =[-1 —-1 2], alors 


=. 
Eu 


et 


1 
X 
SI 
Il 
LS 
= 
2 
D 
2 
Le 


* Ilne s’agit pas d’un véritable déterminant: un déterminant est un nombre et non un vecteur. Toutefois, 
cet emploi abusif du concept de déterminant pour définir le produit vectoriel est toléré, et même largement 
répandu parce que cest un moyen vraiment commode pour se souvenir de l'expression du produit 
vectoriel. De plus, on pourra recourir aux propriétés des déterminants pour prouver certaines propriétés 
du produit vectoriel. 


Cet exemple illustre bien que le produit vectoriel n'est pas commutatif: 
UXVÆAVXU. 

Par ailleurs, on note que à x ÿ = —ÿ x ü. En fait, il s'agit là d’une propriété 
générale du produit vectoriel dont la démonstration découle directement des 
propriétés des déterminants, même si, comme nous l’avons déjà souligné, le pro- 
duit vectoriel n’est pas un véritable déterminant. En effet, si on intervertit deux 
lignes d’un déterminant, on en change le signe. 


Soit les vecteurs  =[1 2 3[|etw =[-2 —-4 -6]. 
a) Vérifiez que les vecteurs et w sont parallèles. 
b) Que vaut ü x w? 


c) Le résultat obtenu en b est-il fortuit ou est-ce une caractéristique des vec- 
teurs parallèles ? Justifiez votre réponse. 


Des MOTS et des SYMBOLES 


En anglais, l'expression produit scalaire se dit dot product. Comme le mot dof se traduit par 
point, on voit immédiatement pourquoi on utilise la notation du point de multiplication pour 
désigner cette opération. Par ailleurs, l'expression produit vectoriel se dit cross product. 
Comme le mot cross se traduit par croix, on voit immédiatement pourquoi on utilise la nota- 
tion de la croix de multiplication pour désigner cette opération. En français, on devrait écrire 
ü * Ÿ plutôt que ü x v pour désigner le produit vectoriel. Nous avons tout de même opté 
pour la notation anglaise, qui est plus courante. 


Le théorème 7.2 énonce une propriété particulièrement importante du produit 
vectoriel. 


Le produit vectoriel ä x ÿ de deux vecteurs ä et ÿ non nuls et non parallèles 
est un vecteur perpendiculaire aux vecteurs % et v. 


PREUVE 


Soitü =[u uw u;letv =[v, v, v;]deux vecteurs non nuls et non paral- 
lèles. On peut montrer que le produit vectoriel 4 x v est alors différent du 
vecteur nul, mais cette démonstration exige beaucoup de manipulations 
algébriques: nous tiendrons donc ce résultat pour acquis. Comme les vecteurs 
ü, ÿ et ü x Ÿ sont non nuls, pour démontrer que le vecteur à X Ÿ est perpen- 
diculaire au vecteur %, il faut montrer que le produit scalaire de ces deux 
vecteurs est 0, c’est-à-dire que % - (ä x ÿ) = 0. Or, 


(A xv) = Lu U2 U3 ]- [V3 —U3V2 UV — WV3 WMV2 — uv | 


= (uv; — u3v2) + W(usv — wv;) + u3 (iv: — uv) 


= UUV3 — UU3Va + WUaVy — WUV3 + UV) — UV: 


0 
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Par conséquent, 4 X v est perpendiculaire à &. 


On applique le même raisonnement pour montrer que # x ÿ est perpendi- 
culaire à v. 


Grâce à ce théorème, il est très facile de trouver un vecteur perpendiculaire à deux 


vecteurs non nuls et non parallèles donnés: il suffit de calculer un produit vectoriel. 


EXEMPLE 7.17 


Pour trouver un vecteur perpendiculaire aux vecteurs ä =[-2 1 2] et 
ÿ = [1 1 4] (qui sont non nuls et non parallèles), il suffit de calculer le produit 
vectoriel de ces deux vecteurs: 


1 j k 
uxXVv=|# U; U3 
V1 V2 V3 
1j Rk 
=|-2 1 2 
1 1 4 

= 21 +107 — 34 
=[2 10 -3] 


Le vecteur %x%=[2 10 —3] est donc perpendiculaire aux vecteurs 
ü =[-2 1 2]etÿ =[1 1 4]. Pour vérifier cette affirmation, il suffit de consta- 
ter que  - (4 x ÿ) = 0 et que v - (4 X ÿ) = 0. 


Quels sont les deux vecteurs unitaires perpendiculaires aux vecteurs à =[3 2 3] 
et =[-2 -4 1]? 


DIRECTION DU PRODUIT VECTORIEL 


Le théorème 7.2 (p. 327) indique que le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls 
et non parallèles est un vecteur perpendiculaire à ces deux vecteurs, et donc per- 
pendiculaire au plan qu’ils déterminent. Or, en théorie, un vecteur perpendiculaire 
à un plan peut avoir l’une ou l’autre de deux directions opposées. Laquelle de ces 
directions est celle du produit vectoriel? L'analyse des produits vectoriels de toutes 
les paires de vecteurs formées avec ?, j et k permet de déduire une règle simple pour 
déterminer la direction du produit vectoriel. 


D'après la définition du produit vectoriel, 
1xji=k 
jxi=-k 


Règle de la main droite 


La règle de la main droite sert à déter- 
miner la direction du produit vectoriel 
de deux vecteurs non nuls et non paral- 
lèles. Ainsi, la direction de 4 X v est 
indiquée par le pouce lorsqu'on referme 
la main droite en parcourant l'angle 8 


entre les deux vecteurs, depuis 4 jusqu'à v, 


le poignet de la main droite étant situé à 
lorigine commune des deux vecteurs. 


E Animations GeoGebra 


“3 Direction du produit vectoriel 
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Accédez directement à l'animation: 
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En effet, par exemple, 


1 ik 
1xj=|1 0 0 
0 1 0 
=07+0;j+k 
= 


La direction du vecteur i X j est indiquée par le pouce lorsqu'on referme la main 
droite en parcourant l'angle 8 entre les vecteurs Ÿ et j, depuis À jusqu’à , le poignet 
de la main droite étant situé à l’origine commune des deux vecteurs. Il en est de 
même pour la direction de tout produit vectoriel de deux vecteurs distincts de la 
base canonique. C’est donc cette règle, appelée règle de la main droite, qui sert à 
déterminer la direction du produit vectoriel. Exercez-vous avec les produits définis 
dans la FIGURE 7.8. 


FIGURE 7.8 


Produit vectoriel de vecteurs de la base canonique de R? 


Fxj=k 


En général, la direction de ä x Ÿ est indiquée par le pouce lorsqu'on referme la main 
droite en parcourant l'angle 8 entre ces deux vecteurs, depuis % jusqu’à ÿ, le poignet 
de la main droite étant situé à l’origine commune des deux vecteurs. La FIGURE 7.9 
illustre cette technique. 


FIGURE 7.9 


Direction du produit vectoriel (règle de la main droite) 


La direction du vecteur ü x Ÿ est également donnée par la direction du pouce de la 
main droite lorsque l’index pointe dans la direction du premier vecteur, #, et le 
majeur dans la direction du deuxième vecteur, Ÿ. La FIGURE 7.10 illustre cette 
technique. 


FIGURE 7.10 


Direction du produit vectoriel (règle de la main droite) 
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Règle de la vis 


La règle de la vis est équivalente à la règle 


Il existe une troisième façon de déterminer la direction du vecteur # X y, soit la 
règle de la vis. Il suffit d'imaginer une vis placée à l’origine commune des deux 
vecteurs. On tourne la vis en parcourant l’angle entre les vecteurs % et y, depuis # 


de la main droite. Elle sert à déterminer 
la direction du produit vectoriel de deux 
vecteurs non nuls et non parallèles. Ainsi, 
la direction du produit vectoriel 4 x v 
correspond à la direction dans laquelle 

se déplace une vis placée à l'origine com- 
mune des deux vecteurs lorsqu'on la fait 
tourner de à vers Ÿ en parcourant l'angle 
entre les deux vecteurs. 


jusqu’à Ÿ. La direction dans laquelle la vis se déplace (elle entre dans le plan ou elle 
en sort) est la direction du vecteur % X Ÿ (FIGURE 7.11). 


FIGURE 7.11 


Direction du produit vectoriel (règle de la vis) 
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INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DU PRODUIT 
VECTORIEL 


Tout comme pour le produit scalaire, il est possible d'exprimer le produit vectoriel 
de deux vecteurs non seulement en fonction de ses composantes, mais également 
en fonction des normes des deux vecteurs et de l'angle déterminé par ces derniers. 
Pour cela, on a besoin du théorème 7.3, appelé «identité de Lagrange’ ». 


THÉORÈME 7.3 


[a x #1 =IRFIPIÉ -@ 5) 


PREUVE 


Sionposeä =[w uw u;letv =[v" v, v;l ona, d’une part, 


|[E22v3 —U3V2 U3Vi — WV3 WMV2 — WMV IF 


ES 
x 
SE 
| 


(V3 — u3V2 js + (sv — uvs) + (V2 — uv je 


= (cv) — 2(v3 (usv2) + (uv + (usv j. — 2(usv (vs) 
+ (av) + (uv) -2(av av) + (on) 
= (HV — 2 )(uv2) + (vi ÿ + (vs } — 2(uvi \usvs) 


+ (us + (vs — 2(uv2 N(usvs) + (uv) 


* Le mathématicien Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) naquit à Turin, en Italie. Il occupa des postes de 
professeur de mathématiques à Turin et à Berlin avant d'accepter un poste similaire à l’École polytech- 
nique de Paris. Inventeur du calcul des variations, auteur de nombreux traités dont le plus célèbre est la 
Mécanique analytique, président influent de la commission qui a mis au point le système métrique, 
Lagrange est considéré comme le plus grand mathématicien de son époque et l’un des plus grands de 
toute l’histoire. 


et, d’autre part, 
PGI - G- 5) = (u2 + 12 + u2)(v2 + v2 + v2) — (uv +10 + usvs) 

= (uv) + (av) + (vs) + (on) + (on) + Govs) + (uv) + (us) + (usvs) 
= Lan) + (on) + (av) + 2m )Gov) + (uv sv) + 2(v)(usv3)] 

= (uv) + (vs) + (on) + (vs) + (an) + (wav) 
— Punto) + 2 )(uvs) + 2(0v Xusv:)] 

= (uv) — 2(un uv) + (ov ) + (vs) — 2(uv )(usv) 
+ (av) + (ovs) = 20 )(usvs) + (uv) 


Comme les membres de droites des deux expressions sont égaux, on en conclut que 


(x AP = IÈIPIÉ - 7 Œ 


THÉORÈME 7.4 


Si ä et v sont des vecteurs non nuls de R?, alors [lu x v|] =|[ä|[[["|Isin0 où 0 


représente l’angle déterminé par les vecteurs ü et v. 


PREUVE 


En vertu de l'identité de Lagrange, 
IE x AP =IBPIFIÉ -@:5Y 
a. 2 
F —(Ii]|wllose) 
F —IWIFIFIF cos? 8 


P (1— cos?6) 


2 sin20 


Comme 0° < 0 < 180°, alors sinO > 0 et, par conséquent, 


I x VI] = ]alIpIIsine 


Du théorème 7.4 on déduit immédiatement le théorème 7.5. 


Produit vectoriel THÉORÈME 7.5 


Le produit vectoriel de deux vecteurs 
non nuls et non parallèles % et v de R° 
est donné par l'expression 


x 7 = (|[A [FIN ODA 


où @ représente l'angle déterminé par les 


Si ü et v sont des vecteurs non nuls et non parallèles de R*, alors le produit 
vectoriel des vecteurs #4 et Ÿ est ä X ÿ = (|ä|||F|Isn@)#, où Ô représente 


l’angle déterminé par les deux vecteurs, et où # est un vecteur unitaire 
vecteurs ä et ?, et où fi est un vecteur perpendiculaire à ces deux vecteurs et dont la direction est donnée par la 


unitaire perpendiculaire à chacun des règle de la main droite. 
vecteurs ü et ÿ et dont la direction est 


donnée par la règle de la main droite. 
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FIGURE 7.12 


Aire d'un parallélogramme 


 h=||y|fsin0 


b=|fül] 


&I 
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Pour prouver ce théorème, il suffit de vérifier que les vecteurs 4 x Ÿ et (|[ä|||[ÿ|[sin@)}# 
ont la même norme et la même direction, ce qui est évident. 


Recourez au théorème 7.4 (p. 331) pour montrer que deux vecteurs non nuls sont 
parallèles si et seulement si leur produit vectoriel est le vecteur nul. 


Le théorème 7.4 donne lieu à une interprétation géométrique intéressante. Soit un 
parallélogramme dont les côtés non parallèles sont déterminés par deux vecteurs 
et ÿ issus d’une même origine. L'aire de ce parallélogramme est égale à la norme du 
produit vectoriel de % et de ÿ, soit || x v|| En effet, l'aire À d’un parallélogramme 
est égale au produit de la base b et de la hauteur h: À = bh. Or, la FIGURE 7.12 indique 
clairement que 


A=bh 
= [lapin e 
= [la x ÿ|] 


EXEMPLE 7.18 


L'aire du parallélogramme dont deux côtés non parallèles sont déterminés par 
ü =[-2 1 2]etv=1[1 1 4]est égale à[|3 x ÿ|| Or, 


1j k 
XV = WU U U3 
VV V3 
î 
1 
= 21 +10ÿ — 34 
=[2 10 -3] 


Par conséquent, l’aire du parallélogramme vaut 


IE x 5]1= 22 +102 + (3Ÿ 


= 113 


Il 

Le 
MH mm 4 
& D 


= 10,6 unités carrées 


Trouvez l’aire du triangle dont deux côtés sont déterminés par äà =[1 2 3] 
et =[2 —-1 2]. (Indice: Quel est le lien entre l'aire d’un triangle et celle 
du parallélogramme qui a deux côtés en commun avec le triangle ?) 


INTERPRÉTATION PHYSIQUE 
DU PRODUIT VECTORIEL 


Lorsqu'on veut changer un pneu, on desserre d’abord les boulons de la roue au moyen 
d’une clé. Plus le manche de la clé est long, plus le travail est facile parce que le 


moment de force dépend de la force exercée et de la distance entre le boulon et le 
point d'application de cette force. 


Le moment de force 7 mesure la capacité qu’a une force d’imprimer un mouvement 
de rotation à un corps autour d’un axe. Le moment de force d’une force F qui agit 
à une distance |||| de son point d’application, où r représente le rayon vecteur issu 
de l’axe de rotation, est donné par l'expression 7 = Fr x F, et son intensité, 7 = ||f|} 
s'exprime en newtons-mètres (N - m) (FIGURE 7.13). 


FIGURE 7.13 


Moment de force 


ne 
= 


L'intensité du moment de force est égale à la norme du produit vectoriel: 
Tr = 


= | AIT sine 


où @ représente l'angle entre F etr. 


EXEMPLE 7.19 


L'intensité du moment de force qu’exerce sur un boulon une force de 50 N appli- 
quée à l'extrémité d’une clé de 1 m de longueur lorsque la force fait un angle de 
60° avec la clé est donnée par 


Tr = 
= |fF||]lFlisine 
= (1(50)sin(60°) 


45 


= 43,3N-m 


1. Montrez que, si on double la longueur d’une clé, on double l'intensité du 
moment de force associé à une force appliquée à l'extrémité de la clé. 


2. Quel angle une force agissant à l'extrémité d’une clé doit-elle déterminer avec 
le manche de la clé pour que le moment de force soit maximal ? 


PROPRIÉTÉS DU PRODUIT VECTORIEL 


Le produit vectoriel possède, comme les autres opérations vectorielles, des proprié- 
tés intéressantes, que nous avons regroupées dans le théorème 7.6 (p. 334). Nous 
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7.6 


Produit mixte 

Le produit mixte des vecteurs 
ü=[u w w}v=[n vw vw] 
etw=["w, w, w, ]|est un scalaire 
noté ü - (y x w) et défini par 


WU U 43 


334 CHAPITRE 7 


avons déjà prouvé certaines de ces propriétés, et les autres sont faciles à démontrer. 
I suffit généralement d'appliquer la définition du produit vectoriel et les propriétés 
des déterminants. 


THÉORÈME 7.6 


Soit ü, Ÿ et W des vecteurs de R*° et k un scalaire. 
1. ÜixXVY=-VXWÜ Anticommutativité du produit vectoriel. 
2. Si ä et v sont non nuls et non parallèles, alors le vecteur ä x v est perpen- 
diculaire à 4 et à y. 
.AX(V+W)=DTXV+HX Wet (i+V)XW=iXW+TXW 
Distributivité du produit vectoriel sur l'addition de vecteurs. 


PRODUIT MIXTE 


DANS CETTE SECTION : produit mixte. 


Le produit mixte est une opération portant sur trois vecteurs de R*. Le qualificatif 
mixte évoque la relation entre ce produit et les produits vectoriel et scalaire. Le pro- 
duit mixte est un scalaire. 


DÉFINITION DU PRODUIT MIXTE 


Le produit mixte de trois vecteurs ÿ, Ÿ et w de R° est égal à % -(% x w). Il est à 
noter que l’ordre des vecteurs est important puisque le produit vectoriel n’est pas 
commutatif. 


EXEMPLE 7.20 


Siü=[1 2 3, =[2 —-1 2]etw=[1 1 2] alors 


=-4i-2;+3k 
[-4 —2 3] 


d'où 
ü-(Gxw)=[1 2 3]-[-4 -2 3] 
= 1(-4) + 2(—2) + 3(3) 
= 1 


Le théorème 7.7 permet de simplifier le calcul du produit mixte. 


THÉORÈME 7.7 


Siü=[u uw  wlvY=[" v valetw=[m w: w,;] alors 


U2 Us 
V3 


W2  W3 


Wi Wi W3 


= (v2W3 — vaW2)i — (iw3 — vw) + (viw2 — vom )k 


= [v2ws — vw vswi — Viws viw2 — vw: |] 
Par conséquent, 
G (VX W) = M(viW; — vw) + w(vsW — vWws)+ us(viw2 — vw) 


Le membre de droite de cette équation est égal au développement selon la 
première ligne du déterminant 


Uy WU  U3 
V2 V3 


W2 W3 
Par conséquent, 
U2 


W2 


Soitä =[2 —2 31 v—=[1 —-1 2]etw—[1 3 -2]. Évaluez à .(v x w). 


PROPRIÉTÉS DU PRODUIT MIXTE 


Le produit mixte possède, comme les autres opérations vectorielles, des propriétés 
intéressantes, que nous avons regroupées dans le théorème 7.8. 


THÉORÈME 7.8 


Soit 4, ÿ et w des vecteurs de IR. 
-(GXW)=(GXxT) w 


-(Axv)=0etv (a xY)=0 


. ü-(5 X w) = 0 si et seulement si les vecteurs sont coplanaires (ou linéaire- 
ment dépendants). 
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Nous allons démontrer chaque propriété. 


PROPRIÉTÉ 1 


n-(FXW)=(AxF)-w 


PREUVE 


PROPRIÉTÉ 2 


u-(UxvY)=0etv (4 xv)=0 


PREUVE 


W -(ü X Ÿ) Commutativité du produit scalaire. 


Wi W2 W3 
WU WU U3 
Vi V2 V3 


U; U; U3 L, <> L 


—|Wi W2 W3 
Vi V V3 
WU WU U3 


LA] V2 V3 L, — Le 


Wi W2 W3 


ü-(5 x W) [=] 


Comme le déterminant compte deux lignes identiques, 


ü-(ä x ÿ) 


WU OU 3 
WU OU 3 
V1 V2 V3 


= 0 


De façon analogue, v - (4 X ÿ) = 0. 


PROPRIÉTÉ 3 


ü (5 X W) = 0 si et seulement si les trois vecteurs sont coplanaires (ou linéaire- 


ment dépendants). 


PREUVE 


(=) 


Sit-(v x w) = 0, alors un des vecteurs %, Ÿ et w est nul ou les trois vecteurs sont 


non nuls. 


Si un des trois vecteurs est nul, alors les trois vecteurs sont coplanaires: deux 


d’entre eux sont toujours coplanaires, et le vecteur nul appartient à tous les plans. 


Par ailleurs, si les trois vecteurs sont non nuls, alors Ÿ et w sont soit parallèles, 


soit non parallèles. 


Si v et w sont non nuls et parallèles, alors ils sont colinéaires, et les vecteurs ü, v 


et W sont nécessairement coplanaires. 


En revanche, si Ÿ et w sont non nuls et non parallèles, alors 4 est perpendiculaire 
à v x W puisque à - (y x w) = 0. Le vecteur 4 appartient donc au plan qui contient 
les vecteurs Ÿ et W. Par conséquent, les trois vecteurs sont coplanaires. 


(=) 


Si les vecteurs , ÿ et W sont coplanaires, alors on peut supposer que l’un de ces 
vecteurs peut s’écrire comme une combinaison linéaire des deux autres vecteurs. 
Sans perte de généralité, on peut supposer que W = aü + bÿ. Par conséquent, 


Uj Uj U3 
ü (VX W) = 141 12 V3 
Wi W2 W3 
ui Lo) U3 
= "1 V2 V3 
au + bv, au; +bv, aux + bv; 
M OU U3 
Vi V2 Va 
O © O| 42, = ul, 861, 
= 0 [=] 


Vérifiez, à l’aide du produit mixte, que les vecteurs % = [2 —2 3], 
ÿ =[1 —-1 2]etw=[1 —-1 0]sont coplanaires. 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE 
DU PRODUIT MIXTE 


On sait que la norme du produit vectoriel est égale à l'aire d’un parallélogramme; 
pour sa part, la valeur absolue du produit mixte est égale au volume d’un parallélé- 
pipède. En effet, le volume d’un parallélépipède est égal au produit de l’aire À de sa base 
et de sa hauteur h. Or, la base est un parallélogramme d’aire À =||ÿ X w|| et la hau- 
teur est donnée par h = |[ä|[|cos@| (FIGURE 7.14). Le volume du parallélépipède est donc 


V = Ah 
= 115 x w]]IlällIcose] 
= al x wiflcosé] 


= |ñ.(5 x) 


FIGURE 7.14 


Volume d'un parallélépipède 
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EXEMPLE 7.21 


Siä=[-1 2 3] ÿ 


=[2 2 2]et w=T[1 1 2], alors le volume du parallélé- 
pipède déterminé par ces trois vecteurs est égal à la valeur absolue du produit 
mixte de ces trois vecteurs. Or, 


WU WU  U3 
n-(VXW) = V1, V2 V3 
WW) W3 
423$ 
=| 2 2 2 
1 12 
= 6 


Le volume du parallélépipède est égal à|—6| = 6 unités cubes. 


Le volume d’un tétraèdre (un polyèdre formé de quatre faces triangulaires) vaut 
le sixième du volume du parallélépipède avec lequel il partage trois arêtes. Quel 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 53 à 67. 


est le volume du tétraèdre qui a pour sommets les points A(1, 1, 1), B(2, 2, 3), 
C(3, —1, 1) et D(4, 3, 2)? 


Les vecteurs de l’espace possèdent essentiellement les mêmes 
propriétés que les vecteurs du plan. On transpose simple- 
ment les concepts d’un univers bidimensionnnel (R?) à un 
univers tridimensionnel (R°). Ainsi, dans R°, les notions 
dégalité de vecteurs, de norme d’un vecteur, d’addition de 
vecteurs, de multiplication d’un vecteur par un scalaire, de 
produit scalaire de deux vecteurs, d'angle déterminé par 
deux vecteurs et de projection orthogonale sont analogues 
aux notions correspondantes définies dans R?, comme l’in- 
dique le tableau 7.1 (p. 313). 


Les vecteurs de l'espace présentent toutefois certaines parti- 
cularités : 


m Il faut trois axes (axe des abscisses, axe des ordon- 
nées et axe des cotes) pour localiser un point ou un 
vecteur dans l’espace. Ces axes divisent l’espace en 
octants. 


m Il faut trois composantes pour décrire un vecteur. 


# Il faut trois angles (les angles directeurs) pour don- 
ner la direction d’un vecteur. On obtient les trois 
angles directeurs d'un vecteur 4 à partir des cosinus 
directeurs de ce vecteur, qui correspondent aux com- 
posantes du vecteur unitaire ayant la même direc- 
tion que ü. 

m Il faut trois vecteurs linéairement indépendants 
(non coplanaires) pour former une base de R$. 


m On peut effectuer un changement de base dans R° 
en recourant à la matrice de passage P de la base 
canonique B{f, j, K} à la base B’{ü, , w}, où les 
vecteurs #, v et w sont linéairement indépendants. 
Les colonnes de la matrice P sont formées des com- 
posantes (dans la base canonique) des vecteurs , ÿ 
et W. 

m Le produit vectoriel et le produit mixte sont des opé- 
rations propres aux vecteurs de R*. 


On utilise généralement un système d’axes direct, cest- 
à-dire orienté selon la règle de la main droite, plutôt qu'un 
système d’axes rétrograde. La règle de la main droite sert 
également à déterminer la direction du produit vectoriel de 
deux vecteurs de R*. 


Le produit vectoriel de %=[uw u, u;] et de 

ÿ =[", v, v;lest le vecteur, noté % x ÿ, défini par 

1 j & 

ü XV = U U U3 
VV V3 


Si les vecteurs 4 et ÿ sont non nuls et non parallèles, et 
qu’ils déterminent un angle 6, alors on peut montrer que 
ü x 5 = (|lä||[P||in@)i où % est un vecteur unitaire per- 
pendiculaire à chacun des vecteurs üi et Ÿ, et dont la direc- 
tion est donnée par la règle de la main droite, également 


appelée règle de la vis. Par conséquent, lorsqu'on cherche 
les composantes d’un vecteur perpendiculaire à deux vec- 
teurs non nuls et non parallèles ÿ et y, il suffit de calculer le 
produit vectoriel de ces deux vecteurs. Ainsi, ä x Ÿ est un 
vecteur perpendiculaire à ä et à ÿ. 


La norme du produit vectoriel correspond en physique à 
l'intensité d’un moment de force, et en géométrie à l'aire du 
parallélogramme dont deux côtés non parallèles corres- 
pondent aux deux vecteurs. 


Les principales propriétés du produit vectoriel sont regrou- 
pées dans le théorème 7.6 (p. 334). Il faut notamment retenir 
que le produit vectoriel nest pas commutatif, que le produit 
vectoriel de deux vecteurs parallèles est le vecteur nul et, 
surtout, que le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls 
et non parallèles est un vecteur perpendiculaire à chacun de 
ces deux vecteurs. 


Le produit mixte des vecteurs %=[u uw w]}, 
=["n v vletw=[mw w, w;]est un scalaire noté 


v=l 
üi -(v x w) et défini par 


WU WU 3 
D-(PXW)=I" v V3 
Wi Wii W3 


Les principales propriétés du produit mixte sont énumérées 
dans le théorème 7.8 (p. 335). Il faut notamment retenir que 
le produit mixte de trois vecteurs coplanaires vaut 0. Pour 
vérifier si trois vecteurs de R° sont coplanaires (et donc 
linéairement dépendants), il suffit de montrer que leur pro- 
duit mixte est nul. Enfin, la valeur absolue du produit mixte 
de trois vecteurs est égale au volume du parallélépipède en- 
gendré par ces trois vecteurs. De plus, le volume du tétraèdre 
dont trois arêtes sont les vecteurs %, v et W est donné par 
Hlü -(F x w). 

On peut étendre les concepts d'espace euclidien de dimen- 
sion deux, noté R?, et d'espace euclidien de dimension 
trois, noté R?, à l’espace euclidien de dimension #, soit R". 
Lespace R” est l'ensemble des vecteurs à n composantes 
réelles. On définit les relations et les opérations sur cet espace 
(tableau 7.2, p. 322) de façon analogue aux relations et aux 
opérations définies sur R? et R°. Les concepts de produit 
scalaire de deux vecteurs de R”, de combinaison linéaire, 
d'indépendance et de dépendance linéaire, de norme eucli- 
dienne d’un vecteur de R", de système générateur, dortho- 
gonalité et de base (notamment la base canonique formée 
de vecteurs orthogonaux unitaires particuliers) sont égale- 
ment pertinents dans R’. Toutefois, on ne peut donner une 
interprétation géométrique des vecteurs de R’ pour n > 3. 


MOTS clés 


Angles directeurs d’un vecteur 
de R°, p. 310 


Base canonique de R°, p. 309 


p. 307 et 309 


Base canonique de IR”, p. 325 
Base de R”, p. 324 
Combinaison linéaire, p. 306 


de R”, p. 321 
Octant, p. 308 
Cosinus directeurs d’un vecteur 

de R°, p. 311 
Cote, p. 308 de R’, p. 321 


Espace euclidien de dimension trois, 


Matrice de passage, p. 319 


Produit mixte, p. 334 
Produit scalaire de deux vecteurs 


Règle de la vis, p. 330 
Système d’axes direct, p. 307 
Système d’axes rétrograde, p. 308 


Norme euclidienne d’un vecteur 


Système générateur de R”, p. 324 
Vecteurs coplanaires, p. 306 


Vecteurs linéairement dépendants, 
p. 306 


Vecteurs linéairement indépendants, 


Espace euclidien de dimension n, 
p. 320 


Produit vectoriel, p. 326 et 331 
Règle de la main droite, p. 308 et 329 


p. 306 
Vecteurs orthogonaux, p. 321 
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RÉSEAU de concepts 


n 


Types de représentation Base Types de représentation 
+ Vecteurs géométriques + Indépendance linéaire + Vecteurs algébriques 
+ Vecteurs algébriques + Système générateur (7 composantes) 
(3 composantes) + Base orthogonale 
+ Base orthonormée 


+ Changement de base Caractéristiques 


Caractéristiques Plans nier) 


Blu mhrsln nv] : Norme: [ll|= FE +7 


n 


+ Norme: [fü]| = Qu +u5 +u Caen en = (roue. 
- Angles directeurs 


. Égalité : HN RTE, (pour f=iL 2, 3) 


uv Opérations 
AIT ° Addition 
+ Multiplication d’un vecteur par un scalaire 


* Angle 0 entre ü et ÿ: 0 = arccos 


+ Combinaison linéaire 
Opérations + Produit scalaire 


e Addition 

- Relation de Chasles 

+ Multiplication d’un vecteur par un scalaire 
e Combinaison linéaire 

e Produit scalaire 

e Produit vectoriel 

- Produit mixte 

+ Projection orthogonale 


Applications 
- Aire d’un parallélogramme 
+ Volume d’un parallélipipède 
+ Moment de force 


EXERCICES récapitulatifs 


| SECTIONS 7.1 ET 7.2 2) Complétez: AF- A +5 + GE. 

b) Que vaut AB + AE? 

c) Est-ce que HD + HG = (BA + BF)? Justifiez votre 
réponse. 


À 1. Le parallélépipède rectangle (prisme rectangulaire) suivant 
a six faces rectangulaires et ses arêtes mesurent respective- 
ment 4, 5 et 6 cm. 


d) Remplacez l'expression GD — AD - GB + AH par un seul 
vecteur. 


e) Que vaut |DG||? 

f) Que vaut [FE] ? 

g) Que vaut|[CD — AD - CH + FH + GF||? 
h) Montrez que AC + AH + AF = 2AG. 


M 2. Les points A(0, 0, 0), B(3, 2, 1) et C(4, —6, 4) sont les som- 
mets d’un triangle de l’espace. 


a) Quelle est la distance entre le point B et le plan xy? 


@ 1. 


(E 


. Les 


b) Quelle est la distance entre le point B et l'origine ? 


c) Localisez les points À, B et C dans l'espace et tracez le 
triangle qu’ils déterminent. 


d) Quelle est la distance entre le point B et l'axe des abscisses ? 


e) Quelle est la distance entre les points B et C? 


points A(-2,0,0), B(2,2,0) C(-1,-5,0) et 
D(K, —h, 3) sont les sommets d’un tétraèdre (du grec fetra: 
quatre et hedra: base: il s’agit d’un solide à quatre faces). 

a) Localisez les quatre points dans l'espace et tracez le 
tétraèdre. 


b) Quelle est la hauteur du tétraèdre, soit la distance entre le 
sommet D et la base du tétraèdre ? 


Montrez que les diagonales d’un parallélépipède se coupent 
en leur milieu. 


| SECTION 7.3 


À 5. 


. Soit 


Tracez les vecteurs géométriques représentés par 
ü=[3 —-1 4] et ÿ=[-2 1 -3] dans un système de 
coordonnées cartésiennes de l’espace. 


. Exprimez le vecteur sous la forme[æ a a] 


a) 4=21+3j+4k 

b) 5=i-k 

©) #=3;-2k 

d) Le vecteur f a pour origine le point A(2, 1, 4) et pour 
extrémité le point B dont l’abscisse est deux fois plus 
grande que lordonnée, dont la cote est supérieure de deux 


unités à la somme de l'abscisse et de ordonnée, et dont 
la somme des coordonnées vaut 8. 


- Exprimez le vecteur comme une combinaison linéaire des 


vecteurs À, jetk. 
a) [1 2 4] 
b) [-2 0 1] 
©) #=[0 -2 0] 


& 
Il 


< 
Il 


. Déterminez les composantes et la norme du vecteur AB. 


a) A(2, 
b) 


4, —1) et B(3, —6, 2) 
A(-1, 3, 4) et B(-3, 1, —1) 
c) A(-1,2,1) et B(—4, -3,1) 
d) A(6,5,2)et B(4,1, 2) 
les points A(1,2,-3), B(4,-2,5), 
D(-6,-2,-5), E(4, —-4,-3) et F(2, —1, 3). 
a) Quelles sont les composantes et la norme de chacun des 
vecteurs AB, CD et EF? 


b) Pour chacun des vecteurs AB, CD et EF, trouvez un vec- 
teur unitaire qui ait la même direction. 


c) Que représentent les composantes de chacun des vecteurs 
unitaires déterminés en b? 


C(-5, —2,3), 


À 10. 


À 11. 


A 12. 


À 13. 


b'14. 


115. 


LL 16. 


M 17. 


À 18. 


d) Quels si sont les angles directeurs de chacun des vecteurs 
AB, CD et EF? 


e) Quelles sont les composantes de 2AB + 3CD? 
f) Quelles sont les composantes de —4EF + AB — 2DC? 


Soit les vecteurs =[1 2 -1|, v=[-4 1 2] et 
w =[0 -3 2]. Évaluez l'expression. 

a) 34 +2v c) ||[24 + v|] 

b) 5ä- 2 d) ||- 3 + 25|| 

Soit les vecteurs =[1 2-2], v=[41 3] et 
w =[-2 -3 0]. Évaluez l'expression. 

a) 4-5 d) ä-(27—3#) 

b) ä.w e) (G+5)-(7-5) 

c) V-Ww 

Soit les vecteurs # =[-1 2 —2], =[4 1 3] et 


w=[2 -3 -1]. Évaluez l'angle déterminé par les vecteurs 
indiqués. 


a) üetv c) vetw 

b) äetw 

Soit les vecteurs #=[-1 1 -2], v=[2 1 3] et 
w =[-2 —1 —1] Évaluez l'expression. 

a) dy C) Vy 

b) v3 d) (w+v), 

Soit les points A(2, 1, —3), B(2, —3, 4) et C(1, 3,5). 


a) Quelles sont les coordonnées du point D pour lesquelles 
AB = CD? 


b) Quelles sont les coordonnées du point D pour lesquelles 
AD + AB = AC? 

c) Quelles sont les coordonnées du point D pour lesquelles 
CD est un vecteur dont la direction est opposée à celle 


de AB et dont la norme est quatre fois plus grande que 
celle de AB? 


Déterminez si les points À, B et C sont situés sur une même 
droite. (Indice : Quelle caractéristique les vecteurs AB et AC 
doivent-ils présenter pour que les points À, B et C soient 
colinéaires ?) 

a) A(2, 4,6), B(-1, 3, 4) et C(1, 0, 1) 

b) A(2, 4,6), B(-1, 3, 4) et C(11, 7, 12) 

c) A(-5,2,1), B(1, —3, 2)et C(13, —13, 4) 

d) A(-2,3, -4), B(2, 3,5) et C(4, 1, -3) 


Si les angles directeurs d’un vecteur ä sont &, B et y, quels 
sont les angles directeurs du vecteur —ü ? 


Quel est l’angle déterminé par les vecteurs 4 =[k —k kl]et 
ÿ =[-k k k]où k est un nombre réel différent de 0? 


Dites si un vecteur peut avoir les angles suivants comme 
angles directeurs. (Indice: Servez-vous du résultat du nu- 
méro 3 des exercices 7.2 à la page 311.) 


a) œ=mr/4,B=r/Aet y = x/3 
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A 19. 


À 20. 


A 21. 


À 22. 


n°23. 


A 24. 


A 25. 


L 26. 


b) a =7r/4,B=nr/6ety = x/3 
c) a =#r/3,B=7/3ety = x/4 


Déterminez les angles directeurs manquants. 
a) œ=30°,B=7y 

b) a = 7/3, B = 5x/6 

c) œ=x/3,7y = 2x/3 


Quels sont les deux vecteurs unitaires dont tous les angles 
directeurs sont égaux ? 


Soit le triangle dont les sommets sont les points A(2, 1, 1), 
B(3, 0, 4) et C(4, 5, 6). 

a) Quel est le périmètre de ce triangle ? 

b) Quelle est la mesure de l'angle 6 issu du point À? 
Montrez que le triangle dont les sommets sont les points 


A(2, 1, 4), B(4, 4, 10) et C(5, —5, 6) est un triangle rectangle 
isocèle dont l’angle droit est issu du point A. 


Pour quelles valeurs de k les points A(1, 2, 1), B(2, —2, 1) et 
C(K, 0, —-1) déterminent-ils un triangle rectangle dont l’hypo- 
ténuse est le segment de droite AB? 


Pour quelle ou quelles valeurs réelles de k (si elles existent) 
les vecteurs à et ÿ sont-ils perpendiculaires ? 

a) ä=[2 3 -1letv =[Kk 3 4] 

b) ä=[k 2 1]etv=[k -k -3] 

c) x=[k 2 1Jetv=[k 4 k] 


Un marchand de fruits et de légumes, qui a vendu gq kg de 
pommes de terre, q, kg de carottes et q, kg de navets, a 
dégagé un profit de x, $/kg de pommes de terre, x; $/kg 
de carottes et 7; $/kg de navets. 


a) Transcrivez ces informations données sous forme vecto- 
rielle: ÿ = Jetz =[ |. 
b) Comment doit-on interpréter le produit scalaire g - Æ d’un 


point de vue économique ? 


Le tableau qui suit donne le nombre d’actions des entreprises 
A, B et C que Marie-Pier a achetées (nombre positif) ou ven- 
dues (nombre négatif) au cours des 5 derniers jours. 


Nombre d'actions achetées ou vendues 


Entreprise 


Le vecteur 4 =[q q dq]est le vecteur dont les compo- 
santes donnent le nombre d'actions des entreprises À, B et C 
achetées ou vendues le jour i. 


a — 


a) Complétez: g; = | 


b) Interprétez la deuxième composante du vecteur gs. 


c) Donnez la valeur et le sens des composantes de 
Œ + D +48. 


d) Donnez la valeur et le sens des composantes de 


Li : ; ; : 

-G +th+g+q+ a). 
Marie-Pier a également produit un tableau indiquant le coût 
unitaire des actions achetées ou vendues. 
Coût unitaire ($) des actions 


achetées ou vendues 


Entreprise 


Le vecteur p; =[p, ps p.|estle vecteur dont les compo- 

santes donnent le prix unitaire des actions des entreprises À, 

B et C achetées ou vendues le jour i. 

e) Complétez: p; = | ] 

f) Interprétez la première composante du vecteur ps. 

g) Pouvez-vous donner un sens aux composantes de 
Pi+Pi+ps? 


h) Donnez la valeur et le sens des composantes de 


1 L n , ; 
ne 1 2 3 4 5 }* 
EP +P:+p+P1t+ps) 


i) Donnez la valeur et le sens de pi - qi. 


j) Si les composantes du vecteur # = [80 50 60] repré- 
sentent le nombre d'actions détenues par Marie-Pier 
dans les entreprises À, B et C, et que les dividendes par 
action (en dollars) sont consignés dans le vecteur 
d = [0,32 0,43 0,61], effectuez une opération vecto- 
rielle pour déterminer la valeur totale des dividendes à 
recevoir. 


Le vecteur v9 =[825 936 432 | donne la valeur des actions 
que Marie-Pier détenait dans les entreprises A, B et C au début 
d'un mois. À la fin de ce mois, l’action de l'entreprise À avait 


33. 


perdu 5 % de sa valeur, celle de l'entreprise B en avait gagné 

3 % et celle de l'entreprise C en avait gagné 1 %. 

k) Quelles sont les composantes du vecteur 7; donnant la 
valeur des actions que Marie-Pier détenait dans les entre- 
prises À, B et C à la fin de ce mois? 

1) Donnez la valeur et le sens de y»; — 5. 

m) Donnez la valeur et le sens de (ri — V6) -[1 11] 

n) Soit le vecteur à =[—0,05 0,03 0,01], donnez la valeur 
et le sens de ä : 5. Comparez cette réponse avec celle 
obtenue en m. 


. Montrez que si le vecteur ä est orthogonal à chacun des vec- 


teurs Ÿ et W, alors il est également orthogonal à toute com- 
binaison linéaire des vecteurs v et w. 


. Montrez que [là + v|f° =|[ä|l? + 28 - 5 +|ÿ]f. 


. Utilisez le résultat prouvé au numéro 28 pour montrer 


[ä +17 = || +]|[5|[? si et seulement si % est orthogonal à ÿ. 


. Soit 4, Ÿ et W trois vecteurs orthogonaux deux à deux. Mon- 


trez que : ; à ; 
JR + IT SIREN 


. Soit ä et ÿ deux vecteurs orthogonaux. Exprimez |[aü + bv| 


en fonction de||ä|| et de |[ÿ||. 


. Selon une loi de la physique, l’angle de réflexion d’un rayon 
lumineux qui frappe un miroir est égal à l'angle d'incidence 
de ce rayon. Montrez que, dans le cas d’un miroir placé dans 
le plan xy et d’un rayon incident 4 =[& a, a;],le rayon 
réfléchi est donné par b =[æ& a) —a3 |. 


Miroir dans le plan xy 


La représentation géométrique d’une molécule de tétrafluo- 
rocarbone (CF,) est un tétraèdre régulier (soit un polyèdre 
formé de quatre triangles équilatéraux). Les atomes de fluor 
sont situés aux sommets du tétraèdre et l’atome de carbone 
occupe le centre. On suppose que les atomes de fluor de la 
molécule sont situés aux points A(0, 0, 0), B(1, 1, 0), 
D(1, 0, 1) et E(0, 1, 1), et que l’atome de carbone est situé au 


point C(Y, %, #). 


31. 


1136. 


a) Vérifiez que le triangle ABD est équilatéral. 

b) Vérifiez que le point C est le barycentre de la molécule de 
CF, C'est-à-dire que OC = Y{OA + OB + OD + OË). 

c) Vérifiez que l'atome de carbone est situé à égale distance 
de chacun des atomes de fluor. 


d) Trouvez la valeur de l'angle de liaison @ entre l'atome de 
carbone et deux atomes de fluor (voir la figure). 

e) Dans la molécule de tétrafluorocarbone, chaque atome de 
fluor exerce une force d'attraction sur les électrons de la 
liaison avec le carbone à cause de l'électronégativité plus 
forte de ce dernier. Montrez que la somme des forces qui 
sexercent sur les électrons de l'atome de carbone est nulle, 
de sorte que la molécule est non polaire. Comme tous les 
atomes de fluor sont identiques, on peut supposer que 
chaque force est représentée par un vecteur issu de atome 
de carbone et ayant comme extrémité un sommet du 
tétraèdre. 


Si cela est possible, exprimez le vecteur * comme une com- 
binaison linéaire des vecteurs # et y. 


a) X=[-1 0 3]Lä=[1 -1 2]Jet”=[3 —2 1] 
b) *x=[11-1L,ä=[1 2 3let#=[2 -1 1]. 
co) #*=[5 3 -7]ä=[11 -1let”=[3 2 -4] 


Une compagnie fabrique trois modèles (A, B et C) de calcu- 
latrices dans trois usines différentes (U, V et W). Le tableau 
suivant donne la production quotidienne de chaque usine. 


A B C 
U | 7600 15 850 | 12 750 
V | 2000 5 000 3 000 
W| 1200 1 950 2 250 


La compagnie décide de fermer l'usine U. Donnez une com- 
binaison de production des usines V et W qui permette de 
remplacer la production de l'usine U. 


Soit les vecteurs $ = [4 1 2],f =[3 
5=[-2 11]et#-[-3 6 —12]. 
a) Quevaut3% +25 —4f? 

b) Que vaut —w + 4% — 3 ? 

c) Que vaut ||3F + 25 — w||? 

d) Que vaut||- % + 3v — 2w||? 


1 2],4=[1 
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e) Quevauts -f? 

f) Quevautä.f? 

g) Que vaut 25 - (25 — 3ü)? 

h) Que vaut (3 + ).(S + 2w)? 

i) Quel est l'angle déterminé par les vecteurs # et ÿ ? Que 
peut-on dire de ces vecteurs ? 

j) Quel est l'angle déterminé par les vecteurs % et # ? Que 
peut-on dire de ces vecteurs ? 

k) Quel est l'angle déterminé par les vecteurs $ — fetä+3v? 

1) Quels sont les cosinus directeurs de ÿ ? 

m) Quels sont les angles directeurs de ÿ ? 

n) Peut-on exprimer le vecteur Ÿ comme une combinaison 
linéaire des vecteurs 4 et v ? Justifiez votre réponse. 

o) Les vecteurs f, ä et Ÿ sont-ils linéairement indépendants ? 
Justifiez votre réponse. 

p) Les vecteurs f, ä et ÿ forment-ils un système générateur 
de R°? Justifiez votre réponse. 

q) Les vecteurs f, ü et Ÿ forment-ils une base de R°? Justifiez 
votre réponse. 

r) Peut-on exprimer le vecteur # comme une combinaison 
linéaire des vecteurs ä et y ? Justifiez votre réponse. 

s) Les vecteurs ä, Ÿ et # forment-ils une base de R°? Justi- 
fiez votre réponse. 

t) Quel est le vecteur unitaire de direction contraire au 
vecteur v ? 

u) Servez-vous du produit scalaire pour trouver un vecteur 
non nul f=[p; p p;] qui soit perpendiculaire à 


chacun des vecteurs $ et f. 


Montrez que les vecteurs 4 = [wi u, u31v=[w v valet 


w=[w w: w;]forment une base de R* si et seulement si 
M WOW 
W V W|#0 
Us Va W3 
Soit un ensemble de n masses ponctuelles, notées "4, M, … 
et m,, situées aux points P, P,, ..… et P,, et dont la masse 


LL 
totale M est donnée par M = Dm. Le centre de masse Q 
== T TR 
de ces masses est tel que OQ = —Y m; OLB.. Si toutes les 
i=1 

masses sont égales, le point Q porte le nom de barycentre. 

a) Déterminez le barycentre de quatre masses ponctuelles 
identiques situées respectivement en À (-1, —1, 2), en 
P,(3,4,—2),en P,(1, -4, 5)et en P,(-2, —6, 1). 

b) Soit des masses ponctuelles de 3 kg, de 5 kg et de 7 kg 
dont les coordonnées sont respectivement A (1, 3, -1), 
P, (-4 , 8, 3) et P (4, —2, —3). Déterminez les coordonnées 
du centre de masse. 

c) Soit des masses ponctuelles de 2 kg, de 7 kg et de 11 kg 
dont les coordonnées sont respectivement P (1, —1, 0), 
P, (3, —2, 1) et P, (2, 1, 3). Quelles sont les coordonnées du 
point P, où est située une quatrième masse ponctuelle de 
5 kg telle que le centre de masse des quatre masses est 
situé à l'origine ? 


CHAPITRE 7 
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b\40. 


d) Soit trois masses ponctuelles situées en B(-1, 4, 1), en 
P,(3,2,1)eten P,(4, —1, 1). Siles masses situées en P et 
en P, sont respectivement de 3 kg et de 5 kg, et que le 
centre de masse est situé en Q(2, 2, 1), quelle est la valeur 
de la masse ponctuelle située en P,? 


Comme l'indique le schéma, un câble ancré au sol en B exerce 
sur l’extrémité A d’un mât (OA) une force de 100 N. 


a) Quelles sont les coordonnées du point À ? 

b) Quelles sont les coordonnées du point B? 

c) Quelles sont les composantes du vecteur AB? 

d) Quelle est la norme du vecteur AB? 

e) Étant donné que toute force F s'écrit sous la forme 
F=||A « 
tion de la force, quelles sont les composantes du vecteur F? 


ü, où ü est un vecteur unitaire donnant la direc- 


f) Quelle est la projection orthogonale du vecteur É sur 
le mât? 

g) Quelle est la projection orthogonale du vecteur F sur 
le sol? 


Une plaque métallique est suspendue à l'extrémité d’une grue 
à l’aide de trois câbles d’acier qui exercent sur la plaque les 
forces indiquées dans le schéma. 


Rappelons que toute force F sécrit sous la forme F = IF | di, e) Quelles sont les composantes du vecteur E ? 


où ä est un vecteur unitaire donnant la direction de la force. f) Quelles sont les composantes du vecteur FE? 


a) Quelles sont les composantes du vecteur BA ? g) Quelle est la norme de la force résultante F des forces E, 


b) Quelle est la norme du vecteur BA ? E &tE sexerçant sur le crochet situé en A? 


c) Quel est le vecteur unitaire ayant la même direction que 
le vecteur BA ? 


d) Quelles sont les composantes du vecteur EÆ 2 


e) Quelles sont les composantes du vecteur FE, ? 


f) Quelles sont les composantes du vecteur F, ? 


L'41. Un mât est maintenu en place par deux tiges, comme l’in- 
Go dique le schéma. 


@ 43. Un lustre formé de trois chaînes et d’une couronne circulaire 

Go est suspendu à un crochet comme dans le schéma de l’exer- 
cice récapitulatif 42. La force résultante exercée par les 
chaînes sur le crochet au point À est perpendiculaire au pla- 
fond et s'exerce en direction du plancher, et son intensité 
correspond au poids P (en newtons) du luminaire. 


a) Déterminez les composantes des forces F, E et FE si ces 


a) Quelles sont les coordonnées du point À ? dernières ont toutes la même intensité et que le poids du 
b) Quelles sont les coordonnées du point B? lustre est de 600 N. 
c) Quelles sont les coordonnées du point C? b) Si les chaînes peuvent supporter au plus une tension de 


300 N, quel est le poids maximal (en newtons) du lustre 


d) Quelles sont les composantes du vecteur AB ? , 
quelles peuvent supporter ? 


e) Quelle est la norme du vecteur AB? 
@ 44. Une montgolfière est maintenue en place par trois câbles fixés 


nn au sol comme dans le schéma. L’intensité de la tension dans 
g) Quelle est la norme du vecteur AC ? le câble AB est de 400 N. 


f) Quelles sont les composantes du vecteur AC? 


h) Étant donné que toute force F sécrit sous la forme 
ë-|* 
rection de la force, quelles sont les composantes du 
vecteur F ? 


Hi, où ü est un vecteur unitaire donnant la di- 


i) Quelle est la mesure de l'angle @ déterminé par la tige AB 
et le mât? 


j) Quelle est la mesure de l'angle @ déterminé par la tige AC 
et le mât? 


@ 42. Un lustre formé de trois chaînes et d’une couronne circulaire 
Ge est suspendu à un crochet comme dans le schéma. L’inten- 
sité de la tension dans chaque chaîne est de 400 N. 


a) Quelles sont les coordonnées des points À, B, C et D? 


b) Quelles sont les composantes du vecteur AB? 


c) Quelle est la norme du vecteur AB? 


d) Quelles sont les composantes du vecteur EF? a) Quelles sont les coordonnées des points À, B, Cet D? 
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Di 45. 


DL 46. 


b) Quelles sont les composantes des vecteurs AB, AC et AD ? 


c) Quelles sont les composantes de la force F, qu'exerce le 
câble AB sur la nacelle de la montgolfière au point A? 

d) Quelle est l'intensité de la force F correspondant à la pous- 
sée ascensionnelle verticale de la montgolfière. (Indice: 
Comme la montgolfière est maintenue en place, la résul- 
tante des forces qui agissent au point À doit être nulle.) 


Soit les vecteurs #7 =[1 1 1], #3 =[0 —1 1] et 

u; =[0 O0 1]. 

a) Vérifiez que les vecteurs 4, 4; et u3 forment une base 
de R°. 

b) Exprimez le vecteur u4 = [2 0 1] comme une combi- 
naison linéaire des vecteurs 4, u; et u3. 

c) Quelle est la matrice de passage P de la base canonique 
B{F, j k} à la base B'{u, 3, m3} 2 

d) Appliquez la méthode de Gauss-Jordan pour détermi- 
ner P”1. 


e) Quelles sont les composantes du vecteur #; =[1 0 4| 
dans la base B'{ur, U, %} ? 

Soit les vecteurs #7 =[1 —1 O0], uw; =[0 —1 —-1] et 

u3 =[0 1 0]. 

a) Vérifiez que les vecteurs 4j, 4; et u3 forment une base 
de R*. 

b) Exprimez le vecteur 4j =[2 —1 2]comme une combi- 
naison linéaire des vecteurs #4, 4; et 3. 

c) Quelle est la matrice de passage P de la base canonique 
B{f, j k} à la base B'{w, U3, us}? 

d) Appliquez la méthode de Gauss-Jordan pour détermi- 
ner P”1, 


e) Quelles sont les composantes du vecteur 4 = [1 -5 -1] 
dans la base B'{ur, U, u:} ? 


| SECTION 7.4 


À 47. 


Soit les vecteurs #7 =[1 —-2 1 2], u; =[1 1 1 O], 
&m=[0111) &=[-1-1 30] &=[0 8 2 2] 


a) À quel espace appartiennent ces vecteurs ? 
b) Que vaut 24, + 3u3 — u3? 
c) Que vaut 243 — 2u4 + 3Uç ? 


d) Quelles sont les composantes du vecteur 44 qui vérifie 
l'équation 347 — 2ug + 3 = Us ? 


e) Que vaut 4 - ui ? 

f) Que vaut la norme euclidienne de y, ? 

g) Que vaut 44 - ui? 

h) Comparez les résultats obtenus en f et en g, tirez-en une 


règle générale pour les vecteurs de R”, puis prouvez votre 
affirmation. 


i) Que vaut la norme euclidienne de GT ? 
La 


— 
j) Que vaut la norme euclidienne de ——u; ? 


Il 
k) Montrez que les vecteurs 7 et #; sont orthogonaux. 
1) Montrez que les vecteurs 4; et #6 sont orthogonaux. 


m) Montrez que le vecteur 4; est orthogonal à toute combi- 
naison linéaire des vecteurs u> et g. 


n) Quelle relation existe-t-il entre les paramètres a et b si les 
vecteurs 3j =[a 2 3 b]etz sont orthogonaux? 


o) Montrez que les vecteurs 4;,u;,u; et u4 sont linéairement 
indépendants. 


p) Montrez que les vecteurs 47, u,u3 et u4 forment un sys- 


1 1 0 -1 

: _ 4 2 4.1 =1 

tème générateur de R*. (Indice: Tri ne —20.) 
2 0 1 O0 


q) En vertu des résultats obtenus en o et en p, comment peut- 
on qualifier l'ensemble des vecteurs 4j, 3, u3 et u4 par 
rapport à R4? 


r) Les vecteurs 4,, #3, u3 et u; sont-ils linéairement indé- 
pendants ? Justifiez votre réponse. 


s) Les vecteurs 4j, u,ux etu; forment-ils une base de R4? 
Justifiez votre réponse. 


t) Exprimez le vecteur u; comme une combinaison linéaire 
des vecteurs #1, 42, u3 et wa. 


u) Vérifiez que les vecteurs w;, 43, u3, U4 et Us ne sont pas 
linéairement indépendants. 


v) Les vecteurs 4, 4, uz,ua et us forment-ils une base de 
R“? Justifiez votre réponse. 


w) Exprimez le vecteur 4ç comme une combinaison linéaire 
des vecteurs 4j, u>,uz et 4. 


x) Peut-on exprimer le vecteur 4; comme une combinaison 
linéaire des vecteurs 4, u; et u; ? Justifiez votre réponse. 
1> U2 3 


y) En vertu de la réponse obtenue en x, dites pourquoi les 
vecteurs 4, u> etu; ne forment pas une base de R#. 


b 48. Claire a suivi un cours d’algèbre linéaire. Elle a subi 4 examens, 
ITA chacun noté sur 100. À son premier examen elle a obtenu une 


note de 85, à son deuxième une note de 88, à son troisième 
une note de 79 et à son dernier une note de 92. Le premier 
examen compte pour 15 % de la note finale, le deuxième pour 
20 %, le troisième pour 25 % et le dernier pour 40 %. 


a) Formez le vecteur # des notes de Claire dont la compo- 
sante n, donne le résultat au ième examen. 


b) Formez le vecteur p dont la composante p; représente le 
poids (en fraction décimale) du #"® examen dans la note 
finale. 


c) Quelle opération vectorielle sur les vecteurs ñ et p permet 
de déterminer la note finale de Claire dans son cours d’al- 
gèbre linéaire ? 

d) Calculez la note finale de Claire en effectuant l'opération 
vectorielle déterminée en c. 


La composante s; du vecteur $ = [2 055 2136 2 220 2 346] 
donne la somme des notes au jme examen des 30 étudiants 
dans le cours d’algèbre linéaire que Claire a suivi. 


e) Quelle opération vectorielle permet de déterminer le vec- 
teur " dont la composante m; donne la note moyenne de 
ces étudiants au ème examen ? 


f) Formez le vecteur m. 


g) Quelle opération vectorielle sur les vecteurs 7 et p permet 
de déterminer la note finale moyenne des étudiants de ce 
cours ? 


h) Calculez la note moyenne finale des étudiants de ce cours 
en effectuant l'opération vectorielle déterminée en g. 


1 - 
—ù 


À 49. Montrez que I 
ä 


= 1 pour tout vecteur non nul # de R”". 


b\50. Montrez que si ä est un vecteur de R’ tel que ä : ÿ = 0 pour 


mi tout e R", alors à = Ô. 


À 51. Soit ä, v et # des vecteurs de R". Montrez que: 


[M] à) 5-5. 


b) 4-(V+wW)=4.v+4.w 


EI 


L 52. Montrez que n vecteurs linéairement indépendants de R" 
[m1] forment une base de cet espace. 


| SECTIONS 7.5 ET 7.6 


M53. Soit les vecteurs s =[4 1 2], f=[3 -1 2] et 
äü =[1 -2 4].Si possible, évaluez l'expression. 
a) SXÉ 
b) äxf 
©) Sxü 
d) (Sxf)xü 
e) $ x (F x ü). Le produit vectoriel est-il associatif? 
h (-f)xa 
dr ten 


À 54. Trouvez un vecteur unitaire qui soit perpendiculaire à cha- 
cun des vecteurs ä# =[1 3 4]ety =[-1 —-2 3]. 


À 55. Trouvez un vecteur de longueur 5 qui soit perpendiculaire à 
chacun des vecteurs à =[2 —3 1]etv =[1 4 1]. 


1156. Soit les vecteurs 4 =[2 1 3]etv =[-2 1 1|. 
a) Vérifiez que les vecteurs # et ÿ sont orthogonaux. 
b) Trouvez un vecteur w qui forme avec % et ÿ une base 
orthogonale de R*. 
c) Formez une base orthonormée en partant des vecteurs %, 
vet W. 
A 57. Pourquoi le produit vectoriel n'est-il pas défini dans IR? ? 


À 58. Quelle est l'aire du parallélogramme dont deux côtés non 
parallèles correspondent aux vecteurs 4 =[2 3 —1] et 
v=[3 6 -1]? 


L59. Soit ABCD un parallélogramme dont les diagonales sont 

[Es] respectivement AC et BD. Soit également BDEF un parallélo- 
gramme dont les côtés non parallèles BD et BF sont tels que 
BE = AC. Recourez au produit vectoriel pour montrer que 
l'aire du parallélogramme BDEF vaut le double de celle du 
parallélogramme ABCD. 


A B 


E 


L. 60. Un arpenteur géomètre a tracé le plan suivant d’un terrain 
Go de forme triangulaire. 


C 


a) Quelles sont les coordonnées des sommets B et C du 
triangle ? 
b) Quel est le périmètre P du triangle ? 


c) Transformez les coordonnées des sommets du triangle en 
coordonnées de l'espace. 


d) Évaluez l'aire du triangle en recourant au produit vectoriel. 


A 61. Soit P(xo, Yo) Q(x1, M1) et R(x2, y2) trois points non coli- 
[en] néaires du plan. À l’aide du produit vectoriel, montrez que 
l'aire À du triangle PQR est donnée par 


A = Yl(x xo Y2 Yo) (x2 xo)( "1 yo)l 


À 62. Un poisson pesant 20 N est suspendu à l’extrémité d’une 

Ge canne à pêche de 1,5 m qui forme un angle de 60° avec l’ho- 
rizontale. Quelle est l'intensité du moment de force T exercé 
par le poisson sur le manche de la canne à pêche? 
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À 63. Quel est le volume du parallélépipède dont les arêtes corres- 
pondent aux vecteurs %ä =[2 3 —1], ÿ=[3 6 —-1] et 
w=[1 21]? 


M 64. Les points A(1,2,-1), B(3, 3, -4), C(2, 2,1) et D(5, 3,0) 
sont-ils situés dans un même plan? (Indice: Quel est le vo- 
lume du parallélépipède dont les arêtes correspondent aux 
vecteurs AB, AC et AD ?) 


À 65. Quel est le volume du tétraèdre décrit au numéro indiqué ? 
a) Le numéro 3. 


b) Le numéro 33. 


66. Dites si l’énoncé est vrai ou faux et justifiez votre réponse. 


a) Si ü, Ÿ et W sont des vecteurs non nuls de R° tels que 


u-V =u:Ww, alors v = w. 

o) (Bla +lalè)- (les -1ab) = o 

c) Lexpression ä - Ÿ prend sa valeur maximale lorsque l'angle 
déterminé par ä et par Ÿ vaut 0°. 


d) Lexpression à - ÿ prend sa valeur minimale lorsque l'angle 
déterminé par ä et par Ÿ vaut 90°. 


e) Si ü, v et w sont des vecteurs non nuls de R* tels que 

ü XV =üX W, alors ÿ = W. 

D) D auxvy=VYxu 

g) Siü, v et w sont perpendiculaires deux à deux, alors 
ü x (Y x W) = 0. 

h) Lexpression à x (v - W) est définie. 

i) Sia-(v x w) =5,alors (ü x w)-v = —5. 

j) Le produit mixte de trois vecteurs quelconques est un 
scalaire positif. 


k) Si ä et Ÿ sont des vecteurs non nuls de R°, alors 


[ä x v]|=]|fä||[lsin8, où 6 est l'angle déterminé par à 
et par v 

D (Gxÿ), = 0 

À 67. Quelle est la nature (scalaire, vecteur, non défini) de l’expres- 

sion ? 

a) ü-v e) ü-(VXw) 

b) kü f) k(v-w) 

c) a x|[|”|| g) k(ü x) 

d) äx(v-w) h) |[ä x v|) 


« 
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DROITE ET PLAN DE L'ESPACE 


CHAPITRE 8 


L'algèbre nest qu'une géométrie écrite, 
la géométrie nest qu'une algèbre 
figurée. 


Sophie Germain 


Au chapitre 5, nous avons étudié les vecteurs du plan et nous en 
avons examiné quelques applications. Au chapitre 6, nous nous 
sommes intéressés à la droite du plan, notamment sous l'angle 
vectoriel. Nous nous sommes ensuite penchés sur les vecteurs 
de l'espace au chapitre 7. 


Nous sommes donc maintenant en mesure de généraliser à 
l'espace les concepts vus au chapitre 6. À cette fin, nous adop- 
terons dans le présent chapitre une approche vectorielle de 
la description de la droite et du plan de l'espace. 


Nous verrons entre autres les différentes formes d'équations 
de la droite et du plan, nous évaluerons des distances, nous trou- 
verons des intersections, nous mesurerons des angles, et nous 
localiserons le point le plus proche d'une droite ou d'un plan. 


OBJECTIFS 


° À partir d'informations suffisantes, e 


écrire l'équation ou les équations 
d'une droite (8.1) ou d'un plan (8.2) 
sous une des formes courantes appro- 
priées: équation vectorielle, équations 
paramétriques, équations symétriques, 
équation cartésienne et équation 


normale. LD 


e Vérifier si un point appartient à une 
droite (8.1) ou à un plan (8.2). 


e Vérifier si une droite appartient à un 
plan (8.2). 


° Trouver un point et un vecteur direc- 
teur d'une droite (8.1). 


SOMMAIRE 

Un portrait de William Rowan Hamilton 
8.1 Droite de l'espace (p. 354) 

8.2 Plan de l'espace (p. 366) 

Résumé (p. 386) 

Mots clés (p.388) 

Réseau de concepts (p. 388) 

Exercices récapitulatifs (p.389) 


Trouver un point et un vecteur normal 
à un plan (8.2). 


Déterminer la position relative de deux 
droites (8.1), de deux ou de plusieurs 
plans (8.2), ainsi que d'un plan et d'une 
droite (8.2). 


Trouver l'angle entre deux droites 
concourantes (8.1), l'angle entre une 
droite et un plan (8.2), et l'angle dièdre 
entre deux plans sécants (8.2). 


Évaluer la distance entre un point 

et une droite (8.1), entre deux droites 
parallèles (8.1) ou gauches (8.2), entre 
un point et un plan (8.2), entre une 


Exercices de révision (chapitres 1 à 8) (p. 395) 


droite et un plan qui lui est parallèle 
(8.2), entre deux plans parallèles (8.2). 


Trouver le point d'une droite le plus 
rapproché d'un point extérieur à la 
droite (8.1) et le point d'un planle 
plus rapproché d'un point extérieur 
au plan (8.2). 


Déterminer l'intersection de deux 
droites concourantes (8.1), de deux 
ou de plusieurs plans (8.2), d'une 
droite et d'un plan (8.2). 


ANIMATIONS GEOGEBRA 

e Position relative de deux droites de l'espace (p. 359) 

e Distance d'un point à une droite dans l'espace (p.363) 
Distance d'un point à un plan (p. 374) 

Position relative d'une droite et d'un plan (p.376 et 377) 
Distance entre deux droites gauches (p. 379) 


Intersection de deux ou plusieurs plans (p.381, 382 et 385) 


DROITE ET PLAN DE L'ESPACE | 351 


UN PORTRAIT DE 


William Rowan Hamilton 


William Rowan Hamilton 


William Rowan Hamilton naquit sur le coup de minuit le 4 août 
1805 dans la ville irlandaise de Dublin. Ses parents moururent 
alors qu'il était très jeune, et il fut élevé par un oncle excentrique, 
féru de linguistique. Le jeune Hamilton avait une facilité impres- 
sionnante pour l'apprentissage des langues. Ainsi, à 14 ans, il maf- 
trisait déjà 14 langues, dont l'anglais, le latin, le grec, l'hébreu, le 
français, l'italien, le sanscrit et l'arabe. Dès l'âge de 10 ans, il 
découvrit les œuvres majeures de grands mathématiciens, tels 
Euclide (330-275 avant notre ère), Isaac Newton (1642-1727) et 
Pierre Simon de Laplace (1749-1827). Hamilton était un véritable 
prodige et, lors de son séjour au Trinity College de Dublin, il reçut 
des prix d'excellence en mathématiques, en physique, en grec et 
en prose anglaise. Hamilton effectua ses premières expériences 
de physique et d'astronomie à 12 ans. En 1823, il présenta un 
premier mémoire d'optique, dans lequel il exposa les fondements 
du principe de moindre action, connu aujourd'hui sous le nom 
de principe de moindre action d'Hamilton. Ce mémoire, revu et 
augmenté, fut publié en 1828 sous le titre de À Theory of Systems 
of Rays. C'est sans doute pour ses découvertes remarquables 
en optique que, dès l'âge de 22 ans, avant même d'avoir obtenu 


son diplôme, il fut nommé professeur d'astronomie au Trinity College et astronome royal 


d'Irlande. 


À la suite d'importants travaux sur les nombres complexes, Hamilton inventa les quaternions, 
qui forment un ensemble de nombres où, chose remarquable, la multiplication n'est pas 


commutative. Cette découverte força les mathématiciens à abandonner leur croyance au 
principe général de la commutativité. Inutile de dire que la communauté mathématique s'en- 
flamma pour les quaternions, mais cet enthousiasme fut de courte durée. On se rendit vite 
compte que les quaternions sont difficiles à manipuler et qu'ils n'ont qu'une utilité limitée en 
physique. Le concept de quaternion fut précurseur de la notion de vecteur. Toutefois, bien 
que le mot vecteur ait été institué par Hamilton, c'est à Josiah Willard Gibbs (839-1903) qu'on 
attribue généralement la paternité de l'algèbre vectorielle sous sa forme actuelle. 


Hamilton reçut de nombreux honneurs au cours de sa vie. Il fut anobli en 1835 et nommé 
fellow de la National Academy of Sciences of the United States, devenant ainsi le premier 
étranger à porter ce titre. Toutefois, il connut de graves difficultés au cours des dernières années 
de sa vie. Il vécut en reclus et sombra dans l'alcool. La théorie des quaternions tomba en 
désuétude malgré tous les efforts qu'il fit pour la soutenir. Il mourut le 2 septembre 1865. 


Le nom d'Hamilton demeure associé à plusieurs concepts mathématiques: principe de moindre 
action d'Hamilton, fonction hamiltonienne, théorème de Cayley-Hamilton, graphe hamiltonien 
et équations différentielles d'Hamilton-Jacobi. 


En terminant, signalons un extrait d'un avant-propos du grand physicien James Clerk Maxwell 
831-1879) au sujet de la contribution d'Hamilton: 


Un des traits les plus importants de la méthode d'Hamilton est la division des quantités en scalaires et en 
vecteurs.Une quantité scalaire est susceptible d'être entièrement définie par une seule donnée numérique. 
Sa valeur numérique ne dépend en aucune façon de la direction attribuée aux axes de coordonnées. Un 
vecteur où quantité ayant une direction exige, pour être défini, trois coordonnées numériques, ce dont on 
peut se rendre compte le plus aisément en les considérant comme se rapportant à la direction des axes de 
coordonnées. (Avant-propos de Treatise on Electricity and Magnetism, James Clerk Maxwell, 1873.) 
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Équation vectorielle d’une 

droite de l’espace 

Léquation vectorielle de la droite A 

qui passe par le point P(p, P2; Ps) 

et dont d =[d d; d;]est un vecteur 
directeur est 

Aïfx y z]=[n p ps]+kld d d;] 
oùkeR. 


354 CHAPITRE 8 


DROITE DE L'ESPACE 


DANS CETTE SECTION : équation vectorielle d'une droite de l'espace - équations 
paramétriques d'une droite de l'espace - équations symétriques d'une droite de l'espace - 
droites gauches. 


Il est possible, comme on le fait pour la droite du plan, d'adopter une approche vecto- 
rielle pour caractériser la droite et le plan de l’espace. Nous explorerons les différentes 
formes d’équations employées pour décrire une droite et un plan de l’espace et, comme 
au chapitre 6, nous étudierons les concepts de distance (entre un point et une droite 
ou un plan, entre deux droites, entre deux plans, entre un plan et une droite), d'angle 
(entre deux droites concourantes, entre une droite et un plan, entre deux plans) et 
d’intersection (entre deux droites, entre deux ou plusieurs plans, entre une droite 
et un plan). 


EAN ÉQUATION VECTORIELLE 
D'UNE DROITE DE L'ESPACE 


Comme on peut le constater sur la FIGURE 8.1, une droite de l’espace est entièrement 
déterminée par un vecteur directeur, soit un vecteur parallèle à la droite, et un 
point. Si d =[d d> d;]est un vecteur directeur de la droite À, si P(pi, P2, ps) 
est un point connu de cette droite et si X(x, y, z) en est un point quelconque, alors 
le vecteur PX est parallèle au vecteur d. 


FIGURE 8.1 


Équation vectorielle d'une droite de l'espace 


On en déduit que 


PX = kd 
PO + OX = kd 
OX = OP + kd 


On obtient également ce résultat en appliquant la relation de Chasles. En effet, les 
points O, P et X formant un triangle, on a 


OX = OP + PX 
= OP + kd 


Si on écrit la dernière égalité à l’aide des composantes des différents vecteurs, on 
obtient l'équation vectorielle d’une droite A de l’espace, soit 


A:fx y z]=[p1 pr psl+kld d d;]JoùkeR 


Cette équation n'est pas unique parce qu'elle dépend du point P et du vecteur direc- 
teur d employés. Le choix d’un autre point ou d’un autre vecteur directeur de la 
droite conduit à une formulation différente de l’équation vectorielle de la droite A. 


Soit la droite À passant par les points A1, 1, 2) et B(-1, 3, 2). 
a) Quelles sont les composantes du vecteur AB? 
b) Que représente le vecteur AB par rapport à la droite À ? 


c) Quelle est l’équation vectorielle de la droite A? 


EXEMPLE 8.1 


Le vecteur AB =[3 4 -3]est un vecteur directeur de la droite À qui passe par 
les points A(2, —3, 1) et B(5, 1, 2). Si on choisit le point À pour formuler l’équa- 
tion vectorielle de la droite A, on obtient 


A:fx y z]=[2 -3 1]+k[3 4 -3loùkeR 
Par contre, si on choisit le point B, l’équation vectorielle de A s'écrit 
A:lx y z]=[5 1 -2]+1[3 4 -3]JoùteR 


Même si les deux équations présentent des différences, elles n'en décrivent pas 
moins la même droite, soit la droite qui passe par les points À et B. 


Pour trouver un autre point de la droite À, on remplace k par une valeur réelle 
quelconque. Pour k = 2, on obtient x = 8, y = 5 et z = —5. Par conséquent, le 
point C(8, 5, -5) appartient à la droite A. 


Le point D(-1, —7, 4) appartient aussi à la droite A. En effet, si on remplace res- 
pectivement x, y et z par —1, —-7 et 4 dans l’équation de cette droite, on obtient 
k = -1 


En revanche, le point E(—4, 0, 8) n'appartient pas à la droite A parce qu’il n'existe 
aucune valeur de k qui vérifie l'équation de la droite. En effet, si x = —4, alors 
k = —2. Comme cette valeur de k donne y = —11 et non y = 0, le point E n’ap- 
partient pas à la droite A. 


Soit A(1, —1, 1) et B(—2, —3, —-4) deux points de la droite A. 
a) Quelles sont les composantes du vecteur AB? 
b) Que représente le vecteur AB par rapport à la droite À ? 
c) Quelle est l’équation vectorielle de la droite A? 
d 
e) Vérifiez que le point D(-5, 5, -9) appartient à la droite A. 


7 


Trouvez un point C de la droite A différent de À et de B. 


f) Vérifiez que le point E(1, 2, 3) n'appartient pas à la droite A. 


g) Montrez que[x y z]=[4 1 6]+5s[3 2 5]oùs e R représente égale- 
ment la droite A. 
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Équations paramétriques 

d’une droite de l’espace 

Les équations paramétriques de 

la droite A qui passe par le point 
P(Px P ps)et dont d =[d d, d;] 
est un vecteur directeur sont 


x = pi +kd 
A4y=p2+Kkd; 
z = ps + kd: 


oùkeR. 


EX ÉQUATIONS PARAMÉTRIQUES 
D'UNE DROITE DE L'ESPACE 


Si on exprime chacune des coordonnées d’un point X(x, y, z) d’une droite À en 
fonction du paramètre k de l’équation vectorielle de cette même droite, on obtient 
les équations paramétriques d’une droite de l’espace, soit 


x = fi + kdi 
Aiy=p +kd oùkeR 
Z = ps + Kd; 


Il faut se rappeler que p1, p, et p;, représentent les coordonnées d’un point P de 
la droite (et, par le fait même, les composantes du rayon vecteur OP), et que d, d; 
et d; représentent les composantes d’un vecteur directeur de la droite. 


Soit la droite A:[x y z]=[1 -2 3]+k[8 5 4AloùkeR. 
a) Quel nom donne-t-on à cette forme d’équation d’une droite de l’espace ? 


b) À partir des informations contenues dans l’équation de la droite À, déter- 
minez un point P de la droite A. 


c) À partir des informations contenues dans l'équation de la droite A, déter- 
minez un vecteur directeur d de la droite A. 


d) Formulez les équations paramétriques de la droite A. 


e) Déterminez si les points A(—7, —7, —1) et B(9, 3, 6) appartiennent à la 
droite A. 


EXEMPLE 8.2 


Les équations paramétriques de la droite A passant par le point A(1, 2, 3)et ayant 
comme vecteur directeur d =[5 —6 —4] sont 


x=1+5k 
A4y=2-6koùkeR 
z=3-AKk 


Quelles sont les équations paramétriques de la droite À qui passe par les 
points A(0, 1, 2) et B(5, 3, 2)? 


Équations symétriques 
d’une droite de l’espace 
Les équations symétriques de la droite A 


qui passe par le point P(P& Pa» Ps) et 
dont d =[d d, d;|est un vecteur 
directeur sont 


NE 


à la condition que les composantes du vec- 


teur directeur soient toutes différentes de 0. 


ÉQUATIONS SYMÉTRIQUES 
D'UNE DROITE DE L'ESPACE 


Si on isole le paramètre k dans chacune des équations paramétriques d’une droite, on a 


= À 
x=p+kd 4 
y=pitkd = dk=2 Pl 
d 
z = p;3 + kds 
k = Z — f3 
d; 


à la condition que les composantes d,, d, et d, soient toutes différentes de 0. 


De ces trois équations, on déduit que les équations symétriques d’une droite A de 
l'espace passant par le point P(P1 P2, ps) et ayant comme vecteur directeur 
d=[d d d]: 


Ah PR. 2 
© d d d; 


Soit la droite 


où d, £ 0, d; £0etd; 4 0 


x=-l+4Kk 
A 1y=2-3k 
z=5+6k 


oùkeR. 
a) Quel nom donne-t-on à cette forme d’équation d’une droite de l’espace ? 


b) À partir des informations contenues dans l’équation de la droite A, déter- 
minez un point P de la droite A. 


c) À partir des informations contenues dans l’équation de la droite À, déter- 
minez un vecteur directeur d de la droite A. 


d) Formulez les équations symétriques de la droite A. 


e) Déterminez si les points A(—9, 8, 17) et B(1, = 3) appartiennent à la 
droite À. 


EXEMPLE 8.3 


La droite A; dont les équations symétriques sont 


2 - y=8 g+5 
PNR 
æ 4 6 


passe par le point A(2, 3; —5), et d& =[-1 4 6]en est un vecteur directeur. 


La droite A parallèle à A, et passant par le point B(1, —2, 4) a également d 
comme vecteur directeur. Les équations symétriques de À, sont donc 


X—1 y+2 z—-4 


À; : 
F 4 6 
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Droites gauches 


Deux droites de l'espace sont dites gauches 
si elles ne sont pas parallèles et qu'elles ne 
se coupent pas. 


Par ailleurs, la droite A,:x-—-9=7y=24+12 a comme vecteur directeur 
d; =[1 1 1]et elle passe par le point C(9, 0, -12). La droite A; n’est pas paral- 
lèle à la droite A; parce que leurs vecteurs directeurs respectifs ne sont pas pa- 
rallèles : il n'existe pas de constante K telle que d; = kd;. 


. Quelles sont les équations symétriques de la droite A; qui passe par le point 


A(4, 2, 0)et dont d =[1 3 5]est un vecteur directeur? 


. Quelles sont les équations symétriques de la droite À, qui passe par les points 


A(3, 2, 1)et B(2, 5, 3)? 


. Quelles sont les équations symétriques de la droite A; dont l'équation vecto- 


rielle est A3:[x y z]=[-1 1 2]+k[2 1 1]où k ER? 


. Quelles sont les équations symétriques de la droite A, dont les équations para- 


métriques sont 


A4: Y = 2—3k4 où kK ER 
z=-3-k, 


POSITION RELATIVE DE DEUX 


DROITES DE L'ESPACE 


Il est intéressant d’étudier la position relative de deux droites: dans l’espace, deux 
droites peuvent être parallèles (distinctes ou confondues), concourantes ou gauches. 


Deux droites ayant des vecteurs directeurs parallèles sont elles aussi parallèles. Elles 
sont distinctes si elles n’ont aucun point commun; dans le cas contraire, elles sont 
dites confondues (elles sont composées exactement des mêmes points). Dans la 
FIGURE 8.2, les droites A3, À, et A; ont un même vecteur directeur, soit d : elles sont 
donc parallèles. Les droites A, et À, sont distinctes parce qu’elles n’ont aucun point 
commun, alors que les droites A, et À; sont confondues parce qu'elles ont un point com- 
mun (en fait, tous leurs points sont communs). 


Position relative de droites de l'espace 


A 


Les vecteurs directeurs de deux droites non parallèles ne sont pas parallèles. Deux 
droites sont dites concourantes si elles ne sont pas parallèles et qu’elles se coupent 


en un point de l’espace, alors que deux droites sont dites gauches si elles ne sont 


Animations GeoGebra 
É “Re Position relative de deux 
enr droites de l'espace 
Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/cQVh 


pas parallèles et qu’elles ne se coupent pas. Dans la FIGURE 8.3, les droites A; et À, 
ne sont pas parallèles parce que leurs vecteurs directeurs ne le sont pas, et elles sont 
gauches parce qu'elles n'ont aucun point commun: A; passe au-dessus de À,. Les 
droites A, et À; ne sont pas parallèles parce que leurs vecteurs directeurs ne le sont 
pas, et elles sont concourantes parce qu'elles se rencontrent au point P. 


Position relative de droites de l'espace 


ZA 


SC Y 


Pour déterminer si deux droites se coupent et, le cas échéant, trouver leur point 
d’intersection, il faut résoudre un système d’équations. Si le système d’équations 
admet une solution unique, les droites sont concourantes; s’il admet une infinité de 
solutions, les droites sont parallèles confondues; s’il n’admet aucune solution, les 
droites sont parallèles distinctes lorsque leurs vecteurs directeurs sont parallèles, et 
elles sont gauches lorsque leurs vecteurs directeurs ne sont pas parallèles. Les 
exemples 8.4 à 8.7 illustrent chacun de ces cas. 


Déterminez si les droites A; et À; sont parallèles. 
a) A;:[x y z]=[1 2 3]+k[4 -3 5loùk eR 


x=4+k, 
AVE y=-3+2k; où k eR 


DA hr ==) 2 our ee 
D VENT 


À; : 
= 4 3 


EXEMPLE 8.4 


Les droites À, et À, ont comme équations paramétriques 


x=1+5k x=8+k 
A;: Y=2-6k où k, ER et A;: y=—-2+k; où k eR 
z=3-A4k z=1+k 


Les vecteurs di =[5 -6 —4]etd; =[1 1 1]sont respectivement des vecteurs 
directeurs de A; et de A,. Comme ces vecteurs ne sont pas parallèles (à £ kd;), 
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les droites A, et À, ne sont pas parallèles. Il reste à déterminer si elles sont con- 
courantes ou gauches, c'est-à-dire qu'il faut vérifier si elles ont un point commun. 


On suppose que X(x, y, z) est le point d’intersection de A, et de A.. Les coor- 
données de ce point doivent donc vérifier les équations paramétriques de chacune 
des deux droites. Par conséquent, 


1+5k =8+k;,2-6k; =-2+ket3-4k =1+k 


ou, de manière plus classique, 


5k — k — 7 
—6k — k = 4 
—4k _ k — —2 


On résout ce système de trois équations à deux inconnues par la méthode d’éli- 
mination gaussienne : 


5 —1 7 5 —I 7 
—6 -1| -4| - |O | 2%] 1, —1,+S%L 
4 11 —2 0 —X | 184] 1, 21, +4%L, 


5 —1 7 
= GO L|2| Re 


Le 


0 
Al 7 

- [o 1|-2 
0: œl CLÉ sR-E 


La solution du système d’équations est donc k, = 1 et k, = —2. En remplaçant k, 
et k, par leur valeur dans les équations de A, ou de À, on obtient le point d’in- 
tersection des deux droites: X(6, —-4, —1). Par conséquent, les droites A, et A; 
sont concourantes. 


On calcule l'angle 0 déterminé par deux droites concourantes de l'espace, dont 
les vecteurs directeurs sont respectivement d, et d,, de la même façon que pour 
deux droites du plan (chapitre 6). Ainsi, l’angle entre deux droites concourantes 
de l’espace est donné par 
dd; 
0 = arccos Al 


ELA) 
Par conséquent, l’angle déterminé par les droites A, et À, est donné par 
(& - d 


0 = arccos 
Id 


NEA 


arccos 


5 
N77 V3 


= 70,8° 


Soit les droites A;:[x y z|=[-1 5 6]+k[2 4 -3]où k eR,et 
Ar = ins 6] el loue er. 


a) Vérifiez que les droites A, et À, ne sont pas parallèles. 


b) Vérifiez que les droites A, et À, sont concourantes. (Indice : Une inspec- 
tion sommaire des équations des droites permet de trouver le point 
d’intersection.) 


c) Vérifiez que les droites A, et À, sont perpendiculaires. 


EXEMPLE 8.5 


Les droites À; et À, ont comme équations paramétriques 


x=8+k x=3+2k 
A): Y=-2+k; où £ e R et A;: y =2k; où k; eR 
z=1+k z=7+2k; 


Les vecteurs d> =[1 1 1]et d =[2 2 2] sont respectivement des vecteurs 
directeurs des droites À, et A3. Comme ces vecteurs sont parallèles (4, = 2d, k 
les droites À, et À; le sont également. Il reste à déterminer si ces droites sont 
distinctes ou confondues. En posant k, = 0, on obtient le point A(8, —2, 1) de la 
droite A). Ce point n'appartient pas à À; parce que si X(x, y, z) est un point de 
la droite À, et si x = 8, alors k; = %,; mais, pour cette valeur de k3, y =5 et 
z = 12. Le point A(8, —2, 1) n'appartient donc pas à la droite A3. Les droites A; 
et A, sont parallèles, et il existe au moins un point de À, qui est extérieur à A. 
Par conséquent, les droites À, et À; sont parallèles distinctes. 


EXEMPLE 8.6 


Les droites À, et A; ont comme équations paramétriques 


x=1+5k x=3+2k; 
A:47=2-6k oùkK ER et A;:47=2k oùk; ER 
z=3-4k z=7+2k 


Les vecteurs d =[5 -6 —-4]etd; =[2 2 2]sont respectivement des vecteurs 
directeurs de A, et de À;. Comme ces vecteurs ne sont pas parallèles (à £ kd; } 
les droites À, et À; ne sont pas parallèles. Il reste à déterminer si ces droites 
sont concourantes ou gauches, c’est-à-dire qu’il faut vérifier si elles ont un point 
commun. 


On suppose que X(x, y, z) est le point d’intersection de A, et de A;. Ce point 
doit donc vérifier les équations paramétriques de chacune des deux droites. Par 
conséquent, 


1+5k = 3+2Kk3, 2—-6k =2k;et3-4k =7+2k; 


ou, de manière plus classique, 


5k mn 2k; — 2 
—6k D 2k3 = —2 
—4k, + 2k —= 4 
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Vous pouvez maintenant faire 


les exercices récapitulatifs 1 à 13. 


On résout ce système de trois équations à deux inconnues par la méthode d’éli- 
mination gaussienne : 


5 —2 2 5 —2 2 
—6 —2| -2| - |3 1 l'|, és hs 
4 2: 4 1 BH |-1] 1, = -1 
1 | 1] Lez 
- |3 1 1 
5 —2 2 
1 | -1 
- [0 —-K | 4] L, —L,-31, 
0 —% AR 
1 —1 
hi 0 A 4 
Ü 01-29| £ s+6e6s, 


Le système d'équations n’admet aucune solution. Par conséquent, les droites A; 
et A3 n'ont aucun point commun X(x, y, z):elles ne sont ni parallèles ni concou- 
rantes. Les droites A, et À, sont donc des droites gauches. 


EXEMPLE 8.7 


Les droites À; et A, ont comme équations paramétriques 


x=8+k x=10—-Kk, 
A): y=-2+k où k eR et A;,: Y = —k4 où Ka eR 
z=1+k z=3-k, 


Les vecteurs d> =[1 1 1]etds =[-1 —1 —1]sont respectivement des vecteurs 
directeurs des droites À; et A,. Comme ces vecteurs sont parallèles (& = -d3), 
les droites À; et À, le sont également. Il reste à déterminer si ces droites sont 
distinctes ou confondues. En posant k, = 0, on obtient le point A(8, —2, 1) de la 
droite À;. Or, ce point appartient aussi à la droite A, (pour k, = 2). Par consé- 
quent, les droites À, et À, sont parallèles et elles ont au moins un point commun. 
Ce sont donc des droites parallèles confondues. 


Soit les droites 


A:fx y z]=[4 2 0]+k[1 3 5loùk eR 
A:fx y z]=[3 2 1]+&[-1 3 2Joùk eR 
A3:[x y z]=[4 9 —-14]+K[0 -2 4]Joùk eR 
a) Que peut-on dire de la position relative des droites A, et A, ? Si ces droites 
sont concourantes, trouvez l’angle qu’elles déterminent. 


b) Que peut-on dire de la position relative des droites A; et A, ? Si ces droites 
sont concourantes, trouvez l’angle qu'elles déterminent. 


Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/iJhH 


XX DISTANCE D'UN POINT À UNE DROITE 


On peut recourir au produit vectoriel pour trouver la distance d’un point à une 
droite. La FIGURE 8.4 représente une droite À passant par un point P et de vecteur 
directeur d, et un point Q extérieur à cette droite. La distance du point Q à la 
droite A est donnée par |[QR|| = |[PQ||sin®. 


FIGURE 8.4 


Distance d'un point à une droite 


IIPG x à] 
la] 
La distance d’un point Q à une droite A passant par un point P et de vecteur direc- 

teur d est donc donnée par 


IIPG x d|=|PAllldiIsine = = |IPA]Isine 


IG » al 
lal 


On peut également vouloir déterminer les coordonnées du point R de la droite A 
qui est le plus proche d'un point Q extérieur à cette droite. La figure 8.4 indique 
clairement que PR = PQ;, d'où on tire 


OR = OP+ PR 
= OP + PQ; 


Cette relation permet de trouver les composantes du rayon vecteur OR et, par le fait 
même, les coordonnées du point R. 


EXEMPLE 8.8 


On cherche la distance du point Q(1, 2, 4) à la droite A dont les équations para- 
métriques sont 


x=1+k 
Aiy=3k oùkeR 
z=3—-2Kk 
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Il faut d’abord déterminer un vecteur directeur et un point de A. Or, en posant 
k = 0, on obtient le point P(1, 0, 3) de la droite. De plus, d =[1 3 -2]est un 


vecteur directeur de A. Ainsi, PQ =[0 2 1]|l4] = V14 et 
VE: 
PQxd=|0 2 1 
1 3 —2 
=-71+j-2k 
=[-7 1 —] 


de sorte que||PQ x d|| = V54. 


Par conséquent, la distance du point Q(1, 2, 4) à la droite À est 


Fox ä| _ & 
MT “A 


= ZE 
& 1,96 unité 


De plus, si R est le point de la droite A le plus proche de Q, alors 


=[1 0 3]+#%,[1 3 —2] 

[4 # 1%] 
Par conséquent, R(%, %, 17%) est le point de la droite A qui est le plus proche du 
point Q(1, 2, 4). La distance entre Q et R est égale à 


Va — 4Y +(2-SY +(4-1%) = F7 unité 


et cette valeur est exactement la distance du point Q à la droite A. 


On aurait pu trouver les coordonnées du point R d’une autre façon. En effet, si R 
est le point de la droite A le plus proche du point Q, alors QR est perpendiculaire 
à un vecteur directeur de la droite, de sorte que QR : d = 0. Or, comme Re A, 
les coordonnées du point R peuvent s’écrire sous la forme (1+ r, 3r, 3— 2r) pour 
une valeur réelle r. On a donc 


QR = QO+OR 
= -OQ +OR 
=-[1 2 4]+[1+7 3r 3-2r] 


=[r 3r-2 -1-2r] 
de sorte que 


QR-d=0 = [r 3r—-2 -1-2r].[1 3 -2]J=0 
= r+9r-6+2+4r=0 
= 14r-4=0 


fe 
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En substituant à r cette valeur dans les coordonnées de R, on obtient que le point 
de la droite A le plus proche de Q est R(%, %,1%). 


Soit la droite A dont les équations symétriques sont 


X — 3 +1 
A: nn = Z 
2 3 


a) Trouvez un vecteur directeur et un point de la droite A. 
b) Quelle est la distance du point Q,(-1, 2, —3) à la droite A? 
c) Quel est le point R de A le plus proche du point Q,? 


d) Quelle est la distance du point Q, (3, 2, 1) à la droite A ? Que peut-on dire 
du point Q, ? 


TANT DISTANCE ENTRE DEUX DROITES PARALLÈLES 


La distance entre deux droites parallèles A; et À, est égale à la distance entre un 
point P, de la droite À, et la droite A;. On applique donc le procédé décrit dans la 
section précédente pour calculer une telle distance. 


EXEMPLE 8.9 


Soit les droites 
A:x-8=y+2=27-1 


AVE y =2k où k eR 
z=7+2k 


La droite A, est définie par ses équations symétriques, alors que la droite A, est 
définie par ses équations paramétriques. Le vecteur d =[1 1 1]est un vecteur 
directeur de la droite A,,et d, = [2 2 2]estun vecteur directeur de À,. Comme 


l 

l 

l 

i 

! 

! 

i 

! 

! 

i 

! 

ces deux vecteurs sont parallèles (& : 24), les droites A, et A, le sont également. 
Pour trouver la distance entre ces deux droites, on calcule la distance entre un 
point LP, de la droite À, et la droite A.. 

: Or, (8, —2, 1) appartient à A1, et (3, 0, 7) appartient à A. Par conséquent, la 
|! distance entre les deux droites est égale à 

i 
: 
i 
: 
l 
i 
i 
! 
i 
! 
i 
1 
i 
0) 
i 


Or, BP, =[-5 2 6] d’où 


ik 
PB xd =|-5 2 6 
ll 


—4i +11j —7K 
[-4 11 -7] 
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Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 14 à 18. 


[FIGURE 8.5 | 
Intersection de deux plans non parallèles 


A 


Vecteur normal à un plan 


Un vecteur normal à un plan # est un 
vecteur perpendiculaire à ce plan. On 
le note généralement # =[a b cl]. 


La distance entre les deux droites vaut donc 


(FE x a] _ Vs 
MT 


= 7,9 unités 


Soit les droites À, et À, dont les équations sont respectivement 
A:x-8=7y+2=7-1 


X+2  y-1l 2z 


3 3 ce 


a) Vérifiez que les deux droites sont parallèles. 


A: 


b) Quelle est la distance entre les deux droites ? 


Nous traiterons du concept de distance entre deux droites gauches lorsque nous 
étudierons la distance entre deux plans parallèles puisque ces deux notions sont liées. 


PLAN DE L'ESPACE 


DANS CETTE SECTION : vecteur normal à un plan - équation cartésienne d'un plan - 
équation normale d'un plan - équation vectorielle d'un plan - équations paramétriques 
d'un plan - angle entre une droite et un plan - plans sécants - angle dièdre. 


Nous avons vu, à la section 8.1 (p. 354), qu'une droite est entièrement déterminée 
par deux points distincts, ou par un point et un vecteur directeur. Mais on peut 
également concevoir une droite comme l'intersection de deux plans non parallèles, 
ainsi que l’indique la FIGURE 8.5. 


C’est pourquoi nous allons examiner différentes façons de décrire un plan de l’espace. 
Tout comme nous avons utilisé le symbole A (la majuscule grecque «delta» corres- 
pondant à «D», pour droite) pour représenter une droite, nous allons désigner un 
plan par le symbole x (la lettre grecque correspondant à «p», pour plan). 


L'étude du plan de l’espace présente plusieurs similitudes avec celle de la droite du 
plan puisque, de même que la droite du plan est un objet à une dimension dans un 
univers à deux dimensions, le plan est un objet à deux dimensions dans un univers 
à trois dimensions. Il n’est donc pas étonnant que les résultats obtenus pour le plan 
de l’espace ne diffèrent des résultats obtenus pour la droite du plan que par l'ajout 
d’une troisième coordonnée ou d’une troisième composante. De plus, les stratégies 
employées dans les deux cas sont très similaires. 


TYAE ÉQUATION CARTÉSIENNE D'UN PLAN 


Un vecteur de l’espace définit une famille de plans parallèles, tous perpendiculaires 
à ce vecteur. On dit d’un vecteur perpendiculaire à un plan que c'est un vecteur 
normal à ce plan, et on le note généralement 7 = [a b c]. Des plans parallèles se 
distinguent par le fait qu’ils ont des vecteurs normaux parallèles. De façon similaire, 
deux plans perpendiculaires se distinguent par le fait que leurs vecteurs normaux 
respectifs sont mutuellement perpendiculaires. 


Équation cartésienne d’un plan 


Téquation cartésienne du plan 7 qui 
passe par le point P(p1, p2, p;) et de 
vecteur normal ñ =[a b clest 


TT: ax + by + cz = d 
où d = ap; + bp; + cp3. 


Pour déterminer un plan particulier, il faut donc en donner un point P(p1, P», p3) 
et un vecteur normal. 


La FIGURE 8.6 indique clairement que tout vecteur d’un plan (ou parallèle à un plan) 
est perpendiculaire à un vecteur normal à ce plan. En particulier, si X(x, y, z) est 


un point quelconque du plan, alors le vecteur # est perpendiculaire au vecteur PX. 
On en déduit que le produit scalaire des vecteurs # et PX est nul, c'est-à-dire que 


SN à 
Q 8 
Il Il 
Si | 
o SSI 
Ÿ 4 


FIGURE 8.6 


Équation cartésienne d'un plan 


Par conséquent, 
[a b cl-[x y z]=[a b cl'[p p p:] 
d’où 
ax + by + cz = api + bp + cp; 
Cette équation s'écrit, plus simplement, sous la forme 
ax + by + cz = d'où d = api + bp: + cp; 


L'équation cartésienne d’un plan 7 qui passe par un point P(p,, P2, ps) et de vec- 
teur normal #ñ =[a b c]est donc donnée par 


ZT: ax + by + cz = d'où d = api + bp2 + cp 


Si on compare cette équation avec l’équation cartésienne d’une droite du plan, on 
remarque des similitudes autant dans la manière de construire ces équations que 
dans les équations elles-mêmes. 


Il est également à noter que la forme de l'équation cartésienne d’un plan varie en 
fonction du choix du vecteur normal. Enfin, les coeflicients de x, de y et de z repré- 
sentent dans cette équation les composantes d’un vecteur normal au plan. 


Il est souvent plus simple de reconstruire l'équation cartésienne d’un plan à l’aide 
du principe de base (un vecteur # normal à un plan est perpendiculaire à tout vec- 
teur PX de ce plan, d’où # : PX = 0) que de se rappeler la formule générale. 
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Soitñ =[2 3 4]un vecteur normal au plan x. Quelle est l’équation carté- 
sienne du plan # qui passe par le point P. 


a) P(0,0,0) b) P(-1,2,5) 


EXEMPLE 8.10 


Un plan x est complètement déterminé par trois points non colinéaires de ce plan. 
Pour trouver l’équation cartésienne du plan qui passe par les points A(2, 4, 1), 
B(-1, 3, 2) et C(3, 1, —2) il faut d’abord trouver un vecteur normal à ce plan. Or, 


les vecteurs AB et AC étant des vecteurs de ce plan, leur produit vectoriel est 
perpendiculaire à chacun d'eux et, par conséquent, au plan qui les contient: 


ñ = AB x AC 
i SE 
=|-3 1] 1 
1 —3 —3 
=[6 -8 10] 


Si on choisit A(2, 4, 1) comme point connu du plan, on obtient l’équation 
6x — 8y +102 = (6)(2) + (-8)(4) + (10)(1) 
= —10 
Par conséquent, l’équation cartésienne du plan x est donnée par 
T: 6x —8y +10z = —-10 


Trouver un point particulier du plan x est un jeu d'enfant. En effet, il suffit de 
fixer la valeur de la ou des variables libres, puis de calculer la valeur de la variable 
liée. Ainsi, en remplaçant x et y par 0 dans l'équation du plan 7, on obtient 
z = —1. Par conséquent, le point D(0, 0, —1) appartient à x. On aurait également 
pu effectuer la substitution y = 1et z = —5 dans la même équation, ce qui aurait 
donné x = 8. Le point E(8, 1, -5) appartient donc lui aussi au plan x. 


L'équation cartésienne d’un plan n’a pas une forme unique. On aurait obtenu une 
formulation différente de l'équation du même plan si on avait utilisé l’un des 
vecteurs BA X BC ou CA x CB comme vecteur normal. 


Si on choisit BA x BC comme vecteur normal, on obtient l’équation cartésienne 


T: —6x + 8y —10z — 10 


EXERCICE 8.6 


Soit le plan x, dont l'équation cartésienne est donnée par 
T:2X+3y+2z—6 


a) Lesquels des points suivants appartiennent au plan x,: A(1, 1, 1), B(2, 1, —2), 
C(3, —2, 6) ou D(2, —1,5)? 


b) Quel point E d’abscisse 3 et de cote 9 appartient au plan 7,? 
c) Donnez un vecteur normal au plan 7. 


d) Trouvez un vecteur unitaire normal au plan 7:. 


Équation normale d’un plan 
Léquation normale d’un plan est l'équation 
cartésienne de ce plan obtenue avec un 
vecteur unitaire normal à ce plan. 


| e) Déterminez l'équation cartésienne du plan #æ, qui passe par le point 


F(1 2, —-4) et qui est parallèle au plan æ1. 


HIS ÉQUATION NORMALE D'UN PLAN 


On détermine l’équation normale d’un plan à l’aide d’un vecteur unitaire normal à 
ce plan, tout comme on obtient l’équation normale d’une droite du plan à l’aide d’un 
vecteur unitaire normal à cette droite. 


L'équation normale d’un plan 7 passant par le point P(p,, p:, p;) et de vecteur 
normal unitaire 


T = | a b ê | 
É Va +b2+6c2 Va? +b2+c2 Va? +b? +0? 
est donnée par 


T: 2 x + : y + = = 
Va? + b? + c? Va? + b? + c2 Va? + b? + c? 


_ 4P1 + pa + Ps 


où h : 
En partant de l’équation cartésienne x: ax + by + cz = d, on obtient 
: d 


Notons encore une fois la similitude entre les équations normales d’un plan de 
l'espace et d’une droite du plan. 


Soit ñ =[2 —1 2]un vecteur normal au plan x. Quelle est l'équation 
normale du plan x qui passe par le point P? 


a) P(0,0,0) b) P(6,9, —3) 


EXEMPLE 8.11 


L'équation normale du plan x d’équation cartésienne 
Fr: 6x —8y + 10z = —12 


est donnée par 
10 12 


6 8 
Re N ——  —_— = 
V200 200 } 200 V200 
ou, après rationalisation des dénominateurs, 


3V2 242 V2 3V2 
T: X — y + Z=— 
10 5 2 5 


Trouvez l'équation normale du plan æ qui passe par les points A(2, 1, 1), 
B(0, 1, 2) et C(1, —-1, 1). 
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Équation vectorielle d’un plan 


léquation vectorielle du plan 7 qui passe 
par le point P(p1, p2, p3) et qui est paral- 
lèle aux vecteurs linéairement indépendants 
u=[u w wletv=[v v v;l]est 


mix y z]=[n hp ph] 
+rfu 2 us] 


+s[n v vw] 


oùretseR. 
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WII ÉQUATION VECTORIELLE D'UN PLAN 


Il existe d’autres façons de déterminer un plan que d’en donner un vecteur normal 
et un point. En effet, tout vecteur d’un plan s’écrit comme une combinaison linéaire 
de deux vecteurs linéairement indépendants et parallèles à ceplan.Sit = [#1 #2 u3] 
et =[v v, v,]sont deux vecteurs linéairement indépendants et parallèles à un 
plan x, si P(p1, P2, Ps) est un point connu de x et si X(x, y, z) en est un point 
quelconque, alors le vecteur PX s'écrit comme une combinaison linéaire des vec- 
teurs à et v: 


PX = rü + 5ÿ 
PO + OX = rü + sÿ 


OX = OP + rü + sv 
oùretseR. 


Si on écrit cette dernière équation à l’aide des composantes des vecteurs, on obtient 
l'équation vectorielle d’un plan 7 : 


mix y z]=[n p psl+rlu w wl+s[n vw v] 


oùretseR. 


Soit le plan x:[x y z]=[1 2 3]+r[-1 0 0]+5[0 0 1]oùretseR. 

a) Quel nom donne-t-on à la forme de l’équation de ce plan? 

b) À partir des informations contenues dans l’équation du plan x, détermi- 
nez un point P de ce plan. 

c) À partir des informations contenues dans l’équation du plan x, détermi- 
nez deux vecteurs ÿ et ÿ qui sont linéairement indépendants et parallèles 
à ce plan. 

d) Déterminez un vecteur ñ# normal au plan x. 

e) Quelle est l’équation cartésienne du plan x ? 

f) Déterminez si les points A(0, 2, 4)et B(2, 2, 2) appartiennent au plan x. 


EXEMPLE 8.12 


Soit le plan x d’équation cartésienne x: 2x + 3y + z = 6. En posant x = y = 0, 
on obtient z = 6. Le point A(0, 0, 6) appartient donc au plan 7. On montre de 
façon analogue que les points B(3, 0, 0) et C(0, 2, 0) appartiennent aussi à ce 
plan. Comme les vecteurs AB = [3 0 —6]et AC =[0 2 -6]ne sont pas paral- 
lèles, ils sont linéairement indépendants. On connaît donc deux vecteurs linéai- 
rement indépendants qui sont parallèles au plan 7 et un point de ce plan; on peut 
donc écrire l’équation vectorielle du plan 


m:[x y z]=[0 0 6]+r[3 0 -6]+5[0 2 -6] 
oùretseR. 


La forme de cette équation varie, comme celle de l'équation vectorielle d’une 
droite. Ainsi, en choisissant le point B, plutôt que le point A, et les vecteurs AB 
et BC, on obtient l’équation vectorielle : 


m:[x y z]=[3 0 0]+g[3 0 -6]+k[-3 2 0] 


oùgetkeR. 


Bien qu'elles n’aient pas la même forme, les deux équations décrivent le même 
plan. 


Quelle est l'équation vectorielle du plan æ qui passe par les points A(2, 1, 6), 
B(3, 2,1} et C(L 2, 4)? 


ÉQUATIONS PARAMÉTRIQUES D'UN PLAN 


Si dans l’équation vectorielle du plan, on exprime les valeurs de x, de y et de zen 
Équations paramétriques d’un plan fonction des paramètres r et s, on obtient les équations paramétriques d’un plan: 


Les équations paramétriques du plan x 


qui passe par le point P(P: Pa; Ps) et X= Pi tr +Sv 


qui est parallèle aux vecteurs linéairement H: 4 y = Pa + TU + SV: oùretseR 
indépendants ü =[u w, u; let 
Vv=[" v v;]sont Z = P3 + TU + SV; 


du is oùü =[u uw usletv =[" v: v;,] sont deux vecteurs linéairement indépen- 


a dants et parallèles au plan, où P(p1, p>, p:) est un point du plan et où r et s sont des 

ed RSS scalaires réels. Tout comme dans le cas de l’équation vectorielle, la formulation des 

oùretseR. équations paramétriques n’est pas unique, car elle dépend du choix du point et des 
vecteurs. 


EXEMPLE 8.13 


Les équations paramétriques du plan de l'exemple 8.12 sont 


X = 3r 
T:4y = 25 oùretseR 
z=6—-6r—-6s 


EXERCICE 8.8 


Soit le plan x dont les équations paramétriques sont 


X=2+3r+S 
T:4y=-l+r-2soùretseR 


z=3+2r—3s 


a) Trouvez un point À du plan x. 
b) Quel point B du plan x obtient-on en posant r = 2 ets = -1? 
c) Le point C(1, 2, 3) appartient-il au plan x ? 


d) Trouvez deux vecteurs % et v linéairement indépendants et parallèles au 
plan x. 
-on dir ruüxvparr Je lan 7 ? 
dé oes miens e) Que peut-on dire du vecteur 4% X Ÿ par rapport au plan 7 
les exercices récapitulatifs 19 à 26. f) Quelle est l'équation cartésienne du plan x ? 
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EMA DISTANCE D'UN PLAN À L'ORIGINE 


Par analogie avec l’équation normale d’une droite du plan, il y a lieu de penser que 
la valeur absolue de la constante de l’équation normale d’un plan de l’espace repré- 
sente la distance de ce plan à l’origine. Prouvons ce résultat. 


THÉORÈME 8.1 


La distance entre l’origine et le plan 7 d’équation normale 
a b C 
T: 39 de Vi £ = 
Va? + b2 + c2 Va +b+0c Va? + b? + c2? 


est égale à |H]. 


PREUVE 


Soit un plan x situé dans un système de coordonnées cartésiennes dont 
l'équation normale est 


a b £ 
Ti ——_—_— + —————— + —— 7 æ 
NH OECPCe NH UE EC. Na CPU PC 
FIGURE 8.7 


Distance d'un plan à l'origine 


Dans la FIGURE 8.7, on note R le point de æ le plus proche de l’origine, 
P(P1; P2 ps) un point connu de x et 


= -| aq b c | 
FO LVa+p+c Va+bp+c Va +b+c 


un vecteur unitaire normal à 7. Comme P_ex,ona 


a NN OT, À = }h 
TRE à Ne Va +p+e" 


La distance du plan à l’origine est égale à la longueur du vecteur OR. Or, ce 
vecteur est le vecteur projection de OP sur ñ,;. Par conséquent, la distance du 
plan à l'origine est donnée par 


IORI| = |OPr;|| 


OP -ñ, 
2e, 


Mu © Mu 
- EE 
PEUT 
- Je 
nn: 


1 


ap, bp, 
NOEL C0 GPU Ce 
an 
Nan Pb c 


= |hl E 


En vertu du théorème 8.1, la distance à l’origine du plan dont l'équation cartésienne 


est 7: ax + by + cz = d vaut donc 


d 
Va? + b? + c2 
EXEMPLE 8.14 


La distance à l’origine du plan x d’équation cartésienne æ: 2x — y + 3z = 6 est 
donnée par 
d 


Va? + b? + c? 
6 


al 
VI4 


= 1,6 unité 


IA] 


EXERCICE 8.9 


Soit le plan x qui passe par les points A(3, 1, 2), B(0, 1, —2) et C(1, —1, 1). 
a) Déterminez les composantes des vecteurs ABet AC. 
b) Évaluez AB x AC. 
c) Que représente AB x AC par rapport au plan x ? 
d) Déterminez l'équation normale du plan x. 


e) Quelle est la distance du plan x à l’origine ? 
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FIGURE 8.8 


Distance d'un point à un plan 


Q 


ñ 
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EFYNA DISTANCE ENTRE UN POINT ET UN PLAN, 
OU ENTRE DEUX PLANS PARALLÈLES 


Si on compare la démonstration du théorème 8.1 (p. 372) et l'argument présenté à 
la section 6.3.1 (p. 279), la similitude du raisonnement saute aux yeux. La seule 
différence réside dans le fait que, dans le théorème 8.1, le vecteur normal compte 
trois composantes. 


On établit aisément, en s'appuyant sur cette similitude (FIGURE 8.8), la formule de la 
distance d’un point Q(q, 2, 43) de l'espace à un plan passant par le point P et 
d’équation cartésienne x: ax + by + cz = d. 


Cette distance est donnée par 
IQRI = 11@P;| 
_|@P:A 
pl] 
_ faq + bg, + cqs — d 
Naam | 


oùñ—=[a b cest un vecteur normal au plan x. 


Un argument analogue à celui qui est employé pour résoudre le numéro 1 des exer- 
cices 6.9 (p. 281) permet de prouver ce résultat. Encore une fois, il s’agit d’une 
simple généralisation du concept correspondant, présenté dans le cadre de l’étude 
de la droite du plan. 


Il est à noter que, dans le cas où le point Q appartient au plan 7, la distance vaut 0 
et que, dans le cas où le point Q coïncide avec l’origine, on obtient le résultat prouvé 
dans le théorème 8.1. 


De plus, il n’est pas étonnant que la distance entre deux plans parallèles x, et x; 
(c'est-à-dire deux plans dont les vecteurs normaux sont parallèles) soit égale à la 
distance entre un point Q, du plan 7, et le plan æ:. 


EXEMPLE 8.15 


Les plans 7,: 2x — y + 3z = 1 et %,: —-4x + 2y — 6Z = —-15 ont respectivement 
comme vecteur normal =[2 —1 3|etn; =[-4 2 —-6]. Comme" = —-2ñ;, 
ces vecteurs sont parallèles. Par conséquent, les plans 7%, et x; sont parallèles. 
Le point Q,(0, —1, 0) appartenant au plan x, la distance entre 7, et x, est égale 
à la distance entre le point Q, et le plan x; : 


aq + bg: + cqs — d | - Eee + 2)C1) + C6)0) - C15)} 


Ve +b+e VE +246 | 
-| 13 
V56 
= 1,7 unité 


La distance entre les plans parallèles x,: ax + by + cz = di et m,: ax + by + cz = d, 
est aussi donnée par l'expression 

di — dy 
Va? + b? + c? 


FIGURE 8.9 


Point d'un plan le plus proche 
d'un point extérieur 


Cette formule ne s'applique que si les coefficients correspondants de x, de y et de z 
sont égaux dans les deux équations des plans parallèles. La preuve de cette formule 
est demandée au numéro 2 des exercices 8.10. 


EXERCICES 8.10 


1. Quelle est la distance entre le point D(2, 1, 1) et le plan # qui passe par les 
points A(3, 1, 2), B(0, 1, -2)et C(1, —1, 1)? 


2. Montrez que la distance entre les plans parallèles 7,: 4x + by + cz = d, et 
T2: ax + by + cz = d, est égale à 
di — d 
Va? + b? + c? 


Il est intéressant, tout comme dans le cas d’une droite, de déterminer le point R d’un 
plan x qui est le plus proche d’un point Q extérieur à ce plan (FIGURE 8.9). 


Nous avons établi, dans un contexte similaire, que le vecteur QR est le vecteur pro- 
jection de QP sur ñ,;, soit QP, où ñ, est un vecteur unitaire normal au plan x et 
P un point connu du plan x. Par conséquent, 
OR = OQ + QR 
— OQ + Pr 
Comme Q, Petn, sont connus, il est facile de déterminer le vecteur position OR et, 
par le fait même, les coordonnées du point R du plan qui est le plus proche de Q. 
Notez que, comme OP = = QP;, où # est un vecteur quelconque normal au plan 7, 


on peut également utiliser la formule OR = OQ + QP,; pour trouver les coordonnées 
du point R. 


EXEMPLE 8.16 


Soit R le point du plan x: 2x — y + 3z = 8 le plus proche du point Q(0, —1, 0). Le 
point P(4, 0, 0) appartient à m,etñ =[2 —1 3]estun vecteur normal au plan, 
de sorte que 


Le & %l 


est un vecteur unitaire normal à æ. Pour appliquer la formule 


OR = OQ + QR 
= OQ + QP,- 
il faut trouver les composantes du vecteur QP.. Or, 
= Su 
: Nu My 
es | D À À | 
_ VE Va Vu | 2 1 3 ] 
1 VIA VIi4 VI4 
== 21 
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Par conséquent, 


OR = OQ +QR 
= OQ + QP.- 
=[0 -1 0]+[1 -X 7] 
=[1 -% %] 


On en conclut que le point R(1, -%, #) est le point du plan x: 2x — y + 3z = 8 
qui est le plus proche du point Q(0, —1, 0). 


On peut vérifier que la distance du point Q au plan x vaut /74 unité. Cette valeur 
est exactement celle de la distance entre les points Q et R. 


On peut également déterminer le point R en trouvant le point d’intersection de 
la droite perpendiculaire au plan 7 et passant par le point Q. C'est pourquoi nous 
traitons du sujet de l’intersection d’une droite et d’un plan dans la prochaine 
section. 


POSITION RELATIVE D'UNE DROITE 
ET D'UN PLAN 


Il existe deux possibilités quant à la position relative d’une droite et d’un plan de 
l’espace : la droite est parallèle au plan (soit elle appartient au plan, soit elle n’a aucun 
point commun avec le plan) ou elle coupe le plan en un seul point. Dans le premier 
cas, il est possible d’évaluer la distance entre la droite et le plan, alors que dans le 
second cas on détermine plutôt les coordonnées du point d’intersection et l’angle 
que forme la droite avec le plan. 


Comment détermine-t-on si une droite est parallèle à un plan ? Une droite est paral- 
lèle à un plan si tout vecteur directeur de la droite est perpendiculaire à un vecteur 
normal au plan. 


Soit le plan x: x + y —- 2z = 4et la droite A:x-3=y+2=2+1. 
a) Déterminez un vecteur # normal au plan x. 

b) Déterminez un vecteur directeur d de la droite A. 

c) Évaluez ñ: d. 


d) À partir de la réponse obtenue en c, que pouvez-vous dire des vecteurs ñ 
etd? 
e) Que pouvez-vous dire de la position relative du plan x et de la droite A? 


EXEMPLE 8.17 


Soit la droite A et le plan x, dont les équations sont 
Aïfx y z]=[2 -3 1]+k[3 4 -3]JoùkeR 
T:2X—-yY+3Z=8 


Le vecteur d = [3 4 -3]est un vecteur directeur de la droite A, alors que le 
vecteur; =[2 —1 3]estun vecteur normal au plan 7. Comme d -"m = —-7 40, 


AC) 


EH Animations GeoGebra 
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les vecteurs d et x ne sont pas perpendiculaires. Par conséquent, la droite À 
coupe le plan %,, c’est-à-dire qu'il existe un point À commun à la droite et 
au plan. Les coordonnées de ce point vérifient à la fois l'équation de la droite 
et l'équation du plan. En remplaçant x, y et z dans l’équation du plan 7, par 
leurs valeurs respectives, tirées des équations paramétriques de la droite 
(x =2+3k, y =-3+4k et z = 1— 3k), on obtient 


2(2 + 3k) — (3 + 4K) + 3(1 — 3k) = 8 


de sorte que k = %. En substituant cette valeur à k dans l’équation de la droite, 
on obtient le point A d’intersection de la droite À avec le plan 7m, soit 


A(Y, 1%, #4). 


EXEMPLE 8.18 


Soit la droite A et Le plan x; dont les équations sont 
A:lx y z]=[2 -3 8]+k[3 4 1]loùkeR 
Ti: X—-VY+2z—=13 


Si on substitue à x, à y et à z leurs valeurs respectives tirées de l’équation de la 
droite dans l'équation du plan, on obtient 


x—-y+z=2+3k-(-3+4k)+8+k 
= 13 


de sorte que tous les points de la droite satisfont à l'équation du plan. La droite 
appartient donc au plan. 


On pourrait obtenir le même résultat d’une autre façon. Le vecteur d =[3 4 1] 
est un vecteur directeur de la droite À, alors que le vecteur n; =[1 —1 1]estun 
vecteur normal au plan x. Comme d -n; = 0, les vecteurs d et n; sont perpen- 
diculaires. Par conséquent, la droite A est parallèle au plan x. Dans ce cas, la 
distance entre la droite A et le plan 7, est égale à la distance entre un point de la 
droite et le plan. Le point Q(2, —3, 8) appartient à A, et la distance entre ce point 
et le plan est égale à 


1(2) + (-1)(-3) + 1(8) — 13 
V2 + (1) +12 


= 0 unité 


a + bq sue) - 
Va? + b? + c? 


La droite A est donc située à 0 unité du plan x, : la droite À appartient au plan. 


Vérifiez que la droite A: x — 3 = y +2 = z + 1 appartient au plan 
T: X + y —2z = 3 de deux façons différentes. 


EXEMPLE 8.19 

Soit la droite A et le plan x; dont les équations sont 
A:fx y z]=[2 -3 1]+k[3 4 -3]JoùkeR 
T3: 3y +4Z = 10 
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Angle entre une droite et un plan 
Langle entre une droite et un plan est 
l'angle 6 (0° < 8 < 90°) complémentaire 
au plus petit angle œ déterminé par 
un vecteur directeur | d) de la droite 
et un vecteur normal (ñ) au plan: 

. fi-dl 
0 = TT 


IttIlell 


FIGURE 8.10 


Angle déterminé par une droite et un plan 


Le vecteur d = [3 4 -3]est un vecteur directeur de la droite A, alors que le 
vecteur ñ; = [0 3 4]est un vecteur normal au plan 7;,. Comme d -m3 = 0, 
les vecteurs d et ñ; sont perpendiculaires. Par conséquent, la droite A est paral- 
lèle au plan x. Dans ce cas, la distance entre la droite A et le plan 7; est égale à 
la distance entre un point de la droite et le plan. Le point Q(2, —3, 1) appartient 
à À, et la distance entre ce point et le plan est égale à 


Va? + b? + c2 V02 + 32 + 42 


= 3 unités 


aq + bg + Cqs — 1 _ [O)C) + G)(-3) + (4)4) — 10 


La droite A est donc située à 3 unités du plan #3. 


Soit les droites A, et À; et le plan 7 définis par 


a) 


b) 


C) 


d) 


e) 


f) 


K—2. Y=S. +5 
—] 4 6 
A:fx y z]=[2 -3 1]+k[3 4 -3]oùk eR 


A;: 


T:2X-yY+z—4 
Trouvez, selon le cas, le point d’intersection de la droite A, avec le plan ou 


la distance entre cette droite et Le plan. 


Trouvez, selon le cas, le point d’intersection de la droite A; avec le plan ou 
la distance entre cette droite et le plan. 


Déterminez l'équation vectorielle de la droite A; qui passe par le point 
Q(2, —3, 1) et qui est perpendiculaire au plan x. 


Utilisez le résultat obtenu en c pour déterminer le point R du plan 7 le plus 
proche du point Q(2, —3, 1). 


Déterminez le point $S de la droite A; qui est le plus proche du point 
Q(2, 3, 1). 
Quelle est la distance du point $S au point Q(2, —3, 1)? 


Dans le cas d’une droite À qui coupe un plan 7, l'angle entre la droite et le plan 
est l’angle 8 (où 0° < 8 < 90°) complémentaire au plus petit angle © entre la droite 
et un vecteur normal au plan (FIGURE 8.10). 


En vertu de l’identité trigonométrique sin = cos(90° — 8), on a 


sinO = cos(90° — 6) 


= cosu 
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EXEMPLE 8.20 


Soit la droite À et le plan x dont les équations sont 

A:fx y z]=[2 -3 1]+Kk[3 4 -3]JoùkeR 

TH: 2X—-y+3z=8 
Le vecteur d =[3 4 -3] est un vecteur directeur de la droite À, alors que 
ñ=1[2 _ 3] est un vecteur normal au plan 7. Comme # - d = —7 # 0, les 


vecteurs d et ñ ne sont pas perpendiculaires. Par conséquent, la droite À coupe 
le plan x. 


L'angle entre la droite A et le plan x est donné par 
ñ - d 
alla] 
7] 
VI4V34 


0 = arcsin 


= arcsin 


= 18,7° 


= =3 
Quel est l'angle entre la droite A: = = = 2 = ? = S et le plan 


Vous pouvez maintenant faire T:2x-y+2z=4? 
les exercices récapitulatifs 27 à 34. 


DISTANCE ENTRE DEUX DROITES GAUCHES 


Rappelons que deux droites non parallèles (les vecteurs directeurs des droites ne 
sont pas parallèles) qui ne se coupent pas sont appelées droites gauches. La distance 
entre deux droites gauches A; et À; est par définition la plus courte distance possible 
entre deux points appartenant l’un à A, et l’autre à À. Le segment de droite joignant 
ces deux points est nécessairement perpendiculaire à la fois à A, et à À, ; il est donc 
parallèle au produit vectoriel des vecteurs directeurs d et d, de ces deux droites. 
Les droites A, et À, sont donc parallèles à tout plan dont d, x d, est un vecteur nor- 
mal. Par conséquent, les droites A, et À, sont incluses dans deux plans parallèles 7; 
et 7m, et la distance entre ces droites est égale à la distance entre les deux plans. Pour 
trouver la distance entre deux droites gauches, il faut donc calculer la distance entre 
les deux plans parallèles qui contiennent ces droites (FIGURE 8.11). 


SEE FIGURE 8.11| 

épi HAE] Animations GeoGabra Distance entre deux droites gauches 
EL en FE Distance entre deux droites 
CASE gauches 

Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/Suhw 
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EXEMPLE 8.21 


Soit les droites A, et A; dont les équations sont 

A:fx y z]=[2 -3 1]+k[3 4 -3]Joùk eR 

A:[x y z]=[1 1 2]+k[1 2 -2lJoùk eR 
Les vecteurs di =[3 4 —3]et d; =[1 2 -2] sont des vecteurs directeurs 
des droites A, et À, respectivement. Comme ces vecteurs ne sont pas parallèles 
(4 £ kd;), les droites ne le sont pas non plus. En fait, A; et À, sont des droites 


gauches parce qu'elles n’ont aucun point commun (vérifiez ce fait). Ces droites 
sont toutes deux perpendiculaires au vecteur 


n=d xd 


=-21+3j+2k 
[-2 3 2] 


Le plan 7, qui passe par le point P(2, —-3, 1) de A; et dont ñ =[-2 3 2]estun 
vecteur normal contient donc la droite A;. De façon similaire, le plan 7, qui passe 
par le point P, (1, 1, 2) de A, et dont ñ = [-2 3 2]estun vecteur normal contient 
la droite À,. Les plans 7, et 7, sont parallèles, et la distance entre A, et À, est 
égale à la distance entre ces deux plans, dont les équations cartésiennes respec- 
tives sont 

Ti: —2X+3y+2zZ = —-II 

Hi: —2X +37 +22 —5 


En vertu du résultat prouvé au numéro 2 des exercices 8.10 (p. 375), la distance 
entre les plans 7, et x), qui est égale à la distance entre les droites A, et A;, est 
donnée par 


d, -— —11 - 
Va? + —- +2) (er + - + 22 
16 
"4 
= 3,9 unités 


On veut également déterminer les points Q, € A; et Q, € A, qui sont les plus 
proches l’un de l’autre, c'est-à-dire tels que la distance qui les sépare correspond 
à la distance entre les deux droites. Ces points sont tels que Q® est per- 
pendiculaire aux vecteurs directeurs d; et d;, de sorte que QQ;, :- d =0et 


Q@ -d =0. 


Les coordonnées de Q € A; sont Q(2+3k,-3+4k,1-—3k) pour une 
valeur de k, et, de manière similaire, les coordonnées de Q, € À, sont 
Q@(1+ k, 1+2k, 2 — 2k,) pour une valeur de k;. Ainsi, 


QQ — [—1 — 3k “ k 4—-4k +2k 1+3k — 2k, ]. 


Or, QQ; : d = 0, de sorte que 
d’où —34k +17k> = —10. 


De même, QQ - d> = 0, de sorte que 
d'où —17k; + 9%k; = —5, 
Il faut donc résoudre le système d’équations 
_34k, + 17k = —-10 
Appliquons la méthode d’élimination gaussienne pour résoudre ce système 
d'équations. 
=34 17 | 10! . [8 17 | 10 
17 91) 4.18 10] 62426 
. [—34 17 | —10 
0 —1 | LL 
De la deuxième ligne on tire k, = 0, et, de la première k, = %,. En substituant 
ces valeurs à k, et à k;, on obtient Q. (4%, -3W,, ,) et Q, (1, 1, 2). 


Soit les droites 


Aix -B=y+i=s-] 
A3:[x y z]=[3 0 7]+4[2 2 2loùk eR 


a) Que peut-on dire des droites A, et À, ? Si ces droites sont parallèles dis- 
tinctes ou gauches, calculez la distance qui les sépare; si elles sont concou- 
rantes, déterminez leur point d’intersection. 


b) Que peut-on dire des droites A, et A, ? Si ces droites sont parallèles dis- 
tinctes ou gauches, calculez la distance qui les sépare; si elles sont concou- 
rantes, déterminez leur point d’intersection. 


c) Vérifiez que les droites A, et À; sont gauches, déterminez la distance qui 
Vous pouvez maintenant faire les sépare, ainsi que les points Q, € A, et Q, € À; qui sont les plus proches 
les exercices récapitulatifs 35 et 36. l’un de l’autre. 


Animations GeoGebra EFX1 INTERSECTION DE DEUX OÙ PLUSIEURS PLANS 


Hi Intersection de deux ou 
._ plusieurs plans 


Le nine st Deux plans parallèles se distinguent par le fait que leurs vecteurs normaux sont 
Accédez directement à l'animation: 


codegrcu.page.link/PL3z parallèles. Deux plans parallèles sont distincts s'ils n’ont aucun point commun, et ils 
sont confondus s’ils ont un point commun (deux plans confondus sont formés exac- 
Plans sécants tement des mêmes points). 
Deux plans sont dits sécants si leur inter- 
section est une droite. Par contre, deux plans dont les vecteurs normaux ne sont pas parallèles sont des 


plans sécants: leur intersection est une droite (FIGURE 8.12). 


PORN RRERE QUESTION ÉCLAIR8T4 
A 


Déterminez si les plans 7, et %, sont sécants ou parallèles (distincts ou 
confondus). 


a) m:2Xx+3y—5z=6etx: -4x — 6y + 10z = 22 
L> Dre 2e etre 6 
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fc Animations GeoGebra 
Er Intersection de deux ou 
._ plusieurs plans 


Accédez directement à l'animation: 
codeqrcu.page.link/PL3z 


On peut recourir aux équations cartésiennes de plans sécants pour déterminer 
l’équation de la droite suivant laquelle ils se coupent. L’équation cartésienne d’un 
plan est une équation linéaire. Par conséquent, on peut employer les méthodes pré- 
sentées au chapitre 4 pour résoudre le système formé des équations des plans et 
trouver ainsi, s’il y a lieu, l’intersection de deux ou plusieurs plans. 


EXEMPLE 8.22 


Soit les plans 

T:2X—-Y+2Z=4 

TH: -4xX+2y/—-27=6 

T3: 6X —-3y+3z = 12 

Ta: X+2yY —3zZ—6 
Les plans 7, 7, et æ, sont parallèles parce que leurs vecteurs normaux respectifs, 
Mm=[2 -11],m =[-4 2 -2]etn; =[6 -3 3] sont parallèles. De plus, le 
point A(0, 0, 4) appartient à chacun des plans x; et 73, mais il n'appartient pas 
au plan 7. Par conséquent, x, et #;, sont des plans parallèles confondus, alors 
que %, et #, sont des plans parallèles distincts. 


Les plans x, et 7, sont sécants parce que leurs vecteurs normaux respectifs, 
M =[2 —-1 1letn4 =[1 2 -3] ne sont pas parallèles. L’intersection de ces 
deux plans est une droite dont on détermine les équations paramétriques en 
résolvant le système formé des équations cartésiennes des deux plans: 


4 = de L 236) LE 
1 2 -316 2 —1 114 
1 2 —3 6 
5 712 &sé- 
Ce système admet une infinité de solutions, car il comporte une inconnue libre. 
De la deuxième ligne de la dernière matrice augmentée on tire —5 y +7z = —8. 
Si on pose z = k, alors 
8 +72 
5 
8+7k 
5 
= +ZKk 
En remplaçant y et z par leurs valeurs respectives dans l’équation associée à la 
première ligne de la matrice augmentée, on obtient 


x=I$+Uk 


Les équations paramétriques de la droite A d’intersection des plans 7, et %4 


sont donc 
x=IW+k 
Aty=#%+%koùkeR 
z=k 


Il s’agit de la droite passant par le point P(14, %, 0) et ayant d =[X % 1] 
comme vecteur directeur. 


Déterminez si les deux plans sont parallèles ou sécants. S'ils sont parallèles, cal- 
culez la distance qui les sépare et dites s’ils sont distincts ou confondus; si les 
deux plans sont sécants, déterminez l’équation vectorielle de la droite suivant 
laquelle ils se coupent. 


a) Mix-y+z=3etrT:2x-2y+22=7 
b) Z:x-y+z=3etm;:2X+y+2z=2 
C) M:x-y+2z=3etT,;: —-A4X + 4y—42 = —-12 


Pour déterminer l'intersection de trois plans ou plus, il faut résoudre le système 
formé des équations cartésiennes de ces plans. Si le système d’équations n’admet 
aucune solution, il n'existe pas de point commun à tous les plans: leur intersection 
est vide. Si le système d’équations admet une infinité de solutions, l'intersection des 
plans est une droite (la solution du système comporte une seule inconnue libre) ou 
un plan (tous les plans sont confondus et la solution du système comporte deux 
inconnues libres). Si le système d'équations admet une solution unique, l’intersec- 
tion des plans est formée d’un seul point dont les coordonnées vérifient l'équation 
cartésienne de chacun des plans. 


EXEMPLE 8.23 


Soit les plans 
Ti: -X+y+27=2 


T2: 2X — Y +22 = —2 
T3: 3X+2y +42 = —1 


On détermine l'intersection des plans 7, % et #7; en résolvant le système formé 
des équations cartésiennes de chacun de ces plans. 


2 —1l 1 2 
—2 | - 0 1 6 
—1 0 5 10 


LS STÉ SE 
a 0 1 6 1 
0 1 2 RER 
1 —1 —2 | —2 
- [0 1 6 2 
D “6 A Pl Rss 


De la dernière ligne de la dernière matrice augmentée on tire z = }, et de la 
deuxième ligne on tire y + 6z = 2. En remplaçant z par sa valeur dans cette 
équation, on obtient 


Y+62=2 = y=2-6z = y=2-6(%) = y=}# 
Un raisonnement analogue donne 
X—y-272=-2 > x=y+272-2 = x=-I 
Ainsi, les valeurs de x, de y et de z qui vérifient le système d’équations sont 


x=-1,y= et z = Y. Le point À d’intersection des plans mr, 7 et x; est donc 


ACL 7 M). 


dl 
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EXEMPLE 8.24 


Soit les plans 


Ti: -X+y+27=2 


T:2X—-Y+2Z = —2 


Ha: X + 4Z =3 


Pour trouver l'intersection des plans %,, 7 et 74 on résout le système d’équa- 
tions formé des équations de ces plans par la méthode d'élimination gaussienne. 


—1 12 
2 —1 2 
4 


1 0 


2 —1 
—2| - 0 
3 0 


M hé kb mm 
an ND A 


0 


2 


0 


2 
1 ARE 
sl Let r 
2 
À 
l'es hel 


Comme ce système d'équations n’admet aucune solution, il n'existe pas de point 
commun aux trois plans: leur intersection est vide. De plus, comme les vecteurs 
normaux à ces plans ne sont pas parallèles deux à deux, aucun des trois plans 
n'est parallèle à l’un des deux autres. Ainsi, les plans 7, et x, sont sécants. Il en 
est de même des plans 7, et 7, ainsi que des plans x, et x. 


Associez chaque système d’équations à la représentation graphique qui 
décrit le mieux la relation entre les plans 7, 7 et %3. 


a) M:-X+y+27=2 
T2: 2X —2y — 47 — -6 
Ta: X—yY+6Z=5 

b) zx: 


TiX+Y+zZ=3 


—X+y+2z=2 


T3: 2X —2y — 4z = —4 
c) T:-X+y+2z=2 


Ti: X+y+z=3 


Il 
o0 


T3: X+3y+4Z 
d) Ti: 


Ti: X+yY+Z=3 


—X+y+2z-2 


T3: X+3y+4Z=12 
€) T:-X+y+2z2=2 

T:2X—-VY+2Z = —-2 

T3: 3X +27 +42 = —1 
f) mi: 


T:X—-Y—-27=72 


—X+y+2z=2 


T3: 3X —3y — 62 = 18 
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A) D) 


B) 


A 


Angle dièdre 

Langle dièdre entre deux plans 7, et 7; 

est le plus petit angle 0 déterminé par des 

vecteurs ñn,; et n; respectivement normaux 

ve fr 

à met à T,: 0 = arccos ——. 
Wallial 


Animations GeoGebra 


Intersection de deux ou 
. plusieurs plans 


Accédez directement à l'animation: 
codeqrcu.page.link/PL3z 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 37 à 50. 


ŒHATJ ANGLE ENTRE DEUX PLANS 


On définit l’angle 0 entre deux plans sécants 7, et æ; comme le plus petit angle 
(0° < @ < 90°) formé par la trace sur les plans 7, et 7, d’un plan perpendiculaire à 
ñ et à >, c'est-à-dire d’un plan parallèle à tout vecteur normal à 7. et à m2. Cet 
angle, appelé angle dièdre, est égal au plus petit angle entre deux vecteurs normaux 
aux plans 7, et 7, respectivement (FIGURE 8.13). 


FIGURE 8.13 
Angle dièdre 
Q 
m\V/n 


Ti 


Par conséquent, 


Si les plans sont parallèles, l'angle entre les plans vaut évidemment 0°. 


EXEMPLE 8.25 
L'angle dièdre entre les plans 
T:2X—-yY+z-4etm;:X+2y—-2z—=6 


est donné par 


0 


L rm] 
= arccOoS 

IP] fr] 

[2 —1 1]-[1 2 —2] 
— afccos 

IE2 —1 1]{f1 2 -2]| 
— afccos 2 

YVES 
= 74,2° 


EXERCICES 8.15 


1. Soit les plans 7,:x—-y+2z—3 et x,:2x — y —- 3z = 7. Quel est l'angle 
dièdre ? Que peut-on dire des deux plans? 


2. Soit les plans %,: x - y +2 = 3 et 3: -2x + 2y —2z = 5. Quel est l’angle 
dièdre ? Que peut-on dire des deux plans ? 


3. Soit les plans 7,: x — y + z = 3 et 4: x + y + z = 8. Quel est l'angle dièdre ? 
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La droite et le plan de l'espace constituent deux applications 
des vecteurs de R*. 


Pour définir complètement une droite A de l'espace, il faut 
donner: 


m soit un point et un vecteur directeur de la droite; 


m soit deux points distincts de la droite (si A et B sont 
deux points distincts d’une droite, alors AB est un 
vecteur directeur de cette droite) ; 


m soit deux plans sécants. (Si 7, et x, sont deux plans 
sécants dont "= et n; sont respectivement des vec- 
teurs normaux, alors ñ; x ñn est un vecteur direc- 
teur de la droite d’intersection A suivant laquelle les 
plans se coupent. On obtient un point de la droite A 
en résolvant le système formé des équations des plans.) 


Sid=[d d: d;]est un vecteur directeur d’une droite A, 
si P(P1, P2, Ps) est un point connu de cette droite et si 
X(x, y, z) en est un point quelconque, alors PX est paral- 
lèle à d. On déduit de ce résultat (TABLEAU 8.1) les différentes 
équations d’une droite de l'espace. 


Deux droites parallèles se distinguent par le fait que leurs 
vecteurs directeurs sont parallèles, et deux droites concou- 
rantes ou gauches, par le fait que leurs vecteurs directeurs 
ne sont pas parallèles. Deux droites parallèles sont confon- 
dues si elles sont formées exactement des mêmes points et 
elles sont distinctes si elles n'ont aucun point commun. Deux 
droites non parallèles sont concourantes si elles ont un 
point commun; dans le cas contraire, les deux droites sont 
gauches. 


Pour définir complètement un plan x, il faut donner: 
m soit un point du plan et un vecteur normal au plan; 


m soit trois points non colinéaires du plan (si A, Bet C 
sont trois points non colinéaires du plan 7, alors 
AB x AC est un vecteur normal à 7); 


m soit deux vecteurs linéairement indépendants et 
parallèles au plan, et un point du plan (si 4 et y sont 
deux vecteurs linéairement indépendants parallèles 
à x, alors ä x ÿ est un vecteur normal à x). 


Soit ü =[u uw u;let y =[v, v, v;] deux vecteurs li- 
néairement indépendants et parallèles au plan 7, soit 
ñ=[a b cJ]unvecteur normal au plan x, soit P(p1, p, p:) 


un point connu du plan z et X(x, y, z) un point quel- 
conque de x. Alors: 


= PX est perpendiculaire à ñ; 


m PX s'écrit comme une combinaison linéaire de ä et 
de ÿ. 


On déduit de ces résultats (TABLEAU 8.2) les différentes équa- 
tions d’un plan de l'espace. 


Deux plans parallèles se distinguent par le fait que leurs vec- 
teurs normaux sont parallèles, tandis que deux plans perpen- 
diculaires se distinguent par le fait que leurs vecteurs nor- 
maux sont perpendiculaires. Deux plans sont sécants si leurs 
vecteurs normaux ne sont pas parallèles, et ils se coupent 
alors selon une droite. Une droite parallèle à un plan a un vec- 
teur directeur qui est perpendiculaire à un vecteur normal 
au plan. Une droite parallèle à un plan avec lequel elle a un 
point commun est entièrement incluse dans ce plan. 


Les concepts de distance, d'angle (TABLEAUX 8.3 et 8.4) et 
d’intersection sont tout aussi intéressants, qu'il s'agisse de 
droites ou de plans. 


Pour trouver le point R d’une droite A le plus proche d’un 
point Q extérieur à À, il faut résoudre l'équation vectorielle 
OR = OP + PR = OP + PQ; où P est un point de A et où d 
est un vecteur directeur de A. 


Pour trouver le point R d'un plan x le plus proche d'un 
point Q extérieur à 7, il faut résoudre l'équation vectorielle 
OR = OQ + QR — OQ + QP où P est un point de f=,etn, 
un vecteur unitaire normal à x. équation OR = OQ + QP;, 
où ñ est normal au plan, permet également de trouver le 
point R. Celui-ci correspond aussi à l'intersection de la 
droite passant par le point Q et qui est perpendiculaire au 
plan x, c'est-à-dire qui a un vecteur normal au plan comme 
vecteur directeur. 


On détermine l'intersection de plans ou de droites en résol- 
vant simultanément les équations des différents plans et 
droites. Si le système formé de ces équations admet une so- 
lution unique, alors l'intersection est un point de l'espace. Si 
le système admet une infinité de solutions, alors l’intersec- 
tion est une droite (une inconnue libre) ou un plan (deux 
inconnues libres). Si le système nadmet aucune solution, 
l'intersection est vide: les plans et droites n'ont pas de point 
commun. 


TABLEAU 8.1 


Équations d’une droite A de l'espace 


Équation de base A: PX =kdoùkeR 
Équation vectorielle Alx y z]=[p p p:l+k[d d d;]JoùkeR 
Équations paramétriques x=p +kd, 
A4y=p+kd oùkeR 
Z = p + kds 
A A: E = 2 LE : Ps lorsque les composantes de d sont toutes non nulles 
1 2 3 


TABLEAU 8.2 


Équations d'un plan z de l'espace 


Équations de base x: PX-ñ=0ou x: PX =rü+soùuretseR 

Équation cartésienne : ax + by + cz = d'où d = ap; + bp; + cp 

Équation normale : a : b ; € Lyon = Pi + Pa + Ps 
z=hoùh 


Ê x + y + 
Va? +b2 + c2 Va? + b2 +c2 Va? + b2 + c2 a? +b2 + c2 


Équation vectorielle :[x y zl=[n p psl+rlu ww u]+s[m v vloùretseR 


Équations paramétriques X = fi + ru +SV 


Y= D +ri +sv, oùretseR 


Z = p3 Tu SV; 


TABLEAU 8.3 


Distances dans l'espace 


D’un point Q à une droite À [PQ x ä|| 
SUN où P € À et d est un vecteur directeur de A 
Entre deux droites parallèles À, et À, || BP, x | | _ 
nr où À € A, P, € À, et d, est un vecteur directeur de A, 
1 
D'un plan Z: ax + by + cz = d à l’origine [d| 
Va? + b2 + c2 
D’un point Q(q,, 4,, q;) à un plan —— OP-à ra EÜh ra = 
T: ax + by + cz = d Il@r;|| qu! = | ou TR — oùfñ=[a b cJestun vecteur normalàtetP er 
m Va +b° +c 
Entre deux plans parallèles d, — d, 


TT: ax + by + cz = d, et T,: ax + by + cz 


a? + b2 + c2 
agi + bgq2 + cg — d 
Va? + b2 + c2 


Distance entre les deux plans parallèles qui contiennent chacun l’une des deux droites 


D'une droite À à un plan parallèle 


T: ax + by + cz = d où Q(q q, 43) € À 


Entre deux droites gauches À, et A, 


TABLEAU 8.4 


Angle 6 dans l'espace 


Entre deux droites concourantes À, et A, lé . d| FRE 
0 = arccos——— où d, et d, sont respectivement des vecteurs directeurs des droites A, et A, 
EALEAI 
Entre une droite A et un plan x ä -d | = 
@ = arcsin——— où # est un vecteur normal à x et d un vecteur directeur de A 
(EI 
Entre deux plans 7, et x, (angle dièdre) mm 
el= do) où # et ñ, sont respectivement des vecteurs normaux aux plans 7 et 7 
M |11/2 
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MOTS clés 


Angle dièdre, p. 385 Équations paramétriques d’une Équation vectorielle d’une droite de 
Angle entre une droite et un plan, droite de l'espace, p. 356 l'espace, p. 354 

p- 378 Équations paramétriques d’un plan, Équation vectorielle d’un plan, p. 370 
Droites gauches, p. 358 p- 371 Plans sécants, p. 381 
Équation cartésienne d’un plan, p. 367 Équations symétriques d’une droite Vecteur normal à un plan, p. 366 
Équation normale d’un plan, p. 369 de l’espace, p. 357 


RÉSEAU de concepts 
EE 


Caractérisation d’une droite Caractérisation d’un plan 


+ Deux points distincts + Vecteur normal et point 
+ Vecteur directeur et point . Trois points non colinéaires 


+ Deux plans sécants + Deux vecteurs linéairement 
indépendants et point 


Forme d’équations 
+ Équation vectorielle Forme d'équations 
+ Équations paramétriques + Équation cartésienne 
° Équations symétriques o Équation normale 


+ Équation vectorielle 
+ Équations paramétriques 


Position relative 
de deux droites 


+ Droites parallèles Position relative 


(distinctes ou confondues) de deux plans 


- Droites sécantes + Plans parallèles 
(concourantes) (distincts ou confondus) 


+ Droites gauches + Plans sécants 


Distance Intersection Angle 
+ Un point et une droite - Point d’intersection + Deux droites concourantes 
+ Un point et un plan + Droite d’intersection + Une droite et un plan 
+ Deux droites parallèles + Deux plans sécants (dièdre) 
- Deux droites gauches 
- Droite parallèle à un plan 
+ Deux plans parallèles 


+ Point le plus proche 


388 CHAPITRE 8 


EXERCICES récapitulatifs 


| SECTIONS 8.1.1 À 8.1.4 


A 1. 


Déterminez l’équation vectorielle de la droite. 

a) La droite A; passant par les points A(-1,-3,2) et 
B(4, 2, 2). 

b) La droite A; passant par le point C(2, 4, 6) et parallèle 
au vecteur d; =[1 3 —-1] 

c) La droite A; passant par le point D(-1, —2, 3) et perpen- 
diculaire au plan xz. 

d) La droite A4 passant par le point E(3,—2, 1) et per- 
pendiculaire à chacun des vecteurs ä =[-—1 4 O0] et 
5=[2 4 2] 

e) La droite A; passant par lorigine et parallèle à la droite 
AG dont l'équation vectorielle est 

Ag:[x y z]=[4 1 1]+k[2 —1 2] 
où k, ER. 


. Lesquels des points A(-1, —7, 8), B(4, —2, 5), C(5, 5, 3) et 


D(1, —3, 5) appartiennent à la droite 
A:lx y z]=[3 1 2]+k[2 4 -3] 
oùkeR? 


. Donnez un point et un vecteur directeur de la droite. 


a) Aj:lx y z]=[3 1 2]+kK[2 4 -3]Joùk eR 


b) A:[x y zl=&[-1 2 -2Joùk eR 


x=4-2k;, 

©) A3:47=2-k oùk ER 
z=k3 
x=3—4k, 

d) Ay: y = ka où ki eR 
z=2 

à es. Y+l z+4 
3 2 —5 
X _Jy—4 

Î) A —-=—-2:-6 

) 6 3 2 z 


. Trouvez les coordonnées manquantes en supposant que le 


point donné appartient à la droite. 


1 y+l z+4 


a) B (4, b,, ci) et A;: — 


2 —5 
x=4+3k, 
b) P(m,5,c)etA,;:47=2+3kL oùk eR 
z=5+5k 


c) P,(a3, bs, 4) et As:[x y z]=[1 1 1]+k3[1 —1 1] 
oùk  eR 


. Donnez les équations paramétriques et symétriques de cha- 


cune des droites définies au numéro 1. 


A 6. 


EI 


A 7. 


MH ©. 


(a 


Soit d un vecteur directeur d’une droite A,et OP et OQ les 
vecteurs position respectifs de deux points distincts de la 
droite A. Montrez que OP X d = OQ X d. 


Donnez l’équation vectorielle de la droite. 


à Ar Y+1 z+4 
3 2 —5 
x=4—2k, 

b) A,;:47=2-k oùk ER 
z=k 
x=2+3k 

c) A3:4y7=5-8k oùk ER 
z=2 

RU RE RE = 

3 —1 


e) La droite A; passant par le point A(2, 1, —1) et parallèle à 
la droite À d'équations paramétriques 


x=4-k 
A4y=3+k oùkeR 
z=2-4k 
f) La droite A4, qui passe par le point d’intersection des 
+1 — 3 
droites A,: x — 2 = = à et 


Ag:lx y z]=[5 1 4]+k&[3 21] 
où k4 ER et qui est parallèle au vecteur dont les angles 
directeurs sont respectivement & = x/3, B = 2x/3 et 
y = 7/4. 


. Soit la droite A dont les équations paramétriques sont 


X — Pi + dk 
Ajy=ptdhkoùkeR 
Z = P3 + d;k 
Donnez une interprétation géométrique (passe par l'origine; 
est parallèle à lun des plans de coordonnées; est parallèle à 


lun des axes de coordonnées; etc.) de la droite À pour les 
valeurs données de divers coefficients. 


a) d = 

b) M=p=p:= 
€) dd =d; =0 
d) d)=d3=0 
e) d' =0 


Soit la droite A dont les équations paramétriques sont 
x = pi + dk 
Ady=p+dkoùkeR 
z = p; + dk 


Montrez que cette droite coupe l'axe des abscisses lorsque 


P2d3 = pad} # 0. 
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b) 10. Soit a, b et c trois nombres réels non nuls. Montrez que la 
[E] droite A passant par le point A(a, b, c) et de vecteur directeur 
d=[a b c]passe par l’origine. 


11. Montrez que les équations symétriques de la droite qui passe 
[®] par les points A(æ, b;, a) et B(a&, b, C2) (dont les coordon- 
nées correspondantes sont distinctes) s’écrivent sous la forme 


X—& y—b: Z—& 


dm bb GG 
1112. Quelle est l'expression du paramètre k telle que le vecteur d 
est perpendiculaire au vecteur OX lorsque OX = OP + kd 
où d 4 0? 
M 13. Montrez que tous les points X(x, y, z) de la droite A qui 
[Em passe par les points P(p1, pr, ps)et Q(q q, gs) vérifient les 


équations paramétriques 


x =(1—k)n +kq 
Ady=(1-k)p; +kq oùkeR 
z=(1—Kk)p; + kgs 


| SECTIONS 8.1.5 ET 8.1.6 
À 14. Déterminez la distance entre le point et la droite. 


Si PEL 244 
a) Q(2,1,-3) et A;: _ PR 


2 5 
x=4+3k;, 
b) Q,(3,2,-1)et A,:4y=2+3k oùk eR 
z=5+5k 
c) @(-1,3,-1)et A3:[x y z]=[1 1 1]+k[1 -1 1] 


où k ER 
d) Q(2,3,—2) et la droite A4 qui passe par les points 
A(1, —1,1)et B(2, 2, 3). 
1115. Soit P et Q deux points distincts d’une droite A de l’espace, 
[] et soit R un point extérieur à cette droite. 
Q7A 


R 


Donnez deux expressions de Paire du triangle PQR et montrez 
que la distance du point R à la droite A est égale à 
[RP x RQ] 
PA] 
M 16. Soit Q(1, 1, 4) un point de l’espace et P(x, y, z) un point 
quelconque de la droite 
A:fx y z]=[3 0 4]+1#[2 1 -1]JoùteR 
a) Donnez l'expression de la distance du point Q au point P 
en fonction du paramètre f. 


A 17. 


b) Pour quelle valeur de f la distance entre le point Q et le 
point P est-elle minimale? (Recourez au calcul différentiel.) 


c) Quel point P de la droite A est le plus proche du point Q? 


Déterminez la position relative (parallèles distinctes, paral- 
lèles confondues, concourantes ou gauches) des deux droites. 
Si ce sont des droites parallèles, déterminez la distance qui 
les sépare; si ce sont des droites concourantes, déterminez 
leur point d’intersection et l’angle qu’elles forment. 


x=8+2k 

a) A:47=7+2k oùk ER 
z = 10+3k, 
x=4+3k 

AVE y=2+3k où k eR 
z=5+5k; 
x=1+2k 

b) A3: Y=3-3k; oùk ER 
z=2+k 


.x—3 y+2 A 
—4 6 —2 


c) A:ifx y z]=[1 1 1]+k[1 -1 1]Joùk eR 


A6:17=-3-2k oùk ER 
z=5+2k 
x —2 


d) A: 5 = y+l=1-2z 


.X+1 _y-2 z+1 


Ag: = = 
5 3 3 5 
#5 von si 
e) AGE ne = 
—6 4 3 
Sr, 
A0: y=4—6k0 où k10 e R 
z=7+2k) 
x = ki 
f) AYTE Y=k: où ki] e R 
z=k: 
x =4+3k; 
A: y =4+3k où k) eR 
z=4+5k; 


g) La droite A;;;, qui passe par les points A(1,1,1) et 
B(2,0,0), et la droite A, qui passe par les points 
C(0, 2, 3) et D(4, 3, —1). 


h) La droite As, qui passe par les points E(1,—1,1) et 
F(2,2,3), et la droite Aj qui passe par les points 
G(5, 3, 7) et H(6, 6, 9). 


x=2+k 
À 18. Soit la droite A: 4 y = 1—2k où k € R. Quel est le point de 
z=-2-k 
A le plus proche du point Q? 
a) Q(0,0,0) c) Q(3,-1, —3) 
b) Q(2,3,-1) d) Q(1, 1, -5) 


| SECTIONS 8.2.1 À 8.2.4 


À 19. Lesquels des plans suivants sont parallèles ? 


TH: 3X+2y—5z=3 Ts: X—-2y—-z—=6 
H2:x-2y—-2z—3 Hé: —3X —2y —5z—=7 
H3:3xX-6y—-3z-=8 Hz: —xX+2y+2z=I1 
Ha: —3x -2y +5z=2 Hg: 6X+4y—-10z=5 


À 20. Lesquels des plans suivants sont perpendiculaires ? 
TH: 3X+2y —5z =3 T3: —x+y—=8 
H:x+y+z=2 Ha: —2x —7y—-4z=2 


À 21. Quel est le lieu géométrique décrit par l'équation 
x y Zz I 
13341... 
4561]. 
7 8 O0 1 


L 122. Montrez que l’équation 
[m1] 1 1 1 1 
X1 X2 X3 X 
Vi 2: Ys 7 
Z1 Z2 Z3 Z 
définit l'équation du plan Æ passant par les points non coli- 
néaires A(xx Yo 2h B(x, 2; 2) et C(xs, Va z3). 
À 23. Déterminez l’équation cartésienne du plan. 
a) Le plan 7; passant par les points A(-1, —3, 2), B(4, 2; 2) 
et C(-3, 1, 1). 
b) Le plan 7, passant par le point D(1, 2, -3) et perpendi- 
culaire au vecteur 73 =[-—1 4 2]. 
c) Le plan 7; passant par le point E(1, 1, —3) et parallèle au 
plan 74: 3x +2y — 5z = 3. 
d) Le plan 7; passant par le point F(2, 4, 6) et perpendicu- 
x+1 _y-2  z+3 


laire à la droite A: 


—4 5 
e) Le plan %, passant par le point d’intersection des droites 
+1 — 2 +3 — 3 — 3 
Av F = = Y = “ et A L _ = A = - ; 
3 4 5 —1 3 2 


et perpendiculaire à A;. 
f) Le plan 7; passant par le point G(2, —1, 1), et perpendi- 
culaire aux plans 
Hg: X+2Y—-Z—=3etT:2Xx+y+z—=2 
g) Le plan ÆQ passant par le point H(1, 1, 2) et contenant la 
droite A;:[x y z]=[4 1 1]+k/[3 1 1]oùk, eR. 
h) Le plan 7, passant par les points 1(4, 2, —1) et J(2, 2, 3), 
et parallèle à l'axe des abscisses. 


b 24. Soit les plans %,: 2x +3y+z=2etT,: x + y+2=3. 


a) 


b) 


c) 


d) 


Pour quelle valeur de b le plan T3: 6x + by + 3z = —7 
est-il parallèle au plan 7; ? 


Pour quelles valeurs de a et de b le plan 

Ta: AaX + by +52 = —7 
est-il perpendiculaire à chacun des plans 7; et 7, ? 
Lesquels des points suivants appartiennent au plan %;: 
A(0, 2,1), B(2, 2, 1), C(-2, —3, 8) et D(—4, 4, 3)? 
Quel point d’abscisse 2 et d'ordonnée 4 appartient au 
plan 7, ? 


b125. Quelle est l'équation normale du plan ? 


a) 
b) 


c) 


d) 


e) 


Le plan %;: 6x + 2y + 3z = —7. 
Le plan æ; passant par le point A(2, —3, 4) et parallèle au 
plan 7. 


Le plan %; passant par les points P(a, 0, 0), Q(0, b,0)et 
R(0, 0, &) où a, b et c sont des constantes différentes de 0. 


Le plan 
Ta:lx y z]=[1 2 3]+r[1 -1 2]+5[2 1 2] 
oùretse R. 
Xx=1+3r—-Ss 
Le plan %::4y =1+2r+2s oùretseR. 
Zz=-2+2r+s 


L 126. Déterminez l’équation vectorielle et les équations paramé- 
triques du plan. 


a) 
b) 
c) 


d) 


€) 


f) 


g) 


b) 


ï) 


T,: —4X — 6y + 2z = —-7 
T:X+y—-2Z2—=6 


Le plan #7; qui contient les droites 


5 = = 

AT y CARO 3 y Z 
2 —6 —4 —1 3 2 

Le plan æ, passant par le point A(-—1, 3, 2) et parallèle au 

plan yz. 

Le plan 7; passant par le point B(2, 4, —-2) et perpendi- 

culaire à l'axe des ordonnées. 

Le plan %4 passant par les points C(-1, —3, à), D(4, 2, 2) 

et E(-3, 1, 1). 

Le plan %; passant par le point F(1, 2, —3) et perpendi- 

culaire au vecteur # =[-1 4 2], 

Le plan 74 passant par Le point G(1, 1, 2) et contenant la 

droite A,:[x y z]=[4 1 1]+4[3 1 1]Joùk eR. 

Le plan %9 passant par les points H(4, 2, —1) et J(2, 2, 3) 

et parallèle à axe des abscisses. 


| SECTIONS 8.2.5 À 8.2.7 


À 27. Quelle est la distance à l’origine de chacun des plans donnés 
au numéro 23? 


À 28. Quel point du plan Æ: x + y +z = 5 est le plus proche de 
Porigine ? 
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A 29. 


À 30. 


À 31. 


A 32. 


Trouvez le point du plan le plus proche du point Q(2, —1, 3). 
a) M:-4X —-6y +2z = —7 

b) T:x+y-2z=6 

c) H3:2X+3y+z=4 


d) Le plan 7%, passant par lorigine, et parallèle à chacun des 
vecteurs # =[-1 3 1]etw=[3 1 1] 


e) Le plan 
ñs:[x y z]=[1 2 3]+r[1 -1 2]+5[2 1 2] 
oùretseR. 


Xx=1+3r-5s 


f) Le plan xé: 4 y = 1+72s oùretseR. 


z=-2+2r+s 


Quelle est la distance entre les lieux géométriques ? 

a) T:—4x —6y +2z = —-7 et TX: 2X + 3y — z = —-7 

b) A(2,-3,4) et æ3: x + 3y — z = -7 

c) B(-1,-1,3)etmi:x+y-2z=4 

d) C(2,1,-1)et ms: 2x-3y-42z=5 

e) Hé: —X+2y+2z=3et T7: 2x — Ay — 2z = —-6 

Î) T:x+2y+z=3et mo: 2x +47y +22 = -5 

g) To: X+y+4z=6etTi:2x+y—-2z=4 

h) D(-2,1,1) et le plan Æ2 qui passe par les points 
A(2,-3, 4), B(-1, —1, 3) et C(2, 1, —1). 

Lesquelles des droites suivantes sont perpendiculaires au 

plan t:-x+2y+2z=12 


x+1 _y-2 2 


A;: 
2 2 —4 
Aie, PE à 
2, 
x=3+2k 
A3:47=3-k oùk eR 
z = 3 
Au:lx y z]=[4 1 1]+k[2 -4 2]oùk, eR 
x=4-2k; 
A::47=2+4k oùk; € R 
z=4+2k 


Lesquelles des droites suivantes sont parallèles au plan 
Ti: -x+2y+z=1? 


XxX—3 y—3 z-3 


A;: = ————— 
2 3 —4 
Ars +3 243 
3 2 —1 
A3: =3-k oùk eR 
z = 3 


Au:lx y z]=[4 1 1]+k[3 1 1]Joùk eR 


1133. 


H 31. 


x=4-2k 
À: y=2-k où ke R 
z=4+3k 
Soit les droites 
— 2 
Ale 
3 4 5 


ainsi que les plans 
T:2X+y—-2z=setT,: —-6x + ty — 10z = 12 
a) Pour quelle ou quelles valeurs de s la droite A, est-elle 
parallèle au plan 7? 


b) Pour quelle ou quelles valeurs de s la droite A; appartient- 
elle au plan x? 

c) Pour quelle ou quelles valeurs de s la droite A; est-elle 
située à 5 unités du plan x,? 

d) Pour quelle ou quelles valeurs de f la droite A, est-elle 
parallèle au plan x; ? Quelle est alors la distance entre la 
droite et le plan ? 


e) Pour quelle ou quelles valeurs de f la droite A; est-elle 
perpendiculaire au plan x; ? 


f) Pour quelle ou quelles valeurs de r les droites A, et A, 
sont-elles concourantes ? Quel est alors le point d’inter- 
section de ces deux droites ? 


Trouvez l’erreur que contient le raisonnement. 
a) Le point Q(2, 1, 3) appartient au plan 
H:3X+2Y—-2Z=S5 
Par conséquent, la distance entre le plan 7, et le plan 
T2: 4AX — 2y + z = 7 est donnée par 
(20) + 20 + DO) -7 
Je +ESN ar 


aq + bg + cq3 — d 
Va? + b2 + c2 


_ 2 
V21 
= 0,4 unité 


b) La distance entre les plans m:3x+2y-z=5 et 
T2: 6x + 4y — 2z = 8 est donnée par 


d - d; 5—8 
Va? + b2 + 02 32 +22 +(-1) 
3 
"V4 
= 0,8 unité 


c) Soit un point Q(-1, 2, 3) de la droite 
X+1 y—-2 z+3 
3 4 5 
La distance entre cette droite etle plan ZT: 4x — 2y + z = —5 
est donnée par 


A: 


(1) + (2)0) + C3) - C5) 
V42 + (2) +12 


aq + bq æ : 
Va? + b2 + c2 


6 
V21 


= 1,3 unité 


| SECTION 8.2.8 


À 35. 


1136. 


Trouvez la distance entre les deux droites. 
X—1 y+l 
ERES 
A:[x y z]=[1 2 -1]+k[1 -1 3]Joùk eR 


a) A: =3-zet 


D 


X+I1 y—-2 z-1 


b) A3: et 
} Ai, 2 5 
x=3-—4k, 

AVE Y=k où k& ER 

Z= 2 
+2 
ü UNE MP Re RE" 
—1 3 
mn has 
2 —6 —4 


Vérifiez que les droites À, et À, sont gauches, et déterminez 
les points Q, € A, et Q, € À, qui sont les plus proches l’un 
de l’autre. 


z—1 
-1 
A:[x y z]=[2 0 3]+k[0 1 -2]Joùk eR 


a) A:x—-2=7y= et 


b) A: PSE et 
Le 2 = = 


A,:[x y z]=[2 3 2]+k[1 1 -1]Joùk, eR 


| SECTIONS 8.2.9 ET 8.2.10 


A 37. 


Trouvez l’intersection des lieux géométriques. 
a) Le plan %,: 3x + 2y — z = 5 et les axes de coordonnées 
b) m;:x+27-2=5,7;:x-y+2z=8et 
Ta: 3X +37 —6 
C) 5: 
A:fx y z]=[1 2 -1]+K[1 -1 3Joùk eR 
d) %: 
A:fx y z]=[6 3 -4]+k&[2 1 -3]loùk, eR 


x+y—-z=s5et 
x+y+z=s5set 


X+2 y+2 z+l 
—1 3 2 


e) Æ7:2x+y—7z=5etA;: 


D D = ———# 


Î) Te: 
) 7e 5 5 3 


. Quel angle la diagonale d’un cube forme-t-elle avec une face 


de ce cube? 


L'équation x: # - QX = 0 est celle du plan Æ passant par 
le point Q et de vecteur normal # où # # 0. L'équation 
A: PX = kd où k € R est celle de la droite À passant par le 
point P et de vecteur directeur d où d # 6. 


a) Montrez que la droite À est parallèle au plan æ si 
ñ-d=0. 


À 40. 


À A1. 


b\ 42. 


À 43. 


b\ 44. 


45. 


b) Montrez que, si #- d # 0, le vecteur position du point 
d’intersection R de la droite A avec le plan 7 est égal à 


op +(220); 
d 


ñ- 
c) Montrez que la distance entre le point P de A et le point 
d’intersection R de la droite A avec le plan x est égale à 


ñ : PQ 


= PO lta 


Trouvez l’angle entre les deux lieux géométriques. 
a) Æ:3x+27-z=5etT,;:xX-y+2z2=8 
x—1 y+l 
es — 
c) ma:[x y z]=[2 -3 4]+r[-1 3 2]+s[2 1 2] 


oùretseR,etfm:x-y-2z=5 


3— Z 


b) 73:3x+2y+z=5etA;: 


x=3—-4k 
d) Z:x-y+2z2=8etA,;:4y=k oùk ER 
z=2 


Déterminez les équations demandées. 


a) Les équations symétriques de la droite A; passant 
par le point A(-1,-—3, 2) et perpendiculaire au plan 
Ti: 3X +2y —5z = 3. 

b) Les équations paramétriques de la droite d’intersection 
À, des plans Æ,: x -y+2z=3et 7: x +y+72= 6. 

c) Léquation vectorielle de la droite d’intersection A; des 
plans Ti: 2X+y-2z2=3etT:x+2y+z=6. 


d) Léquation vectorielle de la droite d’intersection A, des 
plans 


ñé:[x y z]=[2 -3 4]+r[-1 3 2]+s[2 1 2] 
oùretseR,etZ;:x-y—-2z=5. 


e) Les équations symétriques de la droite A; passant par le 
point B(1, 1, 1) et parallèle aux plans 


zg:[x y z|=[1 -3 4]+r[-1 3 2]+5s[2 1 2] 
Ho:[x y z]=[1 2 1]+k[1 -3 2]+4[1 1 2] 
où k,r,sette KR. 


Décrivez trois approches différentes qui permettent de véri- 
fier si quatre points sont coplanaires. 


Montrez que les points A(1, 2, 4), B(3, 1; 1) C( 1,—1, 9) 
et D(, —2, 6) sont coplanaires. 


Quelle est l'équation du plan dont chaque point est équidis- 
tant de A(2, 4, 1) et de B(6, 2, 3)? (Indice: Le plan cherché 
est nécessairement perpendiculaire au vecteur AB et il passe 
par le milieu du segment de droite AB.) 


Un plan %, situé à une distance p de l’origine, coupe les 
axes de coordonnées aux points A(a, 0, 0), B(0, b, 0) et 
C(0, 0, c), où a, bet c sont des constantes différentes de 0. 
1 1 1 

+ 


Montrez que 
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À 46. 


À 47. 


À 48. 


À 49. 


394 


Soit À, B et C trois points non colinéaires de l’espace. Expli- 
quez pourquoi l'équation vectorielle AX -(AB X AC) = 0 
décrit l’ensemble des points X(x, y, z) du plan qui passe par 
A,B et C. (Indice: Vous pouvez fonder votre argumentation 
sur l'interprétation d’un produit scalaire nul ou encore vous 
servir de l’interprétation géométrique du produit mixte.) 


Complétez les énoncés. 


Pour définir l'ensemble des points X(x, y, z) d’un plan de 
l'espace, il faut déterminer: 


e soit points 
du plan; 

. soit un point du plan et un vecteur 
au plan; 

+ soit vecteurs linéairement 


et parallèles au plan et un du plan. 


Chacune des trois méthodes décrites au numéro 47 s'écrit 
sous une forme vectorielle. Associez une méthode à chacune 
des expressions vectorielles suivantes. Justifiez votre choix. 


e ñ-PX =0 
+. PX=käü+kiouketk eR 
+ AX-(AB x AC)= 0 


Dites si l'énoncé est vrai ou faux, et justifiez votre réponse. 


a) Si d est un vecteur directeur d’une droite À et si À est un 
point de cette droite, alors tout point X(x, y, z) de la 
droite A vérifie l'équation vectorielle d x AX = 0. 


b) Deux droites parallèles à une troisième sont parallèles 
entre elles. 


c) Deux droites qui en coupent une troisième sont concou- 
rantes. 


d) Deux plans parallèles à une même droite sont parallèles 
entre eux. 


e) Deux plans parallèles à un troisième sont parallèles 
entre eux. 


f) Deux plans perpendiculaires à un troisième sont parallèles 
entre eux. 


g) Deux droites perpendiculaires à un même plan sont paral- 
lèles entre elles. 


h) La distance du plan x: 2x — 3y + 4z = 5 à l'origine est de 
5 unités. 


i) Les deux droites A;:[x y z]=[2 1 2]+k[1 1 2] 
où k eR et A:[x y z]=[1 4 4]+k[-1 1 0], 
où k, € R sont concourantes et perpendiculaires. 


j) Un plan est entièrement déterminé par trois points non 
colinéaires. 


k) Lintersection de trois plans non parallèles est un point de 
l'espace. 


D Le plan x: 2x + 4z = 0 passe par l'origine et il est perpen- 
diculaire à l'axe des ordonnées. 


m) Trois points quelconques de l'espace sont coplanaires. 


CHAPITRE 8 


LL 50. 


n) Léquation a(x — p,)+ b(y — p:)+ c(z— p3) = 0 décrit le 
plan passant par le point P(p:, p>, p;) et de vecteur nor- 
malñ =[a b c]. 

o) Le plan æ: by + cz = d, où b, c et d sont des constantes 
différentes de 0, est parallèle à axe des abscisses. 


p) Soit a, bet c trois constantes différentes de 0. l'équation 
x z 
— + + — = 1 décrit le plan 7 qui coupe les axes de 
a c 


coordonnées aux points A(a, 0, 0), B(0, b, 0) et C(0, 0, c). 
q) Léquation d’un plan parallèle au plan xz est de la forme 
y = k où k est une constante réelle. 


Soit les droites décrites ci-dessous: 
x 2 z +3 

AVE = y—-4= : 

CAC = 

A,:la droite qui passe par les points U(7,7,-7) et 
V (10,9, —8); 

A3:[x y z]=[3 2 -3]+4,[3 2 -1]oùk, eR. 

a) Quelle est l'équation vectorielle de la droite A; ? 

b) Parmi les points A(2, 4,3), B(6,6,—9) et C(0, 3, 0), 
lesquels appartiennent à la droite A, ? 


c) Donnez un vecteur directeur de la droite A. 
d) Quelles sont les équations paramétriques de la droite À, ? 
e) Quelles sont les équations symétriques de la droite A? 


f) Montrez que les droites À, et A; sont parallèles. Quelle 
est la distance entre ces deux droites ? 


g) Montrez que les droites A, et À, sont concourantes. Quels 
sont le point d’intersection de ces deux droites et l'angle 
qu'elles déterminent ? 


h) Quelle est la distance entre la droite A; et le point 
Q(2,1, 4)? 

i) Quel point de la droite A, est le plus proche du point Q? 

j) Quelle est la distance entre les droites A, et A? 


k) Quelle est l'équation vectorielle du plan 7, qui contient 
les droites A, et A, ? 


1) Quelles sont les équations paramétriques du plan 7; défini 
en k? 


m) Quelle est l'équation cartésienne du plan 7, défini en k? 
n) Quelle est la distance entre le plan 7, et l'origine ? 

o) Quel point du plan 7, est le plus proche de l'origine ? 

p) Quel est angle entre l'axe des cotes et le plan 7; ? 


q) Quelle est l'équation vectorielle de la droite d’intersec- 
tion À, du plan 7, et du plan #, qui passe par les points 
D(2, 3, 1), E(1, 4, 2)et F(3,2,-1)? 

r) Quel est l'angle dièdre entre les plans 7, et 7? 

s) Quelle est l'équation cartésienne du plan ZT; passant par 
le point G(1, 2,1) et perpendiculaire à la droite d’inter- 
section des plans 7, et 7, ? 

t) Quel est le point d’intersection de la droite À; et du 
plan æ;, et quel est l'angle déterminé par A, et 73? 

+ JET 
| — 


u) Montrez que la droite A; : 
tient au plan 73. 


= z— 2 appar- 


EXERCICES de révision (chapitres 1 à 8) 


1. Dites si l'énoncé est vrai ou faux, et justifiez votre réponse. 


a) ‘Toutes les bases de R° sont orthogonales. 


b) Toute opération élémentaire de ligne peut être inversée 
par une opération élémentaire de ligne. 


c) Si ä x ÿ = 0, alors à = 0 ou ÿ = 0. 


. Soit le parallélépipède rectangle (prisme rectangulaire) suivant: 


E F 


a) Remplacez l'expression par un seul vecteur. 
i HD+HÉ 
il BC+EF 
iü. GÀ — FA + BA - CE 
b) Vérifiez que AC + AF + AH = 2AB + 2AD + 2AË. 
c) Exprimez | [AG] | en fonction de|| AB] , de | [AD] et de | [AE] | 


. Soit les points O(0, 0, 0), A(4, 0, 0), B(0, 6, 0) et C(0, 0, 3). 


a) ‘TIracez le tétraèdre dont les sommets sont situés aux 
points O, À, B et C. 


b) Quel est le volume de ce tétraèdre? 


c) Quelle est l'aire du triangle ABC? 


. Un immeuble compte 100 appartements tous loués. On y 
trouve trois types d'appartements occupant respectivement 
des superficies de 100 m?, de 150 m° et de 200 m2. Les coûts 
mensuels de location de ces appartements sont respectivement 
de 1 000 $, de 1 400 $ et de 2 000 $. Combien d’appartements 
de chaque type cet immeuble compte-t-il si la superficie totale 
des appartements est de 15000 m? et que les revenus men- 
suels de location sont de 146 000 $ ? 


. Deux usines (U; et U;) d’une même entreprise manufactu- 
rière doivent acheter trois types de matières premières 
(M, M, et M;) d'un de deux fournisseurs (F et Æ). Les ma- 
trices À et B donnent respectivement les quantités requises 
par chacune des deux usines et les prix unitaires des matières 
premières selon le fournisseur. 


U, U; 
M, M; M; 
300 200 | M; 200 120 1601 Æ 
A=|200 150/M  B=| 2 350 20 |p 
100 200 | M; ‘ 


a) Quelle opération matricielle faut-il effectuer sur les ma- 
trices À et B pour déterminer la matrice des prix des 
matières premières pour chacune des deux usines selon 
chacun des fournisseurs ? 


b) Effectuez l'opération matricielle déterminée en 4. 


c) Quel fournisseur présente la facture la moins élevée pour 
usine U, ? 


. Soit les vecteurs 1 =[-1 1 —1|, 4 =[2 O0 1], 


u3 =[1 k 1]etu; =[0 0 1]. 
a) Que vaut 4u, + 24, —- 5ui? 
b) Quevautx :w ? 

c) Que vaut Il || ? 


d) Pour quelle ou quelles valeurs de k peut-on exprimer le 
vecteur #4 comme une combinaison linéaire des vecteurs 
Ui, U etuz? 


. Soit le plan d’équation x: x + y +2z = 8. 


a) Quels sont les points d’intersection du plan x avec les axes 
de coordonnées ? Notez ces points À (intersection de x et 
de l'axe des abscisses), B (intersection de x et de l'axe des 
ordonnées) et C (intersection de 7 et de l'axe des cotes). 


b) Quelle est l'équation vectorielle du plan x ? 

c) Quel est le barycentre P de l'origine et des points A,BetC, 
soit le point P tel que PA + PB + PC +PO=0? 

d) Quelles sont les équations paramétriques de la droite A 


qui passe par le barycentre P et qui est perpendiculaire au 
plan x? 


e) Quel est le point d’intersection R de la droite À et du 
plan x ? 


f) Quelle est la relation entre le point R, le barycentre et le 
plan x? 


g) Quelle distance sépare les points P et R? 


. Soit les vecteurs 27 =[-1 1 —1], #; =[0 —1 1] et 


u3 =[1 0 1|. 

a) Vérifiez que les vecteurs 4%, 4 et u3 forment une base 
de R°. 

b) Exprimez le vecteur #4 = [—1 2 —1] comme une com- 
binaison linéaire des vecteurs 4, u, et u3. 


c) La matrice P dont les colonnes correspondent aux com- 
posantes des vecteurs w,,u, et u; est dite matrice de pas- 


—1 01 
sage d’une base à une autre: P =] 1 —1 0 |. Appliquez 
—1 11 


la méthode de Gauss-Jordan pour déterminer P1. 


Les exercices 9 et 10 ne s'adressent qu'aux étudiants en sciences 
humaines. 


9. On classe les voitures dans une des trois catégories suivantes: 


compactes (catégorie 1), intermédiaires (catégorie 2) et 
luxueuses (catégorie 3). Dans une étude portant sur les per- 
sonnes qui changent de voiture chaque année, on a pu établir 
que 70 % des propriétaires d’une voiture compacte qui 
achètent une nouvelle voiture achèteront à nouveau une voi- 
ture compacte et que 20 % opteront plutôt pour une voiture 
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intermédiaire. On a également établi que 90 % des proprié- 
taires d’une voiture intermédiaire opteront à nouveau pour 
une voiture de cette catégorie, les autres propriétaires se 
tournant dans des proportions égales vers une des deux 
autres catégories. Enfin, 30 % des propriétaires de voitures 
luxueuses passeront à une voiture intermédiaire, les autres 
ayant décidé de rester fidèles aux voitures luxueuses. 


a) Construisez le diagramme de transition. 
b) Construisez la matrice de transition. 


c) Si 40 % des propriétaires possèdent présentement une 
voiture compacte, 50 % une voiture intermédiaire et 10 % 
une voiture luxueuse, déterminez la proportion de cha- 
cune des catégories de voitures dans 2 ans. 


d) À long terme, chez les personnes qui changent de voiture 
chaque année, quelle sera la répartition des voitures par 
catégorie ? 


La matrice À représente la matrice input-output d’une 
économie ouverte et la matrice D la matrice de la demande 


finale. 
0,3 0,2 
_. pÂ-[“ 
0,4 0,5 26 
a) Combien de secteurs économiques cette économie 
compte-t-elle ? 


b) Donnez la valeur et le sens de 41. 


c) À quelle équation matricielle la matrice X de la valeur des 
outputs permettant de répondre à la demande finale doit- 
elle satisfaire ? 


d) Déterminez la matrice X des outputs permettant de ré- 
pondre à la demande finale. 


Les exercices 11 à 16 ne s'adressent qu'aux étudiants en sciences 
de la nature. 


11. 


Soit ä, ÿ et W des vecteurs non nuls de R” tels que chacun 
de ces vecteurs est orthogonal aux deux autres. 


a) Si aü + bv + cw = 0, trouvez la valeur de la constante 4. 
[Indice : Évaluez le produit scalaire % - (aü + bÿ + cw).] 


b) Déduisez du résultat obtenu en a que les vecteurs %, v 
et w sont linéairement indépendants. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Soit 4,4 et uz trois vecteurs non nuls de R qui sont per- 
1» U2 3 

pendiculaires deux à deux (a Lu ,uù Luz etu; L u:) 

et tels que Ÿ = 4 ui + DU + a3U. 


a) Exprimez Ÿ - u;, où i = 1, 2 ou 3, en fonction des sca- 
laires &, a, et a, et des normes rx | || et les]. 

b) À partir du résultat obtenu en a, exprimez la constante a 
en fonction des vecteurs 4 et ÿ, ainsi que de leurs normes. 


Si ä, Ÿ et # sont des vecteurs unitaires de R? tels que cha- 
cun de ces vecteurs est orthogonal aux deux autres, mon- 
trez que la norme du vecteur d = aü+bÿ+cw vaut 


Ild|| = Va? +b2 +c2. 


Soit ä et ÿ deux vecteurs non nuls de R" qui ont la même 
norme. Montrez que les vecteurs ü + ÿ et 4 — ÿ sont ortho- 
gonaux. 


Soit les vecteurs # =[1 0 1 O], 
a =[1 1 -1 —1letu; =[1 0 0 1]. 


a) Que vaut 34, — 2u; — wi ? 


u =[0 101] 


b) Que vaut 4; - u3 ? Que pouvez-vous dire à propos des vec- 
teurs 4j et u3 ? 


c) Que vaut A |? 


d) Les vecteurs 4j, #3, u3 et uz forment-ils une base de R{? 
Justifiez votre réponse. 


Dans une molécule de méthane (CH,), les atomes d’hydro- 
gène sont situés aux sommets d’un tétraèdre régulier. La 
distance entre un atome de carbone et un atome d’hydrogène 
est de 1,1 À. L’angle de liaison @ déterminé par les vecteurs 
issus de l’atome de carbone et joignant des atomes d’hydro- 
gène mesure arccos(— 14). 


a) Si l'atome de carbone est situé à l'origine O d’un repère 
cartésien, que À, un des sommets du tétraèdre (un atome 
d'hydrogène), est situé sur la partie positive de l'axe des 
cotes, et qu'un autre sommet B (un autre atome d’hydro- 
gène) a une abscisse nulle et une ordonnée positive, déter- 
minez les coordonnées de À et de B. 


b) En recourant à des méthodes vectorielles, déterminez la 
distance entre deux atomes d'hydrogène d’une molécule 
de méthane. 


c) Quelle est l'aire totale de la surface du tétraèdre dont les 
sommets sont les atomes d'hydrogène ? 
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PROGRAMMATION LINÉAIRE 


CHAPITRE 9 


De nos jours, on recourt aux 
ordinateurs dans la plupart des 
domaines de l’activité humaine, 

que ce soit en science, en médecine 
ou en affaires. Toutefois, avant 

de soumettre un problème à un 
ordinateur, il faut l'analyser et 
construire un modèle mathématique. 


George Bernard Dantzig 


Au chapitre 4, nous avons vu comment résoudre un système 
d'équations linéaires par la méthode d'élimination gaussienne en 
effectuant des opérations élémentaires de ligne. Au chapitre 6, 
nous avons représenté graphiquement une droite dans un plan 
cartésien et nous avons vu comment déterminer l'intersection 
de deux droites. 


Dans le présent chapitre, nous allons recourir aux stratégies 
étudiées dans les chapitres 4 et 6 pour déterminer l'optimum 
(le maximum ou le minimum) d'une fonction économique sou- 
mise à des contraintes linéaires. Ainsi, nous verrons qu'une droite 
délimite deux demi-plans, que plusieurs droites délimitent un 
polygone, que l'optimum de la fonction économique est situé 

à l'un des sommets de ce polygone, qu'on évalue ces sommets 
par la résolution d'un système d'équations linéaires, etc. 


La méthode du simplexe, que nous étudions dans le présent 
chapitre, recourt aux opérations élémentaires de ligne et permet 
de résoudre des problèmes complexes d'optimisation. 


OBJECTIFS 


e Décrire l'objet de la programmation 
linéaire (9.1). 


° Formuler un programme linéaire (9.1). 


e Déterminer graphiquement le domaine 
réalisable d'un programme linéaire 
(9.2). 


° Représenter une fonction économique 
à l'aide de courbes de niveau (9.3). 


e À l'aide d'une représentation gra- 


phique appropriée, déterminer l'opti- 
mum d'une fonction linéaire de deux 
variables indépendantes soumises à 

des contraintes (9.3). 


Déterminer les valeurs des variables 
de décision qui optimisent une fonc- 
tion économique (9.3 et 9.4). 


e Appliquer la méthode du simplexe 
pour résoudre un problème de 
maximisation standard (9.4). 


° Appliquer la méthode du simplexe 
pour résoudre un problème de 
minimisation (9.4). 
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UN PORTRAIT DE 


George Bernard Dantzig 


George Bernard Dantzig 


CHAPITRE 9 


Le «père de la programmation linéaire», George Bernard Dantzig, 
naquit le 8 novembre 1914 à Portland (Oregon), et décéda à 
Stanford (Californie) le 13 mai 2005. Ses parents (Tobias Dantzig, 
un Russe, et Anja Ourisson, une Polonaise) étudiaient les mathé- 
matiques à la Sorbonne, à Paris, lorsqu'ils se rencontrèrent. 
Tobias Dantzig enseigna les mathématiques pendant de nom- 
breuses années à l'Université du Maryland où, au moment de sa 
retraite, il était directeur du département de mathématiques. 
Tobias Dantzig était également écrivain et il aurait bien aimé 
qu'un de ses enfants le fût aussi. C'est pour cette raison qu'il 
nomma son fils aîné en l'honneur de l'auteur George Bernard 
Shaw. Pour ne pas s'aliéner les membres de sa profession, il 
nomma son deuxième fils Henri Poincaré Dantzig, en l'honneur 
d'un de ses professeurs à la Sorbonne, le célèbre mathématicien 
français Henri Poincaré, homme qu'il admirait beaucoup. 


À l'école, du moins jusqu'en neuvième année, les résultats en 
mathématiques de George Dantzig n'étaient pas très bons; en fait, 
selon ce qu'il racontait, Dantzig avait même failli avoir un échec 


à son premier cours d'algèbre. Toutefois, ces difficultés ne furent que temporaires puisqu'il 
se découvrit une passion pour la géométrie et qu'il commença alors à exceller en mathéma- 
tiques. Sur les traces de son père, il poursuivit donc des études en mathématiques, d'abord 
à l'Université du Maryland, qui lui décerna un baccalauréat en 1936, puis à l'Université du 
Michigan, où il réussit une maîtrise en 1937. Ses études lui laissèrent cependant un goût amer: 
à l'Université du Maryland, on ne lui avait montré aucune application des mathématiques, 
alors qu'à l'Université du Michigan, les cours étaient tellement abstraits qu'il abandonna ses 
études supérieures dès l'obtention de sa maîtrise. Il se chercha alors un emploi et devint 
statisticien au Bureau of Labor Statistics des États-Unis, où il travailla pendant deux ans. En 
1939, Dantzig entreprit des études doctorales en statistique à l'Université Berkeley sous la 
direction du célèbre statisticien Jerzy Neymann. Il n'obtint toutefois son diplôme qu'en 1946 
puisqu'il décida d'interrompre ses études pour travailler comme statisticien pour l'armée de 
l'air américaine. C'est d'ailleurs dans cet emploi qu'il élabora, en 1947, la méthode du simplexe, 
qui permet de résoudre des problèmes de logistique comportant un très grand nombre de 
variables. Après un séjour dans les milieux militaire et industriel, Dantzig obtint un poste 
de professeur d'abord à l'Université Berkeley (en 1960), puis à l'Université Stanford (en 1966). 
llreçut de nombreux prix et honneurs au cours de sa carrière, dont plusieurs doctorats honoris 
causa, le John von Neumann Theory Prize et la National Medal of Science. 
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Programmation linéaire 


La programmation linéaire est la 
branche des mathématiques qui a pour 
objet l'optimisation (soit la recherche 
d’un maximum ou d’un minimum) 
d’une fonction linéaire de plusieurs 
variables indépendantes soumises à 

des contraintes présentées sous la forme 
d'équations ou d’inéquations linéaires. 


Optimisation 

Loptimisation d’une fonction est la 
recherche des valeurs optimales (maxi- 
male ou minimale) de la fonction, ainsi 
que de la ou des valeurs des variables 


indépendantes qui optimisent la fonction. 


Fonction linéaire 


Une fonction linéaire de n variables 
indépendantes est une fonction du 
type Z = GX + CoXx2 ++ c,Xx,, 
OÙ Cy, C2, Cn € R. 


Fonction économique 


La fonction économique d’un pro- 
gramme linéaire est la fonction qu'on 
veut optimiser. Dans un programme 
linéaire, la fonction économique est 
une fonction linéaire des variables de 
décision: Z = CX + CX2 +-+0,x, 
OÙ Es Cas es Cn € R, et Xi: X2, ce, Xy 
sont les variables de décision. 


Variables de décision 


Les variables de décision d’un problème 
de programmation linéaire sont les 
variables dont la fonction économique 
dépend et dont on veut déterminer les 
valeurs pour optimiser cette dernière. 


Coefficients économiques 

Les coefficients économiques d’un pro- 
gramme linéaire sont les coefficients c; 
des variables de décision de la fonction 
économique à optimiser, soit de la 
fonction z = Xi + CX2 +. +c,x,. 


Programme linéaire 

En programmation linéaire, un pro- 
gramme linéaire est la formulation 
mathématique de l'objectif poursuivi 
(maximiser ou minimiser la fonction 
économique) et des différentes con- 
traintes auxquelles sont soumises les 
variables de décision. 
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MODÉLISATION MATHÉMATIQUE 


DANS CETTE SECTION : programmation linéaire - optimisation - fonction linéaire - fonction 
économique - variables de décision - coefficients économiques - programme linéaire. 


Dans la vie de tous Les jours, des personnes et des entreprises doivent prendre des 
décisions pour atteindre des objectifs. Par exemple, un constructeur en habitation 
cherchera à s’'approvisionner en matériaux de construction au meilleur prix pos- 
sible; une ingénieure industrielle verra à répartir le temps de travail des différents 
employés d’une usine de façon à produire la plus grande quantité de biens possible 
ou encore à produire un ensemble de biens qui rapporteront le plus grand profit 
possible ; une diététiste voudra établir des menus économiques pour des personnes 
vivant dans des quartiers défavorisés, etc. Toutes ces situations comportent une carac- 
téristique commune : il s’agit de prendre une décision optimale (celle qui engendre, 
selon la situation, la valeur minimale ou la valeur maximale) dans un contexte où 
des contraintes limitent les choix possibles. Ainsi, la diététiste précitée doit non 
seulement établir un menu au plus faible coût possible, mais également s'assurer que 
ce menu répond à certaines exigences nutritionnelles du point de vue calorique, 
protéique, vitaminique, etc. La répartition des ressources dans une usine est éga- 
lement soumise à des contraintes de temps, de ressources humaines, de budget, 
d’équipement, etc. 


Dans certaines circonstances, à certaines conditions, on peut recourir à la program- 
mation linéaire pour prendre une décision optimale. La programmation linéaire 
est la branche des mathématiques qui a pour objet l'optimisation (soit la recherche 
d’un maximum ou d’un minimum) d’une fonction linéaire de plusieurs variables 
indépendantes soumises à des contraintes présentées sous la forme d’équations ou 
d’inéquations linéaires. En programmation linéaire, on cherche à optimiser une 
fonction, appelée fonction économique (ou fonction objectif), qui s'exprime sous la 
forme z = Xi + c2X) +---+ c,x,. La fonction économique dépend des variables 
Xi, X2, -., X, qui sont appelées des variables de décision parce qu’il faut décider 
laquelle ou lesquelles des valeurs de ces variables permettent d’atteindre un opti- 
mum, alors que les coefficients de ces variables (les c;) sont appelés coefficients 
économiques. Les variables x, x», ..., x, ne peuvent généralement pas prendre 
toutes les valeurs réelles ; elles sont habituellement soumises à n contraintes de non- 
négativité (x; Z O0 pour j = 1,2,..., n) et à d’autres contraintes présentées sous la 
forme d’équations ou d’inéquations, c’est-à-dire sous l’une des formes suivantes: 


Xi + Xi +-.-+4a,x, = b 
Xi + MX +. +4a,x, > b 
dX + DX2 + +4,Xxy 2 

Xi + Xi +: +4,x, < b 


Xi + Xi +-.-+4a,x, <b 


Un programme linéaire est la formulation mathématique de l'objectif poursuivi 
(maximiser ou minimiser la fonction économique) et des différentes contraintes 
auxquelles sont soumises les variables de décision. Les problèmes simples de pro- 
grammation linéaire comportant seulement deux variables indépendantes peuvent 
être représentés graphiquement, et on obtient facilement leur solution. Par contre, 
ceux comportant un très grand nombre de variables indépendantes nécessitent 
l'emploi d’une méthode, dite du simplexe, et préférablement d’un ordinateur. Pour 
résoudre un problème d’optimisation en programmation linéaire, il faut d’abord 
établir son programme linéaire. C’est ce qu’illustre l'exemple 9.1. 


EXEMPLE 9.1 


Un employé d’une entreprise est chargé de l’assemblage d’un modèle de calcula- 
trice scientifique et d’un modèle de calculatrice financière. Cet employé prend 
5 min pour assembler une calculatrice scientifique et 4 min pour assembler une 
calculatrice financière. Le matériel requis pour la production d’une calculatrice 
scientifique coûte 3 $, alors que celui qu'il faut pour une calculatrice financière 
coûte 4 $. Le profit tiré de la vente d’une calculatrice scientifique est de 11 $ alors 
qu’il est de 10 $ pour une calculatrice financière. Le budget disponible pour 
l’achat de matériel est de 320 $ par quart de travail de 8 h. L'entreprise veut déter- 
miner le nombre de calculatrices de chaque modèle que l'employé doit assembler 
dans un quart de travail afin de maximiser le profit, en supposant que chaque 
calculatrice produite est effectivement vendue. Modélisons la situation. 


Nommons d’abord les variables de décision. Dans cet exemple, il y en a deux: 


*_x représente le nombre de calculatrices scientifiques assemblées dans un quart 
de travail; 


*_y représente le nombre de calculatrices financières assemblées dans un quart 
de travail. 


Ces deux variables sont soumises à des contraintes, notamment une contrainte 
de non-négativité, une contrainte de temps et une contrainte budgétaire. 


En effet, l'employé doit assembler un nombre non négatif de chaque modèle de 
calculatrice, ce qu'on peut traduire par les inéquations x 2 0 et y > O. 


De même, cet employé consacre au plus 480 min (8 h) à l'assemblage des calcu- 
latrices. Les temps requis pour l'assemblage de x calculatrices scientifiques et de 
y calculatrices financières sont respectivement de 5x (soit 5 min par calculatrice 
multiplié par le nombre de calculatrices) et de 47, de sorte que la contrainte de 
temps s'exprime par l’inéquation 5x + 4y < 480. 


Enfin, l’inéquation 3x + 4y < 320 traduit la contrainte budgétaire. En effet, 
l’entreprise dispose d’un budget d’au plus 320 $ pour produire x calculatrices 
scientifiques, qui occasionnent une dépense unitaire de 3 $, et y calculatrices 
financières, qui occasionnent une dépense unitaire de 4 $. 


L'objectif de l’entreprise est de maximiser le profit (P). Or, comme les profits 
unitaires tirés de la vente d’une calculatrice sont respectivement de 11 $ (calcu- 
latrice scientifique) et de 10 $ (calculatrice financière), l'expression mathématique 
du profit est P = 11x + 10 y. Cette dernière fonction est la fonction économique 
du problème dont les coefficients économiques sont 11 et 10 respectivement. 


Le programme linéaire consiste donc à: 


maximiser 
P=11x +107 


sous les contraintes 
5x +47 < 480 


3x +4y < 320 


et les contraintes de non-négativité 
x 20 


720 
Cette façon d’écrire un programme linéaire est très explicite et en présente bien 


les différentes composantes. Toutefois, elle occupe beaucoup d’espace. Afin de 
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réduire l’espace utilisé, on peut aussi écrire, sur la même ligne, que le programme 
linéaire consiste à maximiser P = 11x + 10 y sous les contraintes 5x + 4y < 480, 
3x + 4y < 320, x >= Oet y Z 0. Vous conviendrez sans doute que cette formula- 
tion mathématique du problème est beaucoup plus synthétique que la précédente 
et surtout plus synthétique que celle de l’énoncé initial. Tel est un des avantages 
de la modélisation mathématique. 


UN PEU D'HISTOIRE 


L'histoire de la thèse de doctorat de George Bernard Dantzig fait 
maintenant partie du folklore mathématique. En voici le récit tel 
que l'a rapporté Dantzig lui-même lors d'une entrevue qu'il accor- 


cognait à la porte. C'était Neymann. Il est entré précipitamment dans 
la maison, très fébrile et a dit: «J'ai écrit une introduction pour un de 
vos articles. Vous devez la lire immédiatement, je dois l'envoyer sans 


daïit à D. À. Albers et à C. Reid. 


AUS 


[...] j'étais arrivé en retard à un des cours de Neymann. Il y avait déjà 
deux problèmes écrits sur le tableau, et j'ai cru qu'il s'agissait d'un 
devoir. Je les ai donc copiés. Quelques jours plus tard, je me suis excusé 
auprès de Neymann pour avoir pris tant de temps pour lui remettre 
mon devoir - les problèmes m'avaient semblé plus difficiles qu'à 
l'habitude. Je lui ai demandé s'il voulait toujours que je luiremette ma 
copie. Il m'a dit de la déposer sur son secrétaire. J'étais un peu inquiet à 
cause du désordre qui y régnait; j'avais peur que mon travail soit perdu 
à jamais. Quelque six semaines plus tard, un dimanche matin, vers huit 
heures, ma femme Anne et moi avons été réveillés par quelqu'un qui 


tarder avec votre article pour qu'il soit publié.» Pendant un moment, 
je n'avais aucune idée de ce qu'il voulait dire. En deux mots, les pro- 
blèmes qui étaient au tableau et que j'avais résolus en pensant qu'il 
s'agissait d'un devoir étaient en réalité deux célèbres problèmes de 
statistique qui n'avaient pas encore été résolus. 


L'année suivante, je cherchais un sujet pour ma thèse de doctorat et 
j'en ai fait part à Neymann, qui a haussé les épaules et m'a dit de mettre 
les solutions des deux problèmes dans un classeur à anneaux et qu'il 
les accepterait comme thèse”. 


* Traduit de D. A. Albers et C. Reid, The College Mathematics Journal, &An Interview with 
George B. Dantzig: The Father of Linear Programming», mars 1986, p. 301. 
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Une diététiste a recommandé à un de vos amis de prendre quotidiennement au 
moins 96 unités de vitamine À et au moins 140 unités de vitamine B. Après une 
recherche sur la composition des aliments, votre ami apprend qu'un gramme 
d’un aliment X contient 0,8 unité de vitamine A et 1,5 unité de vitamine B, et 
qu'un gramme d’un aliment Y contient 1,2 unité de vitamine A et 1,0 unité de 
vitamine B. Votre ami va à l’épicerie et découvre que l’aliment X coûte 2 €/g et 
que l'aliment Y coûte 1 €/g. Désignons par x et y les quantités (en grammes) 
respectives des aliments X et YŸ que votre ami doit acheter pour respecter son 
régime alimentaire. 


a) Dans un problème de programmation linéaire, quel nom donne-t-on 
aux variables x et y dont on veut déterminer les valeurs pour obtenir un 
optimum ? 


b) Donnez la formulation mathématique de toutes les contraintes que doit 
respecter le régime alimentaire de votre ami s’il va chercher les vitamines 
À et B dans les aliments X et Y seulement. 


c) Exprimez le coût (C) des achats de votre ami en fonction des variables x et y. 


d) Dans un problème de programmation linéaire, quel nom donne-t-on aux 
coefficients des variables indépendantes dans l'expression de la fonction 
économique ? 


e) En tant qu'agent économique rationnel, quel objectif économique votre ami 
devrait-il poursuivre s’il n’a pas de préférence marquée pour l’un ou l’autre 
des aliments ? 


f) En général, dans un problème de programmation linéaire, quel nom 
donne-t-on à l'expression de la fonction qu'on veut optimiser ? 


g) Formulez le programme linéaire du problème. 


L'exemple 9.1 et l'exercice 9.1 (p. 403 et 404) montrent bien comment on peut sim- 
plifier un énoncé, un objectif ou un problème, en le modélisant à l’aide des mathé- 
matiques, notamment en formulant, s’il y a lieu, un programme linéaire. Mais 
encore faut-il être en mesure de résoudre de tels problèmes. Afin de mieux visualiser 
ces derniers, il est souvent utile d’en donner une représentation graphique. Heureu- 
Vous pouvez maintenant faire sement, cette représentation est possible dans le cas d’un problème de programma- 
les exercices récapitulatifs 1à 10. tion linéaire comportant deux variables indépendantes. 


EN] REPRÉSENTATION GRAPHIQUE D'INÉQUATIONS 


LINÉAIRES À DEUX VARIABLES 


DANS CETTE SECTION : inéquation linéaire - domaine réalisable. 


Inéquation linéaire Une inéquation linéaire à deux variables est une expression présentant une des 


Une inéquation linéaire est une inéqua- formes suivantes: 


tion d’une des formes suivantes: 
ax + by < c, ax + by < c, ax + by > c ou ax + by Z c 


di + 2% + +anx, € b; ; Fe Fe. | 
bu La droite ax + by = c divise le plan cartésien en deux demi-plans. Chacune des 
djXi + G2X2 ++ axn < b; ee : d L lié # R d Li ; : de: 
inéquations données plus haut représente un demi-plan qui ne contient pas la droite 
: É … F > b. : Di sue : : « 
AA T 4522 Ann 2 b ax + by = c si l'inégalité est stricte (< ou >) et qui la contient autrement (£ ou 2). 
na + G2X2 ++ mx > b; Le demi-plan défini par une inégalité stricte est celui qui comporte un point (x, mi) 
oùa; eRetb, eR. dont les coordonnées vérifient l’inéquation. Dans ce chapitre, nous allons toujours 


considérer des inégalités du type > ou < qui définissent une région fermée parce 
qu'elle contient tous les points de sa frontière. 


On procède de la façon suivante pour tracer un demi-plan défini par une inéquation : 


+ On trace la droite ax + by = c délimitant le demi-plan. 

+ _ On choisit un point À qui n'appartient pas à la droite. Le point (0, 0) est généra- 
lement un bon choix puisqu'il facilite les calculs. 

+ Le demi-plan défini par l’inéquation est celui contenant le point choisi si les coor- 


données de ce point vérifient l’inéquation, sinon c’est celui qui ne contient pas le 
point choisi. 


EXEMPLE 9.2 


L'inéquation 5x +4y < 480 définit un demi-plan qui contient la droite 
5x + 4y = 480. Cette droite divise le plan cartésien en deux demi-plans. Le 
point (0, 0) satisfait à l’inéquation. Le demi-plan défini par 5x + 4y < 480 cor- 
respond donc à la région ombrée (FIGURE 9.1) qui contient le point (0, 0). 


Demi-plan défini par 5x + 4 y < 480 


5x +4y = 480 


0 150 * 


Évidemment, l’inéquation 5x + 4y > 480 est représentée graphiquement par 
l’autre demi-plan, c’est-à-dire celui qui n’est pas ombré, auquel on doit retrancher 
la droite d’équation 5x + 4y = 480. 
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Domaine réalisable 


Le domaine réalisable d’un système 

de contraintes est l'ensemble solution 

de ce système, soit l'ensemble des points 
dont les coordonnées satisfont à toutes 
les contraintes. On désigne également 

le domaine réalisable par les expressions 
ensemble des solutions réalisables et région 
admissible. 
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Représentez graphiquement le demi-plan défini par l’inéquation 
SE IUT) 


Les contraintes d’un problème de programmation linéaire forment un système 
d’inéquations (et, s’il y a lieu, d'équations). L'ensemble solution de ce système est 
appelé domaine réalisable (ou ensemble des solutions réalisables ou région admis- 
sible), et il correspond à l’ensemble des points dont les coordonnées satisfont à toutes 
les contraintes. Dans un même graphique cartésien, on peut représenter plusieurs 
inéquations qui décrivent autant de contraintes d’un problème de programmation 
linéaire. L'intersection de ces contraintes (de ces demi-plans) donnera le domaine 
réalisable. 


En théorie, cette région peut être vide ou non vide, bornée’ ou non bornée. Un 
domaine réalisable vide indique une contradiction dans les contraintes. Dans une 
telle éventualité, avant de conclure que le problème est insoluble, il faut d’abord véri- 
fier que les contraintes ont été bien formulées. Dans un contexte réel, si les contraintes 
ont été bien formulées et que le domaine réalisable est vide, il faut voir s’il n'est pas 
possible de modifier ces contraintes (en modifiant les quantités de ressources dispo- 
nibles, par exemple) de façon à obtenir un domaine réalisable non vide. 


EXEMPLE 9.3 


Les contraintes (x > 0, y > 0,5x + 4y < 480 et 3x + 4y < 320) exprimées dans 
l'exemple 9.1 (p. 403) de maximisation d’un profit produisent le domaine réali- 
sable de la FIGURE 9.2. 


Domaine réalisable 


Domaine 
réalisable 


-50 


al 7. 


Tous les points du domaine réalisable satisfont aux contraintes énoncées dans le 
programme linéaire. La valeur de la fonction économique P = 11x +10y n’est 
cependant pas la même à tous ces points. Ainsi, le point (20, 10) appartient au 
domaine réalisable étant situé dans la région ombrée du graphique (ce point 


satisfaisant à toutes les contraintes). En ce point, la fonction économique vaut 
P(20, 10) = 11(20) + 10(10) 
= 320$ 


*_ Une région du plan est dite bornée si elle peut être entourée d’un cercle de rayon fini. 


Courbe de niveau 

Siz = f(x, y)est une fonction de deux 
variables indépendantes, la représentation 
graphique de l'ensemble des points (x, y) 
satisfaisant à l'équation f(x, y) = K où k 
est une constante, porte le nom de courbe 
de niveau. Si la fonction z est linéaire, alors 
les courbes de niveau de la fonction sont 
des droites. 


De même, la fonction économique au point (30, 15), appartenant au domaine réa- 
lisable, vaut P(30, 15) = 480$, alors qu'au point (50, 20)elle vaut P(50, 20) = 750$. 
La question qui se pose alors est: « À quel point la fonction économique prend- 
elle sa valeur maximale ? » ou, mieux encore: « Quel choix de production va pro- 
curer le profit maximum tout en respectant les contraintes ? » 


Répondez aux questions suivantes se rapportant au contexte de l'exercice 9.1 (p.404). 


a) Tracez le domaine réalisable défini par les contraintes que vous avez for- 
mulées à l'exercice 9.1, indiquez les coordonnées des sommets du polygone 
délimitant ce domaine et dites si ce dernier est borné ou non. 


b) Déterminez lesquels des points A(0, 140), B(50, 50), D(72, 32), E(120, 0) 
et F(100, 100) appartiennent au domaine réalisable. 


c) Évaluez la fonction économique C = 2x + y aux points déterminés en b 
qui appartiennent au domaine réalisable. 


d) Auxquels des points déterminés en b la fonction économique prend-elle sa 
plus petite valeur ? 


RECHERCHE GRAPHIQUE D'UN OPTIMUM 


DANS CETTE SECTION : courbe de niveau - polygone convexe. 


Dans le cas particulier où la fonction économique est une fonction de deux variables 
indépendantes (z = c;x + cy) on peut en faire une représentation graphique à 
l’aide de courbes de niveau. Une courbe de niveau” d’une fonction de deux variables 
indépendantes est l’ensemble des points (x, y) pour lesquels la fonction économique 
prend une même valeur constante k. On obtient la courbe de niveau z = k en joi- 
gnant l'ensemble des points pour lesquels la fonction vaut k. Les courbes de niveau 
d’une fonction linéaire de deux variables indépendantes sont des droites parallèles. 
L'étude de différentes courbes de niveau va nous permettre de concevoir une stra- 
tégie pour trouver l’optimum d’une fonction économique. 


EXEMPLE 9.4 


Reprenons l'exemple 9.1 (p. 403): on veut maximiser la fonction P = 11x +10y 
sous les contraintes x > 0, y Z 0, 5x + 4y < 480 et 3x + 4y < 320. La courbe de 
niveau de la fonction économique passant par le point (20, 10) est donc la droite 
passant par tous les points satisfaisant à l'équation 11x + 10y = P(20, 10) = 320. 
De même, la courbe de niveau P = 480 correspond à la droite 11x + 10y = 480, 
cette droite passant notamment par le point (30, 15). La courbe de niveau P = 750 
correspond à la droite 11x + 10y = 750 passant notamment par le point (50, 20). 
Enfin, la courbe de niveau P = 1080 passe par le point d’intersection (80, 20) des 
droites 5x + 4y = 480 et 3x + 4y = 320 délimitant la frontière du domaine réa- 
lisable. L'objectif poursuivi est de trouver le ou les points du domaine réalisable 
qui se trouvent sur la courbe de niveau la plus élevée, c'est-à-dire celle qui procure 
le profit maximal. Ainsi, de toutes les façons possibles de répartir l'assemblage 
des calculatrices, on cherche celle qui produit le plus grand profit. 


*_ Selon le contexte, une courbe de niveau peut porter différents noms. Ainsi, on parle d’isoquant lorsque 
la fonction est une fonction de quantité, d’isocoût lorsque la fonction est une fonction de coût, d’iso- 
profit lorsque la fonction est une fonction de profit. Tous les points sur un isoquant donnent une même 
quantité, tous les points sur un isocoût donnent un même coût, etc. 
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E Animations GeoGebra 


Domaine réalisable et courbes 
de niveau 


Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/jxg3 


Traçons donc quelques courbes de niveau (celles que nous avons déjà détermi- 
nées: P = 320, P = 480, P = 750 et P = 1080) avec le domaine réalisable pour 
mieux visualiser l'objectif à atteindre (FIGURE 9.3). 


Domaine réalisable et courbes de niveau 


P=1080,  y4 


s, réalisable 


À l'examen du graphique, on constate que la valeur de la fonction économique 
augmente lorsqu'on se déplace d’une courbe de niveau à l’autre dans la direction 
de la flèche comprise dans le domaine réalisable, et diminue lorsqu'on se déplace 
dans l’autre direction’. Tous les points sur la portion d’une courbe de niveau 
dans le domaine réalisable satisfont aux contraintes énoncées dans le programme 
linéaire. Par conséquent, pour maximiser la fonction économique, il suffit de 
déplacer la courbe de niveau dans la direction de la flèche tout en s’assurant que 
cette courbe reste en contact avec le domaine réalisable. La fonction économique 
atteint son maximum sur la frontière du polygone délimitant le domaine réali- 
sable, notamment en un sommet de ce polygone. Dans le cas qui nous intéresse, 
le maximum de la fonction économique est atteint au point d’intersection des 
droites 5x + 4y = 480 et 3x + 4y = 320 qui délimitent le domaine réalisable. 
Pour trouver le point d’intersection de ces droites, il suffit de résoudre le système 
formé de leurs équations; on obtient alors x = 80 et y = 20. L'employé doit donc 
assembler 80 calculatrices scientifiques et 20 calculatrices financières, ce qui rap- 
portera un profit de 1 080 $. Aucune autre combinaison de production respectant 
les contraintes énoncées ne procurera un profit supérieur à cette valeur. 


UN PEU D'HISTOIRE 


Alors qu'il était à l'école secondaire, George Dantzig se prit de 
passion pour la géométrie. Son père, Tobias, qui était professeur 
de mathématiques à l'Université du Maryland, lui enseigna les rudi- 
ments de la géométrie en lui donnant des problèmes à résoudre. 
Bien mal lui en prit. Dès qu'il avait résolu un problème, George allait 
voir son père, qui, au début, vérifiait sa solution, puis lui donnait 
un nouveau problème à résoudre. Après un certain temps, Tobias 
ne vérifiait même plus les solutions de son fils et il lui donnait un 


nouveau problème, puis un autre et un autre. Finalement, après 
plusieurs milliers de problèmes, le père, ayant épuisé sa banque, 
dut se rendre à la bibliothèque du Congrès américain pour en trou- 
ver d’autres, de façon à satisfaire l'appétit vorace de son fils. 


George Dantzig disait que le travail mental requis pour résoudre 
ces problèmes de géométrie, plus que tout autre chose, avait 
aiguisé son esprit d'analyse. Ces problèmes furent, pour lui, le plus 
grand cadeau que son père lui fit. 
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* Les courbes de niveau 11x +10y = k sont des droites parallèles qui ont toutes pour vecteur normal 


ñ={[11 10] En calcul avancé, on donne aussi le nom de «gradient de la fonction » à ce vecteur per- 
pendiculaire à une courbe de niveau. On y montre notamment qu'on obtient la plus forte croissance de 
la fonction (économique, dans le contexte) à partir d’un point (x, y) quelconque par le déplacement d’une 
courbe de niveau à une autre dans la direction du gradient. 


Polygone convexe 

Un polygone convexe est un polygone tel 
que deux de ses points intérieurs, quels 
qu’ils soient, peuvent être joints par un 
segment de droite entièrement situé à 
l'intérieur du polygone. 


Polygone non convexe 


Le 


Dans l'exemple 9.4 (p. 407), vous devriez remarquer que le domaine réalisable est 
un polygone convexe. On dit qu’il s’agit d’un polygone (on dit polyèdre lorsqu'il y 
a trois variables) puisque cette figure comporte des sommets liés par des segments 
de droite. On dit de ce polygone qu’il est convexe parce que tout segment de droite 
joignant deux points intérieurs est entièrement compris à l’intérieur du polygone. 
Le polygone apparaissant à la FIGURE 9.4 n’est pas convexe puisque le segment de 
droite PQ n'est pas compris totalement à l’intérieur du polygone. 


Ce qui précède nous amène à la formulation du théorème fondamental de la pro- 
grammation linéaire dans le cas où il n’y a que deux variables de décision. Nous 
avons vu une application de ce théorème dans l'exemple 9.4 (p. 407), mais nous ne 
le démontrerons pas. 


THÉORÈME 9.1 


Si la valeur optimale d’une fonction économique d’un problème de program- 
mation linéaire existe, alors cette valeur est atteinte à au moins un des sommets 
du polygone convexe délimitant le domaine réalisable. 


Le théorème fondamental de la programmation linéaire permet d’établir une pro- 
cédure pour trouver les optimums d’une fonction économique de deux variables 
indépendantes soumises à des contraintes : 


1. Formuler le programme linéaire. 
2. Tracer le graphique du domaine réalisable. 


3. Trouver les coordonnées des sommets du polygone convexe délimitant le domaine 
réalisable. On obtient les coordonnées d’un sommet en résolvant Le système formé 
des équations des droites qui se coupent en ce sommet. 


4. Évaluer la fonction économique à chaque sommet. 


5. Déterminer, s’il y a lieu, l'optimum de la fonction économique à partir d’une étude 
des valeurs de la fonction économique aux sommets du domaine réalisable. 


6. Interpréter, s’il y a lieu, la ou les solutions optimales dans le contexte. 


En vertu du théorème 9.1, l’optimum d’une fonction économique, s’il existe, se pro- 
duira en un des sommets déterminés à l'étape 3. Dans le cas d’un domaine réali- 
sable borné, la plus grande et la plus petite des valeurs obtenues à l’étape 4 seront 
les valeurs optimales de la fonction économique. Dans le cas d’un domaine réali- 
sable non borné, seule une étude plus approfondie permettra de déterminer si les 
plus petite et plus grande valeurs obtenues à l’étape 4 représentent une valeur opti- 
male de la fonction économique. 


Illustrons cette procédure à l’aide d’un exemple de maximisation et d’un exemple 
de minimisation. 


EXEMPLE 9.5 


L'érablière Bec Sucré peut produire au plus 60 000 L d’eau d’érable. Son proprié- 
taire, Denis Ledoux, transforme cette eau en sirop et en tire. Il faut 30 L d’eau 
d'érable pour produire 1 L de sirop et 80 L d’eau d’érable pour produire 1 L de 
tire. De plus, il faut 1 h de travail pour produire 20 L de sirop et deux fois plus 
de temps pour produire la même quantité de tire. À cause de ses autres occupa- 
tions, Denis Ledoux ne peut consacrer plus de 90 h à son érablière au moment 
de la production. De plus, il sait que la demande de tire ne peut pas excéder 
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500 L. Denis Ledoux veut savoir comment il doit répartir sa production pour 
maximiser ses revenus s’il vend le sirop 8 $/L et la tire 20 S/L. 


Vérifions d’abord que la question de Denis Ledoux peut être résolue à l’aide de 
la programmation linéaire, c'est-à-dire que le problème soulevé est un problème 
d'optimisation d’une fonction linéaire de plusieurs variables soumises à des 
contraintes linéaires. 

Les variables indépendantes du problème sont définies comme suit: 

° x représente la quantité (L) de sirop d’érable à produire; 

° y représente la quantité (L) de tire d’érable à produire. 

Denis Ledoux cherche à maximiser son revenu R, dont l'expression est 
R = 8x +207. 

Les variables x et y sont soumises à différentes contraintes : 

+ Contraintes de non-négativité: x > 0 et y > 0; 

+ Contrainte de disponibilité d’eau d'érable: 30x + 80y < 60000; 

+ _Contrainte de temps: x + 4,7 < 90 ou 0,05x + 0,1y < 90; 

+ Contrainte de demande: y < 500. 


Comme les contraintes sont linéaires, de même que la fonction économique, on 
peut recourir à la programmation linéaire. 


Le programme linéaire consiste à maximiser R = 8x + 20 y sous les contraintes 
x 20, y 2 0, 30x + 80 y < 60 000, 0,05x + 0,1y < 90 et y < 500. 


La FIGURE 9.5 représente graphiquement le domaine réalisable (région ombrée) 
ainsi que quelques courbes de niveau de la fonction revenu. 


Domaine réalisable et courbes de niveau 


ee = 500 pe : 500) 


0 600... 1000 ‘1400 1 800 x 
R=5000 R=9000 R = 13000 
On obtient chaque sommet du polygone en résolvant le système des équations 
des deux droites qui se coupent en ce sommet. Par exemple, l'intersection des 


droites 30x + 80y = 60000 et 0,05x + 0,1y = 90 est le point (1200, 300). De 
même, l'intersection des droites y = 500 et 30x + 80 y = 60 000 donne le point 


Ê ue 500). Évaluons la fonction économique à chacun des sommets du polygone: 
R(0, 0) = 8(0) + 20(0) = 0$ 
R(0, 500) = 8(0) + 20(500) = 10000 $ 


( 

R(%, 500) = 8(%) + 20(500) + 153335 

R(1 200, 300) = 8(1 200) + 20(300) = 15 600$ 
( 


R(1 800, 0) = 8(1 800) + 20(0) = 14400 $ 


Domaine réalisable 


y 
C(3, 6) 


RY 


Comme le domaine réalisable est borné, les valeurs minimale et maximale de la 
fonction économique sont atteintes à l’un des sommets du polygone convexe. 
Ainsi, Denis Ledoux réalise un revenu minimal de 0 $ en ne produisant rien 
(ce dont on se doutait avant de commencer) et un revenu maximal de 15 600 $ 
en produisant 1 200 L de sirop et 300 L de tire. 


Déterminez les valeurs minimale et maximale de la fonction économique 

z = 2x + 3y, ainsi que les points où ces valeurs sont atteintes, si le domaine 
réalisable est représenté graphiquement par la région délimitée par le penta- 
gone ÀABCDE de la FIGURE 9.6. 


EXEMPLE 9.6 


Le programme linéaire de l’exercice 9.1 (p. 404), consiste à minimiser la fonc- 
tion C=2x+7y sous les contraintes x > O0, y 20, 0,8x+1,2y 296 et 
1,5x + y > 140. Traçons le domaine réalisable (région ombrée) ainsi que quelques 
courbes d’isocoût (FIGURE 9.7). 


FIGURE 9.7 


Domaine réalisable et courbes d'isocoût 


» 
250 
200$ x, 
à 4 . è Domaine 
150 $ réalisable 
100 
1,5x + y = 140 
50 — 
L 0,8x +1,2y = 96 
LS + _ 
0 50 100.“ 150 200 x 


G=30ù C—250 


On obtient chaque sommet du polygone en résolvant le système des équations 
des deux droites qui se coupent en ce sommet. Par exemple, l'intersection des 
droites 0,8x + 1,2y = 96 et 1,5x + y = 140 est le point (72, 32). De même, l’in- 
tersection des droites x = 0 et 1,5x + y = 140 donne le point (0, 140). Évaluons 
la fonction économique à chacun des sommets du polygone: 


C(0, 140) = 2(0) + 140 = 140€ = 1,40$ 


C(72, 32) = 2(72) + 32 = 1764 = 1,76$ 


C(120, 0) = 2(120) + 0 = 240€ = 2,408 


Le domaine réalisable est non borné. Dans le contexte, la fonction de coût n’a pas 
de maximum puisque, lorsqu'on déplace la fonction économique dans la direction 
de la flèche située à l’intérieur du domaine réalisable, le coût augmente conti- 
nuellement tout en respectant les contraintes. Elle prend cependant sa valeur 
minimale de 1,40 $ au point (0, 140). Par conséquent, si votre ami désire dépen- 
ser le moins possible pour respecter les recommandations de la diététiste, il ne 
devrait acheter que 140 g de l’aliment Y, et il lui en coûterait alors 1,40 $. 
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Il peut aussi arriver que l’optimum d’une fonction économique soit atteint à plus 
d'un sommet. Dans ces circonstances, il sera également atteint à tous les points du 
segment de droite joignant ces sommets en vertu de la convexité du domaine réa- 
lisable et de la linéarité de la fonction économique. 


EXEMPLE 9.7 


Reprenons l'exemple 9.5 (p.409) avec une légère modification. Une augmentation 
de la demande pour les produits de l’érable a fait augmenter le prix de vente du 
sirop et de la tire de façon telle que Denis Ledoux peut maintenant vendre le sirop 
9 $/L et la tire 24 $/L. L’acériculteur se demande si ce changement a un effet sur 
la répartition de sa production. La fonction économique a changé (elle est main- 
tenant R = 9x + 24y), mais pas le domaine réalisable (FIGURE 9.8). 


FIGURE 9.8 


Domaine réalisable et courbes d'isocoût 


be — n 
600. 1000 *.,1 400 1800  -. 


RY 


R = 5000 R = 10000 R = 18000 


Il suffit donc d’évaluer cette nouvelle fonction à chacun des sommets déterminés 
précédemment : 


R(O, 0) = 9(0) + 24(0) = 0$ 

R(0, 500) = 9(0) + 24(500) = 12000 $ 
R(9%, 500) = 9(2%%) + 24(500) = 18 000$ 
R(1 200, 300) = 9(1 200) + 24(300) = 18 000$ 
R(1 800, 0) = 9(1 800) + 24(0) = 16200$ 


La fonction économique atteint sa valeur maximale de 18 000 $ aux sommets 
ee 4; 500) et (1200, 300). Comme on peut aussi le constater sur le graphique du 
domaine réalisable, la fonction économique vaut également 18 000 $ en tout 
point du segment de droite joignant ces deux sommets puisque tous ces points 
sont sur la même courbe de niveau R = 18 000$, c'est-à-dire sur le segment de 
droite d’équation 9x + 24y = 18000 (ou 3x + 8y = 6 000) pour des valeurs de x 
comprises entre 2% et 1 200. Ainsi, une production de 800 L de sirop et de 
450 L de tire satisfait aux contraintes du programme linéaire et rapporte un revenu 
de R(800, 450) = 9(800) + 24(450) = 18000 $. Denis Ledoux a donc une infinité 
de façons de répartir la production pour maximiser son revenu. En fait, un pro- 
gramme linéaire comportant deux variables de décision peut admettre une infi- 
nité de solutions lorsque les courbes de niveau de la fonction économique sont 
parallèles à un des segments de droite délimitant le domaine réalisable. 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 11 à 19. 


Méthode du simplexe 

La méthode (ou l'algorithme) du sim- 
plexe est une technique de résolution 
de programmes linéaires qui consiste 
à effectuer une série d’itérations sur 
des tableaux. Les itérations permettent 
de parcourir de manière judicieuse et 
systématique les sommets du domaine 
réalisable de façon à localiser celui qui 
optimise la fonction économique. 


Représentez graphiquement le domaine réalisable; trouvez les valeurs des variables 
de décision qui optimisent (maximisent ou minimisent selon le cas) la fonction 
économique ainsi que la valeur de l’optimum demandé pour le programme linéaire. 


a) Maximiser z = 2x + 3y sous les contraintes x > O, Y20, -x+7y<Il, 
x+y<27et2x +5y < 90. 


b) Minimiser z = 4x +5y sous les contraintes x > 0, y 2 0, x+7y25 et 
x+3y 29. 


RUDIMENTS DE LA MÉTHODE DU SIMPLEXE 


DANS CETTE SECTION : méthode du simplexe - problème de maximisation standard - 
contraintes technologiques - coefficients technologiques - variables d'écart - forme 
canonique d'un problème de maximisation standard - variables de base - variables hors 
base - solution de base - solution de base réalisable - solution de base réalisable optimale 
- tableau du simplexe - variable entrante - colonne pivot - variable sortante - ligne pivot - 
pivotage - pivot - principe de dualité - problème dual - problème primal. 


La méthode géométrique que nous avons élaborée pour résoudre des problèmes de 
programmation linéaire est fort utile pour comprendre les éléments de base de la 
programmation linéaire, mais elle s’avère inefficace notamment pour résoudre des 
problèmes qui comportent plus de deux variables de décision. Pour résoudre des 
problèmes de programmation linéaire comportant plus de deux variables de déci- 
sion, il faut généralement appliquer la méthode (ou l'algorithme) du simplexe, conçue 
par George Bernard Dantzig. Lorsqu'on l’applique manuellement, l'algorithme du 
simplexe est très fastidieux. Notre objectif n’est pas de faire du lecteur un expert des 
manipulations algébriques que cet algorithme nécessite, mais de lui en faire saisir 
les principes et les fondements, d’autant plus qu’on peut résoudre des programmes 
linéaires en recourant à l’informatique. 


Les exemples que nous avons choisis pour illustrer l'algorithme du simplexe com- 
portent seulement deux variables de décision, de sorte qu’il serait plus facile de les 
résoudre géométriquement. Notre choix s’explique du fait que des exemples compor- 
tant un plus grand nombre de variables de décision engendreraient un nombre de 
calculs si élevé que le lecteur s’y perdrait rapidement. De plus, la résolution d’un 
programme linéaire comportant seulement deux variables de décision permet d’éta- 
blir un parallèle entre la méthode graphique et l’algorithme du simplexe, et, par le 
fait même, d’avoir une représentation visuelle de l'algorithme du simplexe. 


Soulignons également que nous nous limiterons à un seul type de problème de maxi- 
misation et à un seul type de problème de minimisation, lesquels néanmoins illustrent 
bien les techniques de base de l’algorithme du simplexe. 


PRÉSENTATION SOMMAIRE 
DE LA MÉTHODE DU SIMPLEXE 


Un problème de programmation linéaire comporte généralement un domaine réa- 
lisable non vide (autrement, il n’y aurait pas de solution au problème). Dans les cas 
comptant deux variables de décision, il s’agit d’un polygone convexe. Dans les cas 
comprenant trois variables de décision, il s’agit d’un polyèdre présentant des som- 
mets et des faces, un peu comme un diamant. Dans les cas comptant plus de trois 
variables de décision, la représentation graphique est impossible, mais l’image men- 
tale du polygone ou du polyèdre sert de guide. Comme nous l’avons vu précédem- 
ment, l’optimum de la fonction économique de deux variables indépendantes se 
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Animations GeoGebra 


Rudiments de la méthode 
du simplexe 


Accédez directement à l'animation: 
codegrcu.page.link/7Ey7 


Problème de maximisation standard 


En programmation linéaire, un problème 
de maximisation standard est un pro- 
blème de maximisation d’une fonction 
économique Zz = GX + CX2 ++ x, 
où les variables de décision sont soumises 
à n contraintes de non-négativité (x; 2 0 
pour j =1, 2, ...,n) et à mautres 
contraintes de la forme 

dix + G2X2 + + anXn < b; 


oùi=]1,2,...,metb; > 0. 


Contraintes technologiques 


Les contraintes technologiques d’un 
programme linéaire sont des contraintes 
présentées sous la forme d'équations ou 
d’inéquations auxquelles doivent satisfaire 
les variables de décision. Dans le cas 
d’un problème de maximisation standard, 
les contraintes technologiques sont 
de la forme 

GX + G2X2 ++ dnXy < b; 
oùa; e R etb; Z 0. Les contraintes de 
non-négativité ne sont pas considérées 
comme des contraintes technologiques. 


Coefficients technologiques 


Les coefficients technologiques d’un 
programme linéaire sont les coefficients 
des variables de décision dans les 
contraintes technologiques. Ainsi, dans 
un problème de maximisation standard, 
les coefficients technologiques sont les 
valeurs réelles 4;; dans les contraintes 
de la forme 

GX + d2X2 + + GinXn € b; 


ÿ 
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trouve en un sommet du domaine réalisable. Lorsqu'on applique l'algorithme du 
simplexe dans un tel cas, on part d’un des sommets du domaine réalisable et on se 
déplace judicieusement et méthodiquement d’un sommet à un autre jusqu’à ce 
L . -) . . 4 . . 4 
qu'on obtienne l’optimum de la fonction économique. Pour appliquer la méthode 
du simplexe à des fonctions économiques de plus de deux variables de décision, il 
faudra généraliser la notion de sommet, ce que nous ferons dans la section suivante, 
où nous traiterons du problème de maximisation standard. 


PROBLÈME DE MAXIMISATION STANDARD 


Un problème de maximisation standard consiste à maximiser une fonction écono- 
mique Z = CX1 + C2X2 ++ c,x, où les variables de décision sont soumises à 
n contraintes de non-négativité (x j 2 Opour j = 1, 2, .…, n) et à m autres contraintes, 
dites contraintes technologiques de la forme a;,x%1 + 4,:x2 +---+a,,x, < b; où 
i=1,2,..., met b; 2 0. Les a; sont appelés coefficients technologiques. 


EXEMPLE 9.8 


Le programme linéaire suivant n’est pas un problème de maximisation standard: 
Maximiser la fonction z = —x, + 2x, + 2x, sous les contraintes 

X, +2X) < 10 

—2X, — X1 + 2x3 Z —20 

x, Z20,x, 2 0etx; 20 
Par contre, on peut le rendre standard, en écrivant la contrainte 

—2X, — X1 + 2x3 > —20 


sous la forme 2x, + x) — 2x3 < 20. Le programme linéaire consiste alors à 
maximiser la fonction z = —x, + 2x, + 2x; sous les contraintes x, > 0, x, > 0, 
X3 2 0,x, +2%X; <10 et 2x, + x) — 2x3 < 20. 


Soit le programme linéaire qui consiste à maximiser la fonction 
z = —2x, + 3x, + x; lorsque 2x, + 4x, < 50, 3x, — 2x, + x3 < 70, x; > O, 
x) 2 O0et x; > 0. 


a) Quel nom donne-t-on à l'expression z = —2x, + 3x, + x,? 
b) Quelles sont les variables de décision de ce programme linéaire ? 
c) Combien de contraintes technologiques ce programme linéaire compte-t-il ? 


d) Quel nom donne-t-on aux nombres 2 et 4 dans l’inéquation 
2x, + 4x2 < 50? 


e) Quel nom donne-t-on aux contraintes x, > 0, x, > O0 et x; > 0? 


Variables d'écart 


Une variable d'écart est une variable 
introduite dans le but de transformer 
une inégalité en égalité en comblant 
l'écart entre les deux membres d’une 
inéquation. 


Forme canonique d’un problème 
de maximisation standard 

La forme canonique d’un problème 

de maximisation standard est un 
programme linéaire de maximisation 
standard d’une fonction économique 
où les contraintes technologiques 
exprimées sous la forme d’inéquations 
sont transformées en contraintes 
exprimées sous la forme d'équations 
par l'introduction d'autant de variables 
d'écart (une par inéquation) qu’il ya 
d’inéquations. 


EXEMPLE 9.9 


Le programme linéaire suivant n’est pas un problème de maximisation standard: 
Maximiser la fonction z = —x, + 2x, + 2x, sous les contraintes 
2X1 +X2 27 
—X1 — 6X3 + X3 < 6 
% + 2%3 <5 
X 20,%X, Z20etx; z0 


En effet, après réécriture de la première contrainte, on obtient la forme 
—2X, — x, < —7, ce qui donne b, = —7 < 0, ce qui viole les conditions du pro- 
blème de maximisation standard. 


On peut réécrire les contraintes technologiques d’un problème de maximisation 
standard sous la forme d’équations plutôt que d’inéquations, en introduisant 
m nouvelles variables (e; z 0 pour i =1, 2, ..., m) appelées variables d'écart 
parce qu'elles comblent l'écart entre le membre de gauche et le membre de droite 
de la jme inéquation et transforment alors celle-ci en équation. Ainsi, on peut 
réécrire l’inéquation &;1x1 + G2X2 +++ 4,,X, < b; sous la forme de l’équation 
dax + GX) ++ 4,X, + €; = b, par l'introduction de la variable d’écart e;. On 
transforme ainsi le système d’inéquations formé des "= contraintes technologiques 
en un système de m équations comportant m + n inconnues, soit les n variables de 
décision et les m variables d’écart. On dit alors que le problème de maximisation 
standard est sous sa forme canonique (TABLEAU 9.1). 


TABLEAU 9.1 


Comparaison des formes standard et canonique d’un problème de maximisation 


Forme Maximiser z = GX + C2X2 +++: + c,x, lorsque 
standard 
aiX + 2X%2 + My € bi 
dnXi + A2X2 ++ ,Xy < bn m contraintes 
8 technologiques 
AmX1 À Am2X2 À" GnnXn < by 
où b; z Opouri=1, 2, ..., m 
etx; 2 0 pourj = 1,2, ...,n (n contraintes de non-négativité) 
Forme Maximiser z = x + C2X2 +--.+ c,x, + 0e + 0e, +--- + 0e,, lorsque 
canonique = 
q GiX A2X2 T° UyXn Te ai: 
GX + ok tee x + +e = b, m contraintes 
2L technologiques 
Ayni X1 Ap2X2 T° GmnXn À + En — b, 
Qu 2 Dpouer =, » 4“ 
et x; > 0 pourj = 1, 2, .….,n (n contraintes de non-négativité) 
ete; > 0 pouri = 1, 2, ..…., m (m contraintes de non-négativité des variables d’écart) 


EXEMPLE 9.10 


Le programme linéaire suivant est un problème de maximisation standard : 
Maximiser la fonction z = —x, + 2x, + 2x; sous les contraintes 


X +2X <10 2 contraintes 
2x, + X2 — 2x3 < 20 [ | technologiques 


et 


X 2 0,x, 2 0etx; Z 0 (3 contraintes de non-négativité) 
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Variables de base 


Dans un problème de maximisation 
standard comportant m contraintes 
technologiques, les m variables de base 
sont initialement les m variables d'écart 
qui prennent pour valeur le membre de 
droite de la contrainte. Lorsqu'on applique 
l'algorithme du simplexe, certaines variables 
de base deviennent hors base et vice versa. 


Variables hors base 


Dans un problème de maximisation stan- 
dard comportant n variables de décision, 
les n variables hors base sont initialement 
les n variables de décision qu'on pose égales 
à 0. Lorsquon applique l'algorithme du 
simplexe, certaines variables de base 
deviennent hors base et vice versa. 

La valeur d’une variable hors base est 0. 


Solution de base 


Dans un programme linéaire de maximisa- 
tion standard, une solution de base est 
une solution du problème qu'on obtient en 
mettant les valeurs des variables hors base 
égales à 0. 


Solution de base réalisable 

Dans un programme linéaire de maxi- 
misation standard, une solution de base 
réalisable est une solution de base telle 
que toutes les variables (de base et hors 
base) sont non négatives. 


Solution de base réalisable optimale 
Dans un programme linéaire de maximi- 
sation standard, une solution de base réa- 
lisable optimale est une solution de base 
réalisable pour laquelle la valeur de la 
fonction économique est maximale. 
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La forme canonique de ce problème est: 


Maximiser la fonction z = —x, + 2x, + 2x3 + 0e, + 0e, sous les contraintes 
X1 + 2%) +e = 10 2 contraintes 
2X%, + X2 — 2%; + e, = 20 { | technologiques 
et 


x, 20, x, 2 Oetx; 2 0 (3 contraintes de non-négativité des variables de décision) 


et 


e 20ete Z 0 (2 contraintes de non-négativité des variables d’écart) 


Soit le programme linéaire qui consiste à maximiser z = 3a + 2b lorsque 
3a—2b>-—-12,a+b<8,a > 0et b > 0. Donnez la forme canonique de ce 
programme linéaire. 


Les variables de décision et d’écart sont également classées en deux autres catégories 
mutuellement exclusives, soit en variables de base et en variables hors base. Les 
variables de base sont choisies de façon telle qu'il y en ait autant qu’il y a de 
contraintes technologiques. Les variables qui ne sont pas des variables de base sont 
dites hors base. Lors de l’application de l'algorithme du simplexe, des variables pas- 
seront de variables de base à des variables hors base et vice versa, le nombre de 
variables dans chacune des catégories demeurant cependant fixe. 


Lorsqu'un problème de programmation linéaire de maximisation standard est 
énoncé sous sa forme canonique, on dit d’une solution du problème qu'elle est une 
solution de base si on l’obtient en mettant les valeurs des variables hors base égales 
à 0. Une solution de base réalisable est une solution de base telle que les valeurs de 
toutes les variables (de base et hors base) sont non négatives. Une solution de base 
réalisable satisfait donc à toutes les contraintes (technologiques et de non-négativité) 
du programme linéaire sous sa forme canonique, de sorte qu'elle est essentiellement 
l’équivalent d’un sommet du polygone convexe délimitant un domaine réalisable 
lorsque la fonction économique ne compte que deux variables de décision. Voilà qui 
nous amène à donner une formulation plus générale du théorème fondamental de 
la programmation linéaire dans le cas d’un problème de maximisation standard. 


THÉORÈME 9.2 


Si un problème de maximisation standard admet une valeur maximale de la 
fonction économique, alors cette valeur est atteinte en au moins une des solu- 
tions de base réalisables. 


L'algorithme du simplexe explore méthodiquement les solutions de base réalisables. 
Lorsqu'on applique cet algorithme, on part d’une solution de base réalisable (un 
sommet du polygone convexe) et on se déplace vers une autre solution (un autre 
sommet) de façon à donner la plus forte augmentation possible à la fonction écono- 
mique. À partir de cette nouvelle solution de base réalisable, la procédure est reprise 
jusqu’à l'atteinte de la solution de base réalisable optimale, soit celle où la valeur de 
la fonction économique est maximale. Lorsqu'on atteint la solution de base réalisable 


optimale, aucun déplacement vers une autre solution de base réalisable ne pourrait 
augmenter la valeur de la fonction économique. 


L'algorithme du simplexe est relativement efficace parce qu'il n’analyse pas toutes 
les solutions de base réalisables. En effet, l'examen de toutes les solutions de base 
réalisables serait rapidement hors de la portée des ordinateurs les plus puissants 
lorsque le nombre de variables de décision et de contraintes est grand. 


Pour comprendre l’application de la méthode du simplexe, rien ne vaut un exemple. 
Nous demandons au lecteur d’être attentif parce que cet exemple est plutôt long, 
qu’il sert à expliquer l'algorithme du simplexe, de même qu’à introduire et à illustrer 
de nombreux concepts. Rappelons encore une fois que l'objectif poursuivi ici est de 
faire comprendre les principes fondamentaux de la méthode du simplexe et non 
d'acquérir des habiletés de manipulation algébrique puisque, dans la vie réelle, les 
programmes linéaires sont résolus au moyen de l'informatique. 


EXEMPLE 9.11 


Une chocolaterie artisanale produit deux types de friandises au chocolat, soit Le 
Chocodoux et le Maxichoco. Chaque portion de Chocodoux contient 3 g de sucre 
et 15 g de cacao, et chaque portion de Maxichoco contient 2 g de sucre et 25 g de 
cacao. Pour la production hebdomadaire de friandises, le chocolatier dispose de 
1,2 kg de sucre et de 7,5 kg de cacao. La demande hebdomadaire de Maxichoco 
n’a jamais excédé 200 portions, de sorte que le chocolatier n’en produit jamais plus 
que cette quantité. Si la chocolaterie réalise un profit de 7 € par portion de Choco- 
doux et de 10 € par portion de Maxichoco, appliquons la méthode du simplexe 
pour déterminer comment l’entreprise peut choisir le nombre de portions (ou de 
fractions de portion) de chacune des friandises pour maximiser son profit. 


Nommons d’abord les variables de décision. Dans cet exemple, il y en a deux: 
. x, représente le nombre de portions de Chocodoux à produire par semaine; 
° x, représente le nombre de portions de Maxichoco à produire par semaine. 
La formulation standard du programme linéaire du chocolatier est : 
Maximiser z = 7x, + 10x, sous les contraintes 

3x, + 2x: < 1200g 


15x, + 25x, < 7500g ? (contraintes technologiques) 
x < 200 


X1 


0 . Loativité 
: 0 (contraintes de non-négativité) 
2 


IV IV 


La FIGURE 9.9 représente graphiquement le domaine réalisable. 


Domaine réalisable 
X24 
x2 = 200 (2 : 200) 
15x +25x, = 7500 
(re 100) 


3x +2x = 1200 


200 


100 + 


+ + + L 
0 100 200 300 400 500 x 
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Tableau du simplexe 

Un tableau du simplexe est un tableau 
obtenu par des itérations successives 
à partir d’une représentation tabulaire 
initiale d’un programme linéaire. 


418 CHAPITRE 9 


La forme canonique de ce programme est: 


Maximiser z = 7x1 + 10x; + 0e + 0e, + 0e; sous les contraintes 


3x1 + 2% te = 1200 
15x, + 25%; +e, = 7500 À (contraintes technologiques) 
X2 + Es — 200 


(contraintes de non-négativité) 
€3 Zz 0 


Les calculs exigés par l'algorithme du simplexe s'effectuent plus aisément lorsque 
les informations du programme linéaire sont réunies dans un tableau dit du sim- 
plexe. En plus de présenter de manière structurée les variables et les coefficients 
du programme linéaire, un tableau du simplexe met en évidence une solution de 
base réalisable (un sommet du domaine réalisable) et la valeur de la fonction 
économique en ce point. 


Dressons le tableau’ initial du simplexe associé à cette formulation canonique, 
tableau qu'on nomme TABLEAU 0 et qui sera modifié par des opérations élémen- 
taires de ligne. 


NIET (tableau initial) 


DESCRIPTION DU TABLEAU DU SIMPLEXE 


Nous avons dit qu'un tableau du simplexe présentait une information organisée. 
Il nous faut donc dans un premier temps expliquer la structure d’un tel tableau. 


La première ligne du tableau ne sert qu’à indiquer les différentes variables : d’abord 
les variables de décision (x 5). puis les variables d’écart (e;), et enfin la fonction 
économique (z). L'ordre de ces variables sur cette ligne sera le même à toutes les 
étapes de l’algorithme du simplexe. Ces noms de variables servent également de 
têtes de colonne. 


Les variables de base (les e; dans le tableau initial), qui apparaissent dans la 
première colonne du tableau du simplexe, peuvent changer lorsqu'on effectue 
l'algorithme du simplexe. 


TABLEAU INITIAL DU SIMPLEXE 


Dans le tableau initial, la ligne associée à chacune des variables de base donne 
essentiellement la contrainte à laquelle est associée la variable de base (celle dont 
le coefficient est 1). Ainsi, la ligne se rapportant à la variable e; nous apprend que 
3x1 + 2x, + e + 0e, + 0e, + 0Z = 1200. Quant à la dernière ligne, elle se lit 
—7xX, — 10%, + 0e, + 0e, + 0e; + z = 0, ce qui équivaut à z = 7x, + 10x;, soit 
l'expression de la fonction économique. Remarquez que la colonne associée à une 
variable de base n’a qu’un seul élément non nul, soit le nombre 1, situé sur la ligne 
représentant cette variable. 


* Dans la littérature, on trouve plusieurs façons de construire un tableau du simplexe. Si vous consultez 


d'autres manuels de programmation linéaire, vous ne devriez pas être surpris d’y voir d’autres formes. 
Le modèle choisi nous semblait être le plus simple à expliquer et le plus facile à comprendre. 


Variable entrante 


Dans un problème de maximisation, 

la variable entrante dans un tableau 

du simplexe est la variable hors base 

qui provoque la plus forte augmentation 
marginale de la fonction économique. 

La variable entrante détermine la colonne 
pivot. Dans les tableaux du simplexe du 
présent manuel, la variable entrante est 
celle dont le coefficient, dans la dernière 
ligne du tableau du simplexe, est négatif 
et dont la valeur absolue est la plus élevée. 


Colonne pivot 


La colonne pivot d’un tableau du simplexe 
est la colonne de la variable entrante. 


Les autres variables (les x : dans ce tableau initial) sont les variables hors base et 
valent 0. Les variables hors base ne sont pas inscrites dans la colonne intitulée 
Base. Cependant, elles apparaissent au haut des colonnes du tableau avec les 
variables de base. 


Comme nous l'avons vu précédemment, le tableau initial du simplexe a pour 
point de départ une solution de base réalisable (un des sommets du domaine 
réalisable). Dans le cas d’un problème de maximisation standard, le point de 
départ est le point dont les coordonnées des variables de décision sont toutes 
nulles: x; = 0 (l’origine dans le graphique du domaine réalisable). Les x; sont 
donc initialement des variables hors base. 


On peut alors interpréter chaque valeur de la dernière colonne du tableau comme 
étant la valeur de la variable de base de cette ligne. Aïnsi, la ligne se rapportant 
à la variable e; nous apprend que 3x, + 2x + e + 0e; + 0e; + 0z = 1200. Or, 
comme initialement x, = x, = 0, on en déduit que e, = 1200, à savoir qu'il reste 
1 200 g (1,2 kg) de sucre disponibles pour la production des deux types de frian- 
dises. De la dernière ligne, on déduit directement la valeur de la fonction écono- 
mique pour cette solution de base réalisable. En effet, comme x, = x, = 0,ona 


—7x, — 10x, + 0e, + 0e, + 0e3 +z=0 —= z=0 
Dans ce tableau du simplexe initial, les variables x; et x, sont hors base. 


Notons enfin que les contraintes de non-négativité ne sont pas consignées dans 
un tableau du simplexe: elles sont implicites. 


CHOIX DE LA VARIABLE ENTRANTE 


La méthode du simplexe consiste essentiellement à faire entrer, à chaque itéra- 
tion, une des variables hors base dans la base (et également à faire passer une des 
variables de base du côté des variables hors base) de façon à optimiser la fonction 
économique. Voyons maintenant comment atteindre cet objectif. 


Observons la dernière ligne du tableau initial. Comme les deux variables de déci- 
sion sont nulles, on déduit que la fonction économique z = 7x, + 10x, l’est éga- 
lement. Manifestement, il ne s’agit pas d’un maximum. Comme le coefficient de 
la variable x, est positif et est plus grand que le coefficient de la variable x,, une 
modification de la valeur de x, provoquera une variation marginale plus forte de 
la fonction économique qu’une modification de la même quantité de x,. Ainsi, 
lorsque la valeur de la variable x, passe de 0 à 1, la variable x, demeurant nulle, la 
valeur de la fonction économique augmente de 10 unités (la valeur du coefficient 
de x) dans la fonction économique). En revanche, lorsque c’est la valeur de x; qui 
passe de 0 à I, la fonction économique n’augmente que de 7 unités (la valeur du 
coefficient de x, dans la fonction économique). Par conséquent, on choisit x; 
comme variable entrante. 


Le critère de sélection de la variable entrante est donc: choisir la variable qui 
provoque la plus forte augmentation marginale de la fonction économique. 


Dans un problème de maximisation, ce critère de sélection se concrétise dans la 
règle suivante: la variable entrante est celle dont le coefficient, dans la dernière 
ligne d’un tableau du simplexe, est négatif et dont la valeur absolue est la plus 
élevée”. La colonne de la variable entrante est appelée colonne pivot. 


En cas dégalité, on peut choisir indifféremment n'importe laquelle des variables ayant ce coefficient 
comme variable entrante. 
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Variable sortante 

Dans un tableau du simplexe, la variable 
sortante est la variable de base qui devient 
hors base à la suite de l'introduction de la 
variable entrante. La variable sortante déter- 
mine la ligne pivot. Dans les tableaux du 
simplexe du présent manuel, la variable 
sortante est celle qui est située sur la ligne 
où on trouve le plus petit quotient positif. 


Ligne pivot 
La ligne pivot d’un tableau du simplexe est 
la ligne de la variable sortante. 
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En général’, il est possible d'augmenter la valeur de la fonction économique tant 
que la dernière ligne du tableau du simplexe comporte des coefficients négatifs ; 
si tous les coefficients sont non négatifs, l’optimum est atteint. 


CHOIX DE LA VARIABLE SORTANTE 


Ayant choisi la variable x, comme variable entrante, il faut déterminer de com- 
bien on peut la laisser augmenter. De plus, le nombre de variables de base étant 
fixe, il faut également décider laquelle des variables de base deviendra une variable 
hors base, c'est-à-dire laquelle sera la variable sortante. La section centrale du 
tableau du simplexe portant sur les contraintes donnera cette information. 


La première contrainte inscrite de la section centrale du tableau initial est 
3x: E 2%) + e = 1200 


Or, comme la variable x, demeure inchangée et qu'elle vaut 0, et que de plus 
e; > 0 (pour i = 1, 2 ou 3), on en déduit que 


1200 
2x1 £1200 & x <—— = 600 


Pour les mêmes raisons, on déduit les deux autres contraintes: 


7 500 
15% + 254) +e, = 7500 — 25%, £ 7500 x < —— = 300 


X2 +e3 = 200 — X) < 200 


Par conséquent, la variable x, est limitée: elle ne peut pas prendre une valeur 
supérieure à 200. Pour donner la plus forte croissance de la fonction économique, 
on fait entrer la variable x; dans les variables de base en lui donnant la valeur 200, 
ce qui a pour effet d'amener la variable d’écart e; à 0 et d’en faire la variable 
sortante. La ligne de la variable sortante est appelée ligne pivot. 


Remarquez que les valeurs 600, 300 et 200 résultent de la division de la valeur de 
la variable de base par le coefficient de la variable entrante. Comme un élément 
nul ou négatif dans la colonne pivot ne bornerait pas supérieurement la valeur 
de la variable entrante, il n’est pas utile d’évaluer le quotient dans ce cas. 


La règle générale est donc de choisir comme variable sortante celle qui est asso- 
ciée à la ligne dont le quotient de la valeur de la variable de base par le coefficient 
de la variable entrante prend la plus petite valeur positive”. 


Il est maintenant utile d'apporter de légères modifications à la présentation d’un 
tableau du simplexe. Premièrement, on désigne la variable entrante par le sym- 
bole T. On calcule ensuite, s’il y a lieu, pour chaque ligne de la section centrale 
du tableau, les différents quotients de la valeur de la variable de base par le coef- 
ficient de la variable entrante, et on consigne ces résultats dans une nouvelle 
colonne intitulée Quotient. La variable sortante (qu’on indique par le symbole <-) 
sera celle située sur la ligne contenant le plus petit quotient positif. 


Il existe des cas dégénérés où la procédure proposée ne fonctionne pas. Ces cas étant exceptionnels et 
exigeant un traitement différent, nous ne les aborderons pas dans ce manuel. Tout bon manuel consacré 
entièrement à la programmation linéaire traite de cette situation. 


** En cas d'égalité des quotients, on peut choisir l’une ou l'autre des variables comme variable sortante. Une 


telle situation peut cependant mener à une solution dégénérée. En pratique, le cas est très peu fréquent, 
ce qui fait que nous ne le traiterons pas. 


Pivotage 

Dans un tableau du simplexe, le pivotage 
consiste à effectuer deux types d'opérations 
élémentaires de ligne (multiplier une ligne 
par une constante et ajouter un multiple 
d’une ligne à une autre) de manière à ce 
que le pivot soit 1 et que tous les autres 
éléments de la colonne pivot soient nuls. 


Pivot 


Dans un tableau du simplexe, le pivot 

est l'élément situé à l'intersection de la 
colonne pivot (celle de la variable entrante) 
et de la ligne pivot (celle de la variable 
sortante). 


Le tableau initial du simplexe de notre exemple devient alors: 


LIN (tableau initial) 


Valeur Quotient 
1200 

1 200 07 = 600 

7500 | 750% = 300 


200 | 209/ = 200 


0 


La variable x, étant la variable entrante, elle remplacera la variable sortante e; 
dans la colonne des variables de base. Toutefois, en vertu des propriétés des 
variables de base, il faut que la colonne correspondant à la variable x, soit de la 
forme 


OH © © 


PIVOTAGE 


Pour obtenir cette forme, on effectue des opérations dites de pivotage, qui sont 
en réalité deux des opérations élémentaires de ligne, soit multiplier une ligne par 
une constante non nulle, et ajouter un multiple d’une ligne à une autre ligne. 
Rappelez-vous qu'effectuer des opérations élémentaires de ligne n’a pas d'effet sur 
la solution d’un système d’équations, ce qu'est essentiellement un tableau du 
simplexe. Toutefois, dans l'algorithme du simplexe, vous ne devriez jamais inter- 
vertir deux lignes, même si une telle interversion est une opération élémentaire 
de ligne généralement permise. 


Dans le contexte d’un tableau du simplexe, le pivot correspond à l’élément situé 
à l'intersection de la colonne pivot (la colonne de la variable entrante) et de la 
ligne pivot (la ligne de la variable sortante). Le pivot est toujours un nombre 
positif. Le pivotage consiste donc à multiplier la ligne pivot par l’inverse multi- 
plicatif du pivot, de façon à rendre ce dernier égal à 1, et à ajouter ensuite des 
multiples appropriés de la ligne pivot aux autres lignes pour que les autres élé- 
ments de la colonne pivot deviennent nuls. Ainsi, dans notre exemple, le pivot 
étant déjà égal à 1, le pivotage consiste à effectuer les opérations élémentaires de 
lignes suivantes: 


L'ob-=0b LL = Les Elo 


Après une itération, on obtient le tableau du simplexe qu'on nomme Tableau 1. 
Notez que la troisième ligne du tableau, celle de la variable sortante, porte main- 
tenant le nom de la variable entrante, soit x. 


TABLEAU 1 


Base S; 5; ei E Ca 


Valeur 


N 


800 
2 500 


200 
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Ce nouveau tableau présente toutes les caractéristiques d’un tableau du simplexe. 
Le fait d’être passé du sommet (0, 0), c'est-à-dire de x, = x, = 0 au sommet 
(0, 200) du domaine réalisable (figure 9.9, p. 417), a fait passer la valeur de la 
fonction économique de 0 à 2 000. 


Comme la dernière ligne du tableau 1 comporte une entrée négative, il est encore 
possible d'augmenter la valeur de la fonction économique en effectuant une autre 
itération, c'est-à-dire en appliquant à nouveau la démarche que nous venons de 
faire. Il faut donc déterminer une variable entrante, calculer des quotients qui 
vont permettre de désigner une variable sortante, effectuer le pivotage et 
reprendre la procédure si la dernière ligne comporte encore des éléments négatifs. 


Voici ces différentes étapes, présentées successivement. 


DÉTERMINATION DE LA VARIABLE ENTRANTE, CALCUL DES QUOTIENTS 
ET DÉTERMINATION DE LA VARIABLE SORTANTE 


À la lecture du tableau qui suit, on constate que x; est la variable entrante et que 
e, est la variable sortante. Notez que nous avons laissé un blanc dans la troisième 
ligne de la colonne Quotient. Comme nous l'avons vu précédemment, il n’est pas 
utile de calculer un quotient d’une ligne lorsque l’élément situé à l'intersection 
de cette ligne et de la colonne pivot est nul ou négatif puisqu'alors la variable 
entrante n'aurait pas de borne supérieure. 


Base X] X) e; €; €; Z Valeur Quotient 
800 | 80% 


2500 | 250% = 50% 
200 


PIVOTAGE 


On met le pivot à 1 en effectuant l'opération élémentaire de ligne L, — Y:L:. 


Valeur 


| ES € 


0 10 1 2 000 


On introduit des zéros dans les autres positions de la colonne pivot à l’aide des 
opérations élémentaires de ligne L, — L; — 31, etL,; — L, +7L,. On obtient 
alors le tableau du simplexe après deux itérations. 


TABLEAU 2 


Base X] X) €; € CA 2 Valeur 


L'itération du tableau 1 au tableau 2 nous a conduits du sommet (0, 200) au som- 
met (0, 200) du domaine réalisable (figure 9.9, p. 417). La valeur de la fonction 
économique est alors passée de 2 000 à  . Comme la dernière ligne du 
tableau 2 compte encore un élément négatif, il faut effectuer une autre itération. 


Base 58 Ée @ e} En Z Valeur Quotient 


300 100 


5002 
200 200 


9 5007 


La variable entrante est e;, et la variable sortante est e,. Après pivotage, on obtient 
le tableau du simplexe suivant: 


TABLEAU 3 


10 ur 


L'itération du tableau 2 au tableau 3 nous a conduits du sommet (50%, 200) au 
sommet ( Lu 6 100) du domaine réalisable (figure 9.9, p. 417). La valeur de la 
fonction économique est alors passée de °% à 129%, Comme la dernière ligne 
du tableau 3 ne comporte aucun élément négatif, il n'est plus possible d’augmen- 
ter la valeur de la fonction économique. Ainsi, le profit maximal est de 3 333,33 $. 
Ce profit est atteint lorsque la chocolaterie produit 333,33 portions de Chocodoux 
et 100 portions de Maxichoco. Pour réaliser cette production, le chocolatier a uti- 
lisé toutes les ressources à sa disposition, soit 1,2 kg de sucre et 7,5 kg de cacao. En 
effet, dans le dernier tableau, les variables d’écart e, et e, associées aux contraintes 
portant sur les quantités de sucre et de cacao sont des variables hors base et valent 
donc O:il n’y a pas de surplus de ces ressources. Toutefois, la variable d'écart e; 
n'est pas nulle. En effet, à la lecture de la première ligne du troisième tableau du 
simplexe, on constate que e; = 100. Ainsi, la chocolaterie n’a pas comblé l’écart 
entre la valeur du membre de droite de la troisième contrainte (sous sa forme 
standard) et son membre de gauche. Si la variable d'écart avait été une ressource, 
on aurait conclu que cette ressource était excédentaire dans une quantité égale à 
la valeur de cette variable. Le tableau final de l’algorithme du simplexe permet 
donc de déterminer les valeurs des variables de décision qui optimisent la fonc- 
tion économique, la valeur de l’optimum de la fonction économique et, s’il y a 
lieu, les ressources excédentaires ainsi que la valeur des excédents. 


Les différentes étapes de l’algorithme du simplexe sont décrites dans la FIGURE 9.10 
(p. 424). 
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Organigramme de l'algorithme du simplexe appliqué à un problème de maximisation standard 


Écrire le problème de maximisation sous la forme 
canonique en introduisant des variables d'écart et 
construire le tableau du simplexe initial. 


La dernière ligne du tableau du simplexe 
comporte-t-elle des éléments négatifs ? 


Loptimum 
est atteint. 


Choisir pour variable entrante celle qui, dans la dernière ligne 
du tableau (celle qui détermine la valeur de la fonction 
économique), est associée à la valeur négative la plus 
grande en valeur absolue. La colonne 
de la variable entrante est la colonne pivot. 


Le quotient de la valeur d’une des 
variables de base par l'élément correspondant 
de la colonne pivot est-il positif? 


Le problème n'a 
pas de solution. 


Choisir pour variable sortante celle qui est 
associée au plus faible quotient positif fini. 
La ligne de la variable sortante est la ligne pivot. 


Déterminer le pivot (élément situé à l'intersection 
des ligne et colonne pivots) et effectuer le pivotage 
(les opérations élémentaires de ligne) pour produire 
un nouveau tableau du simplexe où la variable entrante 
remplace la variable sortante parmi les variables de base. 


Soit le programme linéaire qui consiste à maximiser la fonction économique 
z = 2a + 3b sous les contraintes technologiques 2a + b <4,a—b<1,et 
sous les contraintes de non-négativité a > 0 et b > O. 


a) Combien de variables d’écart la forme canonique du programme linéaire 
comptera-t-elle ? 


b) Donnez la forme canonique de ce programme linéaire. 
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Domaine réalisable 


50 


A(0, 0) 50 
B(96, 0) 


c) Complétez le tableau initial (tableau 0) du simplexe. Prenez soin d’indi- 
quer la variable entrante et la variable sortante. 


TABLEAU 0 


(tableau initial) 


Base Valeur Quotient 


d) Complétez le tableau 1 obtenu par suite d’une première itération. S’il y a 
lieu, prenez soin d’indiquer la variable entrante et la variable sortante, 
sinon indiquez la valeur maximale de la fonction économique. 


TABLEAU 1 


Base 


Valeur Quotient 


Comme vous avez pu le constater, l'algorithme du simplexe est très technique, et il 
exige de nombreux calculs, même pour des problèmes comportant peu de variables 
de décision. Lorsqu'un programme linéaire comporte de nombreuses variables de 
décision, il faut recourir à l'informatique pour le résoudre. 


Avant de passer à un problème de minimisation, utilisons l'algorithme du simplexe 
pour résoudre le programme linéaire de l’exemple 9.1 (p. 403) de l'assemblage des 


calculatrices. Nous profitons de l’occasion pour présenter de nouveau une explica- 
tion géométrique des différentes itérations opérées par cet algorithme. 


EXEMPLE 9.12 


On veut maximiser la fonction P = 11x + 10 y sous les contraintes x > 0, y > 0, 
5x + 4y < 480 et 3x + 4y < 320. La FIGURE 9.11 représente le polygone convexe 
délimitant le domaine réalisable sur lequel nous avons indiqué les sommets. 


Le problème qu'on veut résoudre est un problème de maximisation standard dont 
la forme canonique est: 


Maximiser P = 11x + 10 y + 0e, + 0e, lorsque 


5x+4y+e = 480 


ue, + e, = 32 4 (contraintes technologiques) 


x20,y 20 


contraintes de non-négativité 
e 2 0,e > o ( 8 ) 


Appliquons l’algorithme du simplexe à ce programme linéaire. Nous verrons 
comment chaque itération nous fait passer d’un sommet à un autre du polygone 
convexe délimitant le domaine réalisable. 
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Le tableau du simplexe initial (tableau 0) a pour point de départ le point A(0, 0) 
puisque, initialement, dans un problème de maximisation standard, les variables 
de décision sont hors base et valent 0. 


TABLEAU O0 
Base x y ë ee 72 Valeur  Quotient 
= 5 4 1 0 0 480 180€ = 96 
e, 3 4 0 il 0 320 320/ 
P li —10 0 0 1 0 
1 


La variable entrante est x, et on lui donne la valeur maximale qu’elle peut prendre, 
soit 96 (le plus petit quotient). La variable sortante est donc e,. La variable y, 
demeurant une variable hors base, vaut encore 0. 


TABLEAU 1 


Valeur Quotient 


96 120 
32. 20 


Par conséquent, le tableau 1 indique qu'après une itération, l'algorithme du sim- 
plexe nous a fait passer du point A(0, 0) au point B(96, 0) pendant que la fonction 
économique passait de 0 à 1 056. Comme la fonction économique n’a pas encore 
atteint son maximum (il y a un nombre négatif dans la dernière ligne du 
tableau 1), il faut effectuer une autre itération. La variable y étant maintenant la 
variable entrante, on lui donne sa valeur maximale dans le contexte, soit 20. 
Après pivotage, on obtient le tableau 2. 


TABLEAU 2 
Base Valeur 
se 80 
y 20 
P 1 080 


Les variables de base sont alors x et y, et elles prennent respectivement les valeurs 
80 et 20. L'algorithme du simplexe nous a donc menés du point A(0, 0) au point 
B(°6, 0), puis enfin au point C(80, 20). Après deux itérations, la dernière ligne 
du tableau du simplexe ne comporte plus de coefficients négatifs : l'optimum est 
atteint. La fonction économique prend alors sa valeur maximale de 1 080. L’em- 
ployé doit donc assembler 80 calculatrices scientifiques et 20 calculatrices finan- 
cières, ce qui rapportera un profit de 1 080 $. Comme les variables d’écart sont 
toutes hors base dans le tableau 2, on en conclut qu'elles sont nulles et que toutes 
les ressources disponibles ont été utilisées. 


UN PEU D'HISTOIRE 


La programmation linéaire fut créée pour répondre à des ques- 
tions d'ordre économique et militaire. Le mathématicien russe, 
Leonid V. Kantorovich (1912-1986), fut le premier à s'intéresser à 
la dimension économique de la programmation linéaire. Il croyait 
qu'on pouvait augmenter la productivité d'une entreprise par une 
répartition judicieuse des travailleurs, par des commandes entre 
les différents fournisseurs, par des combinaisons efficaces des 
divers types de matières premières et de sources énergétiques, etc. 
Il fut le premier à reconnaître que ces problèmes de répartition des 
ressources humaines et matérielles pouvaient être modélisés et 
résolus numériquement. Les travaux exploratoires de Kantorovich 
en programmation linéaire lui valurent le Prix de la Banque de Suède 
en sciences économiques en l'honneur d'Alfred Nobel en 1975. 


Toutefois, ce n'est qu'en 1947 que la programmation linéaire prit 
son réel envol avec le développement de la méthode du simplexe 
par George Bernard Dantzig. Ce dernier travailla près d'une année 
entière à la production d'un algorithme permettant de trouver une 
façon optimale de résoudre des problèmes de logistique. 


La plupart des problèmes réels de programmation linéaire compor- 
tent un très grand nombre de variables et nécessitent de nombreux 
calculs. Heureusement pour Dantzig, les premiers ordinateurs 
commençaient à faire leur apparition. 


C'est grâce à la prolifération des ordinateurs que la programmation 
linéaire connut un tel essor, et ce, dans de nombreux secteurs 
d'activité humaine. Ainsi, en 1980, Laszlo Lovasz écrivait que, sion 
établissait des statistiques pour déterminer le type de problème 
mathématique qui consomme la plus grande partie du temps utilisé 
par les ordinateurs dans le monde, la réponse serait probablement 
la programmation linéaire. De même, dans son manuel d'algèbre 
linéaire, Gareth Williams précisait que la compagnie pétrolière 
Exxon utilise la programmation linéaire dans ses activités de forage, 
de répartition du pétrole brut entre ses raffineries, de contrôle 
des opérations de raffinage, de distribution de ses produits et de 
planification de ses stratégies d'affaires, et que cette program- 
mation occupe entre 5 % et 10 % du temps des ordinateurs de la 
compagnie. 


Avant de passer à la section suivante, trois remarques s’imposent : 


*_ Lorsqu'on recourt à l’algorithme du simplexe, il ne faut pas simplifier une contrainte 
avant de l’avoir écrite sous la forme canonique. Par exemple, il serait tentant 
de remplacer la contrainte 200x + 400 y < 1600 par la contrainte équivalente 
x+27y < 8. Bien que cette transformation ne changerait pas la solution du pro- 
blème (on obtiendrait les mêmes valeurs pour les variables de décision et d’opti- 
mum de la fonction économique), on ne pourrait plus interpréter directement les 
valeurs des variables d’écart dans la base comme des ressources excédentaires. La 
formulation canonique de la première inéquation serait 200x + 400 y + e; = 1600, 
d’où e; = 1600 dans le tableau initial, ce qu'on peut interpréter comme voulant 
dire qu'on a un «stockinitial» de 1 600 unités (des kilogrammes, des heures, des 
litres, etc.). Si on simplifie l’inéquation avant d’introduire la variable d’écart, on 
ne pourra plus interpréter la valeur de cette variable comme étant le «stock ini- 
tial». De même, dans le tableau final, on ne pourra pas interpréter les valeurs des 
variables d’écart dans la base comme des «excédents de stock». 


+ _ Dans la présente étude des rudiments de l'algorithme du simplexe, nous avons 
délibérément ignoré certains cas dégénérés dont le traitement nous aurait éloignés 
de l'objectif que nous poursuivions. Ces cas sont traités dans les manuels consa- 
crés entièrement à la programmation linéaire. 


+ _Lefficacité de l'algorithme du simplexe tient au fait qu’il n’analyse pas toutes les solu- 
tions de base réalisables. Les exemples que nous avons utilisés ne rendent pas bien 
compte de cette efficacité puisque le nombre de variables de décision et le nombre 
de contraintes sont faibles. Il serait toutefois illusoire, même avec un ordinateur 
puissant, de vouloir résoudre un problème de programmation linéaire compor- 
tant un grand nombre de variables et de contraintes en examinant toutes les 
solutions de base réalisables : seul un algorithme, comme celui du simplexe, per- 
met de réduire substantiellement le nombre de cas à étudier et met ainsi à notre 
portée la résolution de tels problèmes. 


PROGRAMMATION LINÉAIRE 427 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 20 à 24. 


Principe de dualité 


Le principe de dualité est un théorème qui 
justifie l'emploi du dual notamment pour 
résoudre certains problèmes de minimi- 
sation. En vertu du principe de dualité, 

la fonction économique w d’un problème 
de minimisation atteint une valeur mini- 
male si et seulement si la fonction écono- 
mique z de son problème dual atteint une 
valeur maximale. De plus, le minimum 

de w sera égal au maximum de z. 
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Des MOTS et des SYMBOLES 


Au moment où Dantzig inventa la méthode du simplexe, le mot programmation était un terme 
militaire désignant la planification et l'organisation des programmes de formation, d'appro- 
visionnement et de déploiement des troupes. Comme la méthode du simplexe repose sur 
des fonctions linéaires (c'est-à-dire de la forme ax, + 4,%X, +: + 4,X,), l'expression pro- 
grammation linéaire y trouve sa justification. 


Lorsque Dantzig élabora son algorithme du simplexe, il constata que la région réalisable est 
un ensemble convexe ayant la forme d'un polyèdre; dans le cas où trois variables sont en 
cause, la région réalisable peut être visualisée comme un diamant à plusieurs sommets, à 
plusieurs faces et à plusieurs côtés. C'est sans doute cette représentation géométrique qui 
explique le choix du mot simplexe pour décrire la méthode d'optimisation. En effet, en topo- 
logie combinatoire (branche des mathématiques supérieures), un n-simplexe est un certain 
type de polyèdre convexe. 


Recourez à la méthode du simplexe pour trouver le revenu maximal que peut 
tirer Denis Ledoux de son érablière (exemple 9.5, p. 409). 


PROBLÈME DE MINIMISATION : LE DUAL 


Nous avons utilisé la méthode du simplexe pour résoudre des problèmes de maximi- 
sation standard. Nous allons maintenant recourir à cette même méthode pour résoudre 
certains problèmes de minimisation qui peuvent être associés à des problèmes de 
maximisation standard. En particulier, nous traiterons du programme linéaire de 
minimisation d’une fonction économique de la forme w = cx; + c2X) +--+c,x, 
dont les coefficients économiques (c;) sont non négatifs et où les variables de déci- 
sion sont soumises aux m contraintes technologiques 


GiX1 + d2X) Es nXn > b, 
d1X1 + d2X) FER DnXn > b, 


AnXi + 4p2X2 "+ AmnXn 2 Om 


et aux n contraintes de non-négativité X; 2 Opourj = 1, 2, ...,n. 


Pour résoudre un tel problème, on recourt au principe de dualité de von Neumann 
(théorème 9.3). 


THÉORÈME 9.3 M1 


La fonction économique w d’un programme linéaire de minimisation atteint 
sa valeur minimale si et seulement si la fonction économique z de son dual 
atteint une valeur maximale. De plus, la valeur minimale de w est la même 
que la valeur maximale de z. 


UN PEU D'HISTOIRE 


John von Neumann (1903-1957) fut un des plus brillants mathéma- 
ticiens du xx° siècle. Dès l'âge de 18 ans, il publia ses premiers 
travaux mathématiques. À 21 ans, il reçut son diplôme d'ingénieur 
chimiste de l'Université de Zurich, en Suisse, et son doctorat en 
mathématiques de l'Université de Budapest, en Hongrie. 


John von Neumann était un élève tellement brillant que ses pro- 
fesseurs en étaient intimidés. Voici ce que le très célèbre mathé- 


allé au tableau et y a écrit la démonstration du théorème. À partir de 
ce moment, j'ai commencé à avoir peur de von Neumann’. 


En 1933, avec Albert Einstein, il devint un des premiers, et le plus 
jeune, membres de l'Institute for Advanced Study, que l'Université 
de Princeton venait de créer. Durant la Seconde Guerre mondiale, 
von Neumann fut consultant pour le projet Manhattan, à Los Ala- 
mos, et participa activement au développement de la bombe ato- 
mique. Von Neumann est considéré comme le père de la théorie 


maticien George Polya a dit de von Neumann: des jeux, la branche des mathématiques qui traite de stratégie et 


qui trouve des applications dans les domaines militaire, de la ges- 
tion, de l'économie et des sciences sociales. Enfin, von Neumann 
jeta les fondements de la conception des ordinateurs 
programmables. 


I [John von Neumann] était le seul étudiant qui m'ait jamais intimidé. 
Il avait un esprit tellement vif. Je donnais un séminaire de mathéma- 
tiques avancées à Zurich, auquel participait von Neumann. Au cours 
du séminaire, j'ai énoncé un théorème qui n'avait jamais encore été 
prouvé et j'ai affirmé que sa démonstration devrait s'avérer très diffi- 
cile. Von Neumann ne dit rien, mais quelques minutes plus tard, il a 
levé la main. Quand je lui ai demandé ce qu'il voulait, il s'est levé, est 


* Traduction d'une citation de G. Polya, tirée de R. Schmalz, Out of the Mouths of Mathe- 
maticians: A Quotation Book for Philomaths, Washington, Mathematical Association of 
America, 1993, p. 213. 


Évidemment, pour pouvoir appliquer ce théorème, il faut d’abord expliquer ce qu'est 
un dual. Tout problème de minimisation peut être associé à un problème de maximi- 
sation qu'on dit être son problème dual”. Dans ce contexte, le problème de minimisa- 
tion est appelé le problème primal. 


Problème dual 


Le problème dual d’un programme linéaire 
est celui qui est construit à partir du pro- 
blème primal et qui peut permettre de le 
résoudre indirectement. Le problème 

dual d’un problème de maximisation 

est un problème de minimisation et vice 
versa. Il y a une relation de symétrie entre 
les problèmes dual et primal: le dual du 
dual est le primal. 


Voici la marche à suivre pour résoudre un programme linéaire de minimisation de 
la fonction économique w = cx1 + C2X2 +: + x, (où c; 2 0) sous les contraintes 


GX + d2X2 Le 15 ŒnXn > b, 
dix + d2X) ses DnXn > b 


dan Xi + p2X2 °° + AynXn 2 Un 


Problème primal 
Le problème primal d'un programme 1. Former la matrice A: 
linéaire est le problème initial. Il peut 
z : UP di 2 ** An À 
être un problème de maximisation ou de 
minimisation. Cest à partir du problème An 42 ° An Vi 
primal quon construit le problème dual. A = È ; 
nr m2 °° mn bn 
C1 CE ** Cn 1 


Notez que les n premiers éléments de la dernière ligne de À représentent les coef- 
ficients économiques des variables de décision dans la fonction économique, 
alors que les n premiers éléments des autres lignes représentent les coefficients 
technologiques des variables de décision. Les m premiers éléments de la dernière 
colonne sont les valeurs des contraintes. 


2. Écrire A’: 
Gi Ami C1 
Gi2 2 ‘' Ay2 C2 
A=|: : DE 
Un n din Cn 
b bb, + b, 1 


*_ En fait, la notion de dual s'applique tant à un problème de maximisation qu’à un problème de minimi- 
sation. Le dual d’un problème de maximisation est un problème de minimisation, alors que le dual d’un 
problème de minimisation est un problème de maximisation. 
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3. Écrire le programme linéaire de maximisation associé à la matrice A, c’est-à-dire 


maximiser une fonction économique z comportant m variables de décision (y;) 
soumises à n contraintes du type <. Ainsi, le dual du programme de minimisa- 
tion sera le programme de maximisation suivant: 


Maximiser la fonction économique z = by, + by, +:--+b,,y,, lorsque les 
variables de décision sont soumises aux contraintes 


An ÿ1 + An1ÿ2 +" AmiYŸm < 
2}1 + 42ÿ2 +" m2Ym < C2 
An Y1 + ŒnY2 T° Ann Ym < Ca 


et y; 20etc; 20. 


. Appliquer l'algorithme du simplexe au problème de maximisation en utilisant les 


variables de décision (x;) comme variables d'écart. Si l'algorithme du simplexe 
appliqué au problème de maximisation mène à une solution, alors, en vertu du 
principe de dualité, le minimum de la fonction w prendra la même valeur que le 


maximum de la fonction z. 


De plus, les valeurs des variables de décision (x;) du problème de minimisation 
apparaîtront dans la dernière ligne (celle de la fonction économique) du tableau du 
simplexe final, dans les colonnes des variables d’écart du problème de maximisation. 


On veut déterminer la valeur minimale de la fonction économique z = 4x +3y 
sous les contraintes économiques et de non-négativité x + 2y > 6, x + y > 4, 
x z0et y 2 0. Complétez les trois premières étapes de la formulation du 
problème dual. 


+ Former la matrice A. 
° Écrire À’. 


. Écrire le programme linéaire de maximisation associé à la matrice Af. 


La justification de la marche à suivre pour résoudre un problème de minimisation 
en recourant au dual dépasse le cadre du présent manuel. Nous nous contenterons 
d'illustrer cette procédure par un exemple. 


EXEMPLE 9.13 


On veut minimiser la fonction w = 2x, + 3x, sous les contraintes x, > 0,x, > 0, 
3x, + x, Z 6et x, + 2x, 2 3. On peut recourir au principe de dualité pour trans- 
former ce problème de minimisation en un problème de maximisation qu’on pourra 
résoudre par l’algorithme du simplexe. Utilisons la marche à suivre proposée. 


1. Formons la matrice A: 


> 

Il 
D + © 
S D 
Fm OO © 


2. Transposons la matrice A: 


è 

| 
NS mm 
S D + 
© ND 


3. Écrivons le dual du problème de minimisation : 


Maximiser z = 6 y, + 3 y, sous les contraintes y, > 0, y, 2 0, 3m; + y: < 2et 
Yi +232 <3. 


4. Employons l'algorithme du simplexe pour résoudre le dual. N'oubliez pas qu'on 
utilise les variables de décision du primal comme variables d’écart du dual. 


TABLEAU 0 


Quotient 


2 
3 


Quotient 


Après deux itérations, la dernière ligne du tableau du simplexe ne comporte plus 
de coefficients négatifs : l'optimum est atteint. La fonction économique z prend 
alors sa valeur maximale de 2%. En vertu du principe de dualité, la valeur mini- 
male de la fonction économique w est donc également de 27£. De plus, en lisant la 
dernière ligne du tableau du simplexe, on peut affirmer que cette valeur minimale 


est atteinte lorsque les variables de décision x; et x, prennent respectivement les 
valeurs % et 3. 


On recourt notamment à l'algorithme du simplexe pour résoudre des problèmes de 
transport, entre autres pour minimiser les frais de transport entre des usines et des 
entrepôts, ou encore entre des entrepôts et des détaillants. L'exemple 9.14 illustre bien 
comment utiliser la méthode du simplexe pour minimiser les frais de transport. 


EXEMPLE 9.14 


Un fabricant d'ordinateurs possède deux ateliers de montage M1 et M2, ainsi que 
deux centres de distribution D1 et D2 desservant le marché du Québec. À l’ate- 
lier M1, le fabricant ne peut pas produire plus de 7 000 ordinateurs par semestre 
pour les deux distributeurs alors qu’à l’atelier M2, il ne peut pas en produire plus 
de 9 000. Pour satisfaire aux besoins des détaillants, le centre de distribution D1 
doit recevoir au moins 5 000 ordinateurs par semestre, alors que le centre D2 doit 
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en recevoir au moins 10 000. Les frais de transport (en dollars) des ordinateurs 
assemblés en fonction de la destination et du point d’origine sont les suivants: 


DI D2 
Mi 3 E 
M2 AS Dr: 


On veut déterminer la répartition des ordinateurs entre les deux centres de dis- 
tribution, de façon à minimiser les frais de transport. 


Soit x, le nombre d'ordinateurs livrés de M1 à D1, x, le nombre d'ordinateurs 
livrés de M1 à D2, x; le nombre d’ordinateurs livrés de M2 à DI1 et x, le nombre 
d'ordinateurs livrés de M2 à D2. 


Le fabricant veut minimiser la fonction C = 6x, + 5x, + 4x, + 8x, sous les 
contraintes x, + x, < 7 000, x3 + x4 < 9000, x, + x3 > 5 000, x, + x, 2 10000, 
X, 2 0,x, 2 0,x3 > 0et x4 > 0. 


Ce problème de minimisation n’est pas énoncé sous la forme standard puisqu'on y 
trouve certaines contraintes technologiques du type £, alors que toutes devraient 
être du type 2. Pour le convertir à la forme standard, il faut donc transformer ces 
deux inéquations comme suit: —x, — x, 2 —7 000 et —x;, — x, > —9 000. Une fois 
cette modification apportée, on peut recourir au principe de dualité pour trans- 
former ce problème de minimisation en un problème de maximisation pouvant 
être résolu par l'algorithme du simplexe. Utilisons la marche à suivre proposée. 


1. Formons la matrice A: 
—1] —1 0 O —7000 
O0 O0 —I —1 —9000 


A=| 1 0 O0 5000 

0 1 O0 1 10000 

6 5 8 1 

2. Transposons la matrice A: 

—1 0 1 0 6 
—1 0 0 1 5 
A' = 0 —1 1 0 4 
0 —1 0 1 8 
—7 000 —9000 5000 10000 1 


3. Écrivons le dual du problème de minimisation : 
Maximiser z = —7 000 y, — 9000 y, + 5 000 y; + 10 000 y, sous les contraintes 
—Y1 +Y3 <6,—Y + Ya < 5, —Y2 + V3 < 4, —y) + ya <Bet y; ZzOpouri=]l, 
2,3et4. 


4. Employons l'algorithme du simplexe pour résoudre le dual. N'oubliez pas qu'on 
utilise les variables de décision du primal comme variables d’écart du dual. 


5 
É: 
8 
0 


TABLEAU O 
Base ÿi Ya Ya Ya ZX; X) X3 X4 Z Valeur Quotient 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 () 
0 0 0 1 0 
z 7 000 9 000 -5 000 —10 000 0 0 0 0 il 
T 
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TABLEAU 1 


Base Yi Ya Ya Ja ZX] X) X3 X4 Z Valeur Quotient 
& -1 0 1 0 1 0 0 0 0 6 6 
Pa -1 0 0 il 0 1 0 0 0 5 
FE 0 =il 1 0 0 (Q 1 0 0 4 4 
En 1 0 0 0 1 0 1 0 3 
Z 0 0 0 


TABLEAU 2 
Base Yi Ya DA Ya % X) X3 X4 Z Valeur Quotient 
… =i Î 0 0 1 = 0 0 2 
ya -1 0 1 0 1 0 0 0 5 
Y3 0 =il 1 0 0 0 il 0 0 4 
—Xy =Il 0 0 0 =il 0 (l 0 3 3 
z —3 000 4 000 0 0 0 10 000 5 000 0 Îl 70 000 
l 
TABLEAU 3 
Base pa Ya Ys Ya S% Se, Fa œ 2 Valeur Quotient 
F3 0 0 0 0 1 -1 —1 1 0 5 
Ya 0 =i 0 Ï 0 0 0 1 0 8 
De 0 =il il 0 0 0 1 0 0 4 
Yi 1 =il 0 0 0 =il 0 1 0 3 
Z 0 1 000 0 0 0 7 000 5 000 3 000 il 79 000 


Vous pouvez maintenant faire 
les exercices récapitulatifs 25 à 31. 


Comme la dernière ligne du tableau ne compte plus de nombres négatifs, l’opti- 
mum est atteint. Par conséquent, les frais minimaux de transport sont de 79 000 $ 
lorsque le fabricant livre 7 000 ordinateurs de M1 à D2, 5 000 ordinateurs de M2 
à DI et 3 000 ordinateurs de M2 à D2. 


Soit la fonction économique w = 6x, + 2x, + 3x3, où les variables de décision 
sont soumises aux contraintes 


3x, + 2X) + X3 Z 28 
6x; +  Xx3 Z 24 
3x, + X) + 2x3 2 40 
x; 2 0 


Déterminez les valeurs des variables de décision qui minimisent la fonction éco- 
nomique ainsi que la valeur de ce minimum. 


PROGRAMMATION LINÉAIRE 433 


La programmation linéaire est la branche des mathéma- 
tiques qui a pour objet l'optimisation (maximisation ou 
minimisation) d’une fonction linéaire (dite fonction éco- 
nomique ou fonction objectif) de n variables indépendantes 
(dites variables de décision) qui sont soumises à des con- 
traintes exprimées sous la forme d'équations ou d’inéqua- 
tions linéaires. Les contraintes et l'objectif poursuivi au 
regard de la fonction économique sexpriment dans un pro- 
gramme linéaire. À titre d'exemple, le programme linéaire 
d'un problème de maximisation standard présente la 
forme suivante: 


Maximiser la fonction économique 
Z = GX] En C2X2 Sn CnXn 


lorsque les variables de décision sont soumises aux 
contraintes 


G1X1 + A2X2 +... < 
dnX + dx ++ yXy < b m contraintes 
: technologiques 


AmXi + 4m2X2 + °°" + AnXn < mn 


x; 2 0 (n contraintes de non-négativité) 


Î 
où b;, > O. 


Les coefficients (c;) des variables de décision de la fonction 
économique sont appelés coefficients économiques, et 
ceux (aÿ) de ces mêmes variables dans les contraintes tech- 
nologiques sont appelés coefficients technologiques. 


On peut résoudre de manière graphique un programme 
linéaire comportant deux variables de décision. En effet, en 
vertu du théorème fondamental de la programmation linéaire, 
si la valeur optimale d’une fonction économique existe, alors 
cette valeur est atteinte à au moins un des sommets du poly- 
gone convexe délimitant le domaine réalisable, soit la région 
du plan dont les points satisfont à toutes les contraintes énon- 
cées dans le programme linéaire. En analysant conjointement 
les valeurs de la fonction économique aux différents som- 
mets du domaine réalisable avec les courbes de niveau de la 
fonction économique, on peut ainsi déterminer la ou les 
valeurs optimales de la fonction économique ainsi que les 
valeurs des variables de décision qui permettent d’atteindre 
cet optimum. 


Lorsqu'un programme linéaire comporte plus de deux va- 
riables de décision, la méthode graphique est inefficace ou 
impossible à mettre en œuvre. Il faut alors recourir à la mé- 
thode du simplexe et éventuellement à l'informatique. 


Pour appliquer l'algorithme du simplexe à un problème de 
maximisation standard comme celui énoncé plus haut, il 
faut d’abord transformer les contraintes technologiques en 
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équations par l'ajout de variables d'écart. On passe alors à la 
forme canonique d’un problème de maximisation stan- 
dard (tableau 9.1, p.415). 


L'algorithme du simplexe appliqué à un tel problème effec- 
tue une série d’itérations à partir d’un tableau du simplexe 
initial dont la forme générale est la suivante (TABLEAU 9.2) : 


TABLEAU 9.2 


Tableau initial d'un problème de maximisation standard 


Variables 
de décision 


Variables 
d'écart 


Fonction 
économique 


L'algorithme du simplexe appliqué à un problème de maximi- 
sation standard débute avec une solution de base réalisable 


(l'équivalent d’un sommet du domaine réalisable), présentée 
dans le tableau initial. À partir de ce tableau initial, on crée 
de nouveaux tableaux en effectuant des opérations de pivo- 
tage (opérations élémentaires de ligne) selon la procédure 
décrite dans la figure 9.10 (p. 424). Pour effectuer le pivo- 
tage, on choisit une variable entrante et une variable sor- 
tante selon les critères donnés dans cette figure. On déter- 
mine ainsi la colonne pivot, soit la colonne associée à la 
variable entrante — qui devient alors une variable de 
base — et la ligne pivot, soit celle associée à la variable sor- 
tante — qui devient alors une variable hors base. On trouve 
de cette façon le pivot, soit l'élément du tableau du simplexe 
situé à l'intersection de la colonne pivot et de la ligne pivot. 


Le passage d’un tableau à un autre à la suite d’un pivotage 
mène chaque fois à une autre solution de base réalisable en 
provoquant la plus forte augmentation marginale possible 
de la fonction économique. Litération se poursuit jusqu'à 
l'obtention d’une solution de base réalisable optimale, soit 
celle où la fonction économique atteint sa valeur maximale. 
On atteint cet objectif lorsque, à la suite des différentes ité- 
rations, on obtient un tableau dont la dernière ligne ne com- 
porte aucun élément négatif. La valeur maximale de la 
fonction économique se trouve alors sur la dernière ligne de 
la dernière colonne du tableau du simplexe final, et les valeurs 
des variables de décision qui maximisent cette fonction se 
trouvent également dans cette colonne. 


En vertu du principe de dualité de von Neumann, on peut 
utiliser la même procédure pour résoudre certains problèmes 
de minimisation. La fonction économique w d’un programme 


linéaire de minimisation atteint sa valeur minimale siet seu- occasion le problème de minimisation (le primal) corres- 
lement si la fonction économique z de son dual atteint une  pondant. Les étapes de la marche à suivre pour former le 
valeur maximale. De plus, la valeur minimale de w est la dual et résoudre le problème primal de minimisation sont 
même que la valeur maximale de z. Aïnsi, en résolvant un décrites à La section 9.4.3 (p. 428). 

problème de maximisation (le dual), on résout par la même 
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Une entreprise vinicole produit deux types de vin à partir de 
deux cépages de raisin. Pour produire 1 hL de Vin Fou, il faut 
200 kg de raisins du cépage A et 320 kg de raisins du cépage B, 
alors que pour produire 1 hL de Vin Fin, il faut 250 kg de 
raisins du cépage À et 280 kg de raisins du cépage B. Le 
viticulteur dispose de 7 000 kg de raisins du cépage À et de 
8 800 kg de raisins du cépage B. 


a) Formulez le programme linéaire qui permettrait au viti- 
culteur de déterminer les quantités de chaque vin qu'il 
doit élaborer pour maximiser la quantité totale produite. 


Après mûre réflexion, le viticulteur se dit qu'il est préférable 
de produire des quantités qui lui procureront le profit le plus 
élevé. Or, chaque hectolitre de Vin Fou rapporte un profit 
de 2 200 $, alors que ce profit est de 3 000 $ par hectolitre de 
Vin Fin. 


b) Quel serait le nouveau programme linéaire du viticulteur ? 


. Une vétérinaire veut établir un régime alimentaire qui con- 


tienne au moins 50 unités d’un élément À et au moins 60 uni- 
tés d’un élément B. Pour répondre à ces exigences alimen- 
taires, elle peut utiliser de la nourriture animale sèche de la 
marque X ou de la marque Y. Chaque gramme de nourriture 
de la marque X contient 4 unités de l’élément À, 1 unité de 
l'élément B et 2 cal. Par ailleurs, chaque gramme de nourri- 
ture de la marque Y contient 2 unités de l’élément À, 3 unités 
de l’élément B et 3 cal. La nourriture de la marque X coûte 
3 $/kg et celle de la marque Y coûte 1 $/kg. 


a) Formulez le programme linéaire qui permettrait à la vété- 
rinaire de déterminer les quantités de chaque marque de 
nourriture animale à employer pour satisfaire aux exigences 
du régime alimentaire et pour minimiser l'apport calorique. 


b) Formulez le programme linéaire qui permettrait à la vété- 
rinaire de déterminer les quantités de chaque marque de 
nourriture animale à employer pour satisfaire au moindre 
coût aux exigences du régime alimentaire. 


. Josée souhaite faire un potager dans la cour arrière de sa pro- 


priété. Elle fait analyser son sol chez un pépiniériste qui lui dit 
que, étant donné la superficie de son potager, elle doit ferti- 
liser son sol en ajoutant au moins 200 unités d'azote, 300 uni- 
tés de potassium et 100 unités de phosphore si elle souhaite 
avoir une belle récolte. Le pépiniériste vend deux mélanges 
d'engrais. Chaque kilogramme du premier mélange se vend 
1,00 $ et contient 30 unités d’azote, 60 unités de potassium 
et 10 unités de phosphore, alors que chaque kilogramme du 
deuxième mélange se vend 1,20 $ et contient 20 unités d’azote, 
20 unités de potassium et 20 unités de phosphore. Formulez le 
programme linéaire qui permettrait à Josée de déterminer les 
quantités de chaque type d'engrais à utiliser, de façon à res- 
pecter les conseils du pépiniériste au moindre coût possible. 
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Une raffinerie produit deux types d'essence pour les voitures. 
Sa production quotidienne ne peut pas excéder 316 000 L. 
Ses coûts de production sont respectivement de 0,25 $/L et 
de 0,27 $/L pour chacun des types d’essence, alors que les 
profits sont respectivement de 0,04 $/L et de 0,042 $/L. L’en- 
treprise ne peut dépenser plus de 81 000 $ pour effectuer les 
opérations de raffinage. Formulez le programme linéaire qui 
permettrait au raffineur de déterminer les quantités de cha- 
cun des deux types d’essence à fabriquer pour maximiser son 
profit. 


Une compagnie produit deux mélanges de jus d'orange et de 
jus de pamplemousse. La composition de chacun des deux 
mélanges est la suivante: 


mens 


60 % 


Mélange B 


La compagnie tire un profit de 0,50 $/L du mélange À et de 
0,60 $/L du mélange B. Formulez le programme linéaire qui 
permettrait à la compagnie de déterminer les quantités de 
chacun des mélanges à produire pour maximiser son profit si 
elle dispose de 100 hL de jus d'orange et de 120 hL de jus de 
pamplemousse. 


. Un confiseur produit deux variétés de tire pour l’'Halloween, 


soit la variété Fantôme et la variété Monstre. Le tableau qui 
suit indique les quantités de sucre, de sirop de maïs et de 
mélasse requises pour produire 1 kg de chacune des variétés 
de tire, ainsi que les quantités disponibles de chacun des 
ingrédients. 


Quantité 
disponible 


Ingrédient Monstre 


Sucre 200 mL 800 L 
Sirop de maïs | 300 mL FDL 
Mélasse [| 200mL | 100mL 400 L 


Le confiseur dégage un bénéfice de 1,00 $/kg pour la variété 
Fantôme et de 1,20 $/kg pour la variété Monstre. Formulez le 
programme linéaire dont la solution permettrait au confiseur 
de déterminer la quantité à produire de chaque variété pour 
maximiser son profit. 


Une compagnie minière exploite deux mines d’où elle tire un 
minerai À et un minerai B. Les frais d'exploitation quotidiens 
de la première mine sont de 100 000 $, et on peut y extraire 
4 000 kg de minerai À et 4 000 kg de minerai B. Les frais 
d'exploitation quotidiens de la seconde mine sont de 90 000$, 
et on peut y extraire 5 000 kg de minerai À et 3 000 kg de 
minerai B. Le directeur de la compagnie minière doit remplir 
une commande de 50 000 kg de minerai À et de 38 000 kg de 
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minerai B. Formulez le programme linéaire dont la solution 
permettrait au directeur de la compagnie minière de choisir 
la durée d'exploitation de chacune des deux mines de façon 
à respecter son contrat à un coût minimum. 


Carole travaille depuis de nombreuses années comme béné- 


[TA vole dans une banque alimentaire. Elle est chargée de la sol- 


L'10. 


licitation auprès des entreprises et des syndicats de sa région. 
Afin d'obtenir des dons, elle effectue des appels téléphoniques 
(prise de rendez-vous, suivi de rencontres, etc.) et se rend 
aussi sur les lieux de travail pour rencontrer des dirigeants 
d'entreprise ou des syndiqués. Elle sait par expérience qu'il 
lui faut consacrer 1 h au téléphone et Z h sur les lieux de tra- 
vail pour obtenir un don de 100 $ des entreprises, alors que 
dans le cas des syndicats, elle doit consacrer ! h au téléphone 
et 2 h sur les lieux de travail pour obtenir un don de 200 $. 
Au cours d’un mois de sollicitation, Carole peut passer au plus 
10 h à faire des appels téléphoniques et 12 h à faire des visites 
sur les lieux de travail. Vous voulez aider Carole à répartir 
judicieusement ses énergies entre les deux types de donateurs 
de façon à ce qu’elle puisse amasser le plus d'argent possible. 
Formulez le programme linéaire de Carole. 


. Un marchand de café prépare deux mélanges de café moulu. 


La composition de chacun des mélanges (A et B) est décrite 
dans le tableau suivant: 


Arabica 
brun 


Arabica 
noir 


Colombien 
brun 


Colombien 
noir 
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A 60 % 
B 50 % 


10 % 
20 % 


10 % 
15 % 


20 % 
15 % 


Le marchand dégage un bénéfice de 0,80 $/kg du mélange À 
et de 1,00 $/kg du mélange B. Il dispose de 18 kg de colombien 
noir, de 5 kg de colombien brun, de 4 kg d’arabica noir et de 
6 kg d’arabica brun. Formulez le programme linéaire dont la 
solution permettrait au marchand de déterminer la quantité 
à préparer de chaque mélange pour maximiser son profit. 


Une entreprise fabrique trois produits A, B et C, dont elle 
tire respectivement des profits de 2 $/kg, de 3 $/kg et de 
4 $/kg. Le processus de fabrication comporte trois étapes. 
Les ressources en main-d'œuvre et en capital sont telles que 
l’entreprise ne peut consacrer chaque jour que peu de temps 
à chacune de ces étapes. Le tableau qui suit indique le temps 
requis à chaque étape pour produire 1 000 kg de chacun des 
produits ainsi que le temps total disponible à chacune des 
étapes. 


Temps requis (h) pour 
produire 1 000 kg de 


b) 


b) 


Lentreprise veut déterminer les quantités (en milliers de kilo- 
grammes) de chacun des produits qu'elle doit fabriquer pour 
maximiser son profit. Formulez le programme linéaire de 
l'entreprise. 


Tracez le domaine réalisable du programme linéaire for- 
mulé à l'exercice récapitulatif 1a. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 14, déterminez 
les quantités de chaque type de vin que le viticulteur doit 
élaborer pour maximiser sa production totale de même 
que la quantité totale maximale qu’il peut produire. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 1b, déterminez 
les quantités de chaque type de vin que le viticulteur doit 
produire pour maximiser son profit, et indiquez la valeur 
du profit maximal qu’il peut obtenir. 


Tracez le domaine réalisable du programme linéaire for- 
mulé à l'exercice récapitulatif 24. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 24, déterminez 
les quantités de chaque marque de nourriture que la vé- 
térinaire doit utiliser pour minimiser l'apport calorique, 
de même que la valeur minimale de l'apport calorique. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 2b, déterminez 
les quantités de chaque marque de nourriture que la vé- 
térinaire doit utiliser pour minimiser le coût et indiquez 
la valeur du coût minimal du mélange à produire. 


Tracez le domaine réalisable du programme linéaire for- 
mulé à l’exercice récapitulatif 3. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 3, déterminez 
les quantités de chaque type d'engrais que Josée doit uti- 
liser pour minimiser le coût d'achat et indiquez la valeur 
du coût d'achat minimal. 


Tracez le domaine réalisable du programme linéaire for- 
mulé à l'exercice récapitulatif 4. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 4, déterminez 
les quantités de chaque type d'essence que la raffinerie doit 
produire pour maximiser son profit et indiquez la valeur 
du profit maximal. 


Tracez le domaine réalisable du programme linéaire for- 
mulé à l'exercice récapitulatif 5. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 5, déterminez 
les quantités de chaque mélange que doit produire la com- 
pagnie pour maximiser son profit et indiquez la valeur du 
profit maximal. 


Tracez le domaine réalisable du programme linéaire for- 
mulé à l’exercice récapitulatif 6. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 6, déterminez 
la quantité de chacune des variétés de tire que le confiseur 
doit produire pour maximiser son profit et indiquez la 
valeur du profit maximal. 


Tracez le domaine réalisable du programme linéaire for- 
mulé à l'exercice récapitulatif 7. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 7, déterminez 
la durée d'exploitation de chaque mine pour minimiser 
les frais d'exploitation et indiquez les frais minimaux à 
assumer. 


PROGRAMMATION LINÉAIRE 437 


L 18. 


a) Tracez le domaine réalisable du programme linéaire for- 
mulé à l'exercice récapitulatif 8. 


b) Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 8, déterminez 
le nombre d'entreprises et de syndicats que Carole doit 
approcher pour maximiser le montant des dons, et indi- 
quez le montant maximal de dons qu'elle peut recueillir. 


a) Tracez le domaine réalisable du programme linéaire for- 
mulé à l'exercice récapitulatif 9. 


b) Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 9, déterminez 
la quantité de chaque mélange que le marchand doit pré- 
parer pour maximiser son profit et indiquez le profit maxi- 
mal qu’il peut obtenir. 
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Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 1b, utilisez l’algo- 
rithme du simplexe pour déterminer les quantités de chaque 
type de vin que le viticulteur doit produire pour maximiser 
son profit et indiquez le profit maximal qu’il peut obtenir. 


Dans le contexte de l’exercice récapitulatif 5, utilisez l’algo- 
rithme du simplexe pour déterminer les quantités de chaque 
mélange de jus que la compagnie doit produire pour maxi- 
miser son profit et indiquez le profit maximal qu’elle peut 
obtenir. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 6, utilisez l’algo- 
rithme du simplexe pour déterminer la quantité de chacune 
des variétés de tire que le confiseur doit produire pour maxi- 
miser son profit et indiquez le profit maximal qu'il peut 
obtenir. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 10, utilisez l’algo- 
rithme du simplexe pour déterminer la quantité de chaque 
produit que l’entreprise doit fabriquer pour maximiser son 
profit et indiquez le profit maximal qu’elle peut obtenir. 


Utilisez l'algorithme du simplexe pour résoudre le programme 
linéaire, c’est-à-dire pour trouver la valeur maximale de la 
fonction économique, et indiquez la valeur de chacune des 
variables de décision qui maximise cette fonction. 


a) Maximiser z = 300x, + 100x, + 200x; sous les con- 
traintes 


X1 + X) + X3 < 100 
20x, + 40x) + 30x3 < 3200 
2x. + X2 + X3 < 160 


x, 20,x, Z20etx3 20 


b) Maximiser w = 4x + 3y + 5z sous les contraintes 
x+3y+2z < 1200 
x+y+2z< 1000 
3x + y +2z < 1400 


x20,y20etz2z0 
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Dans le contexte de l’exercice récapitulatif 24, utilisez l’algo- 
rithme du simplexe pour déterminer la quantité de chaque 
marque de nourriture que la vétérinaire doit combiner pour 
minimiser l'apport calorique et indiquez l’apport calorique 
minimal obtenu. 


Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 3, utilisez l’algo- 
rithme du simplexe pour déterminer la quantité de chaque 
mélange d’engrais que Josée doit combiner pour minimiser 
le coût de l’achat et indiquez ce coût minimal. 


. Dans le contexte de l'exercice récapitulatif 7, utilisez l’algo- 


rithme du simplexe pour déterminer le nombre de jours 
d'exploitation de chaque mine qui minimise les frais d’exploi- 
tation et indiquez ces frais minimaux. 


Utilisez l'algorithme du simplexe pour résoudre le programme 
linéaire, c’est-à-dire pour trouver la valeur minimale de la 
fonction économique, et indiquez la valeur de chacune des 
variables de décision qui minimise cette fonction. 


a) Minimiser w = 4x, + 7x, + 5x; sous les contraintes 
4x, + x) 210 
4x, + 5x3 2 20 
3x, +2X) + x3 2 12 


X 20,x, Z20etx; 20 


b) Minimiser w = x, + 2x, + x; sous les contraintes 
X1 — X2 — X3 2 —8 
X1 — 3%) + 4x; 2 12 


3x + X2 +2%3 > 10 


x, 20,x, Zz0etx; Zz0 


La directrice d’une école primaire organise une sortie avec 
180 élèves. Un transporteur lui propose des autobus de 21 places 
au prix de 300 $ et des autobus de 33 places au prix de 400 $. 

Les élèves doivent être accompagnés d’adultes, soit 1 adulte 

si l’autobus compte 21 places et 3 adultes s’il en compte 33. 

La directrice peut compter sur au plus 12 adultes pour accom- 

pagner les élèves et elle veut minimiser les frais de location 

des autobus. 

a) Formulez le programme linéaire de la directrice. 

b) Tracez le domaine réalisable du programme linéaire. 

c) Évaluez la fonction économique à des valeurs judicieuses 
du domaine réalisable pour déterminer le nombre d’auto- 
bus de chaque type que la directrice doit louer pour mini- 
miser les frais de location des autobus, et indiquez ce coût 
de location minimum. 

d) Utilisez la méthode du simplexe pour résoudre le pro- 
gramme linéaire. 


Une coopérative agricole fournit deux marchés d'alimentation 
MI et M2 à partir de la récolte provenant de deux champs CI 
et C2. Pendant la saison, la capacité hebdomadaire minimale 
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de production du champ Cl est de 700 kg, alors que celle du 
champ C2 est de 300 kg. Le marché M1 achète au moins 
600 kg chaque semaine, alors que le marché M2 en achète au 
moins 400 kg. Les frais de transport (en dollars par 100 kg) 
en fonction de la destination et du point d’origine sont les 
suivants : 


Déterminez la répartition de la production entre les deux 
marchés d'alimentation de façon à minimiser les frais de 
transport. 


Un fabricant assemble dans deux usines U1 et U2 des cuisi- 
nières qui sont expédiées notamment chez deux distributeurs 


D1 et D2. La capacité quotidienne de production des usines 
Ul1 et U2 est respectivement de 75 et de 50 unités. Les frais 
de transport en fonction de la destination et du point d’ori- 
gine sont les suivants: 


Pour faire face à la demande, le distributeur D1 doit recevoir 
au moins 45 cuisinières et le distributeur D2 doit en recevoir 
au moins 60. Déterminez le plan de transport qui répond à la 
demande des deux distributeurs tout en minimisant les frais 
de transport. 


EXERCICES DE RÉVISION (chapitres 1 à 9) 


1. 


Soit les points A(2,-1,1), B(3,2,-—1) C(7,0,-2) et 

D(-4,3, 1). 

a) Quelles sont les composantes des vecteurs AB, AC et 
AD? 

b) Que vaut IAB] |? 

c) Quelle est l'aire du triangle ABC? 

d) Vérifiez que le triangle ABC est rectangle. 

e) À quel sommet du triangle ABC trouve-t-on l'angle droit ? 


f) Évaluez le volume du tétraèdre dont les sommets sont les 
points À, B, Cet D. 


g) Quelles sont les coordonnées du point E tel que 
AË =[2 1 6]? 

h) Quelle est l'équation cartésienne du plan Z passant par les 
points À, Bet C? 


i) Quelles sont les équations paramétriques de la droite A 
passant par les points À et D? 


. Soit les droites et le plan de l’espace suivants. 


+ A, passe par le point A(2, 1, 2), et & =[1 1 1Jenestun 
vecteur directeur. 


e A:[x y z]=[4 3 5]+k[1 -1 1]oùk, eR 
eHX-yY+zZ=S 

a) Quels sont les cosinus directeurs du vecteur dj; = [1 1 1]? 
b) Quelle est l'équation vectorielle de la droite A, ? 


c) Déterminez si les droites A, et À, sont parallèles (dis- 
tinctes ou confondues), concourantes ou gauches. Si les 
droites A, et À, sont parallèles ou gauches, trouvez la dis- 
tance qui les sépare, sinon trouvez l'angle entre les droites 
ainsi que le point d’intersection. 


d) Quelle est la distance du point B(2, 1, 3) au plan 7? 


. Une compagnie de meubles fabrique des chaises, des tables 


et des vaisseliers dans deux usines différentes. Ce qu’il en 


coûte de main-d'œuvre pour produire une unité de chacun 
des trois biens est indiqué dans la matrice A: 


Usinel Usine2 
36 40 | Chaises 
A=| 60 64 | Tables 
100 108 | Vaisseliers 


Les coûts de main-dœuvre représentent 40 % des coûts de 
production. 


a) Quelle opération matricielle faut-il effectuer sur la ma- 
trice A pour obtenir la matrice C des coûts de production 
unitaires ? Écrivez la matrice C. 


b) Les quantités de chaises, de tables et de vaisseliers pro- 
duites hebdomadairement dans chacune des deux usines 
sont consignées dans la matrice B: 


Usine1l Usine2 
100 80 | Chaises 
B=| 20 30 | Tables 
30 20 | Vaisseliers 


Si la production augmente de 10 % dans la première usine 


1, 
et de 20 % dans la seconde, calculez |, 


0 


1 
, | et donnez le 


sens de la matrice résultante dans le contexte. 


. Un fabricant produit des moteurs de motoneige pour deux 


constructeurs C1 et C2 dont les besoins sont respectivement 
d’au moins 50 et 27 moteurs par jour. Les deux constructeurs 
acceptent tous les moteurs qui leur sont livrés. La capacité 
minimale de production du fabricant est de 85 moteurs. Les 
frais de transport pour livrer un moteur à CI et à C2 sont 
respectivement de 25 $ et de 30 $. Le fabricant souhaite satis- 
faire à la demande de ses clients en minimisant les frais de 
transport. 


a) Formulez le programme linéaire. 


b) Représentez graphiquement le domaine réalisable. 
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c) Résolvez le programme linéaire en évaluant la fonction 
économique aux sommets du domaine réalisable. Votre 
réponse doit indiquer les quantités de moteurs livrés à 
chacun des constructeurs, lesquelles minimisent les frais 
de transport. 


d) Utilisez la méthode du simplexe pour résoudre le pro- 
gramme linéaire. 


. Utilisez la méthode du simplexe pour maximiser 
z = 5x + 4%, + 2%, sous les contraintes x + X2 + X3 < 7, 
12X, + 8X + 9x; < 72et x; 2 0. 


. Un représentant commercial a divisé son territoire de vente 
en trois Zones distinctes. Au fil des ans, il a constaté qu'il 
avait contracté certaines habitudes. 


. Ilne visite qu'une seule zone par jour. 

+ Dans 60 % des cas, il visite des clients dans la même zone 
deux jours consécutifs. 

. Ilne va jamais dans la première Zone quand la veille il était 
dans la seconde. 

+ Les probabilités qu’il aille dans les deuxième et troisième 
zones sont identiques si la veille il était dans la première zone. 


+ La probabilité qu’il visite la première zone est trois fois plus 
élevée que celle qu’il se rende dans la deuxième zone si la 
veille il était dans la troisième zone. 


a) Construisez le diagramme de transition des habitudes du 
vendeur. 


b) Construisez la matrice de transition T = [be des ha- 


bitudes du vendeur, où f;; représente la probabilité de visi- 
ter la ième zone après avoir visité la j‘è"€ zone la veille. 


c) Vérifiez que la matrice T est une matrice de transition 
régulière. 
d) Si lundi dernier le représentant se trouvait dans la pre- 


mière zone, quelle est la probabilité qu’il se trouve dans 
la deuxième zone deux jours plus tard ? 


e) Décrivez les habitudes du représentant en donnant les 
probabilités à long terme de visiter chacune des zones. 


. Soit les vecteurs #7 =[1 0 1], # =[0 1 O0] et 
4 =[1 -1 —1] 

a) À quel espace les vecteurs uj,u, etuz appartiennent-ils ? 
b) Le vecteur # est-il unitaire ? Justifiez votre réponse. 


c) Les vecteurs y, et u, sont-ils orthogonaux ? Justifiez votre 
réponse. 


d) Les vecteurs 4j, u; et u; sont-ils linéairement indépen- 
dants ? 


e) Si cela est possible, exprimez le vecteur u4 = [1 2 2] 
comme une combinaison linéaire des vecteurs 4,4, etus. 


k O k* 
. Pour quelles valeurs de k la matrice À =| 4 O0 1 est-elle 
singulière ? ki 3 5 
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9. Une diététiste doit préparer un menu particulier à partir de 


trois aliments: X, Y et Z. Ce menu doit contenir exactement 
30 unités de calcium, 14 unités de fer et 44 unités de vita- 
mine À. Le nombre d'unités de calcium, de fer et de vitamine A 
présentes dans chaque 10 g d’aliment est indiqué dans le 
tableau suivant : 


NOMBRE D'UNITÉS PAR 10 g 


Vitamine A | 


a) À partir de ces informations, écrivez le système d'équations 
qui vous permettrait de déterminer la quantité de chaque 
type d’aliment à utiliser pour satisfaire aux exigences ali- 
mentaires du menu. Prenez soin de nommer vos inconnues. 


b) La diététiste constate qu’il existe plusieurs façons de préparer 
ce menu. Présentez l'ensemble de toutes les combinaisons 
possibles des trois aliments qui satisfont aux exigences ali- 
mentaires du menu. 


c) Les prix pour chaque portion de 10 g de chacun des ali- 
ments X, Y et Z sont respectivement de 0,20 $, de 0,15 $ 
et de 0,10 $. Quelle combinaison de ces trois aliments donne 
le menu le plus économique ? 


Soit la matrice input-output d’une économie fermée. 


0,7 0,6 0,4 
A=})0,3 0,2 0,5 
0  __ 0,1 


a) Combien de secteurs cette économie compte-t-elle ? 
b) Comment note-t-on l'élément dont la valeur est 0,3? 
c) Donnez la valeur et le sens de 43. 
d) Que vaut a: ? 
e) Interprétez le fait que 431 = 0. 
X1 
f) SiX =] x, | représente la matrice de la valeur des outputs 
X3 
de chacun des secteurs, donnez le sens des expressions 
d32X) Et 431X1 + A32X2 + A33X3. 


g) Complétez: x, = 4 x + + 


h) À quelle équation matricielle exprimant l'équilibre entre 
la production et la consommation la matrice X doit-elle 
satisfaire ? 


i) Déterminez la matrice X en résolvant l'équation obtenue 
enh. 


j) Si la valeur économique de la production du troisième 
secteur est de 60 000 $, quelle est la valeur économique 
de la production de chacun des deux autres secteurs ? 


RÉPONSES AUX 
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EXERCICES récapitulatifs 


en 
ES 
TZ 


re 50 45 55 
7 [52 70 30 


b) Les frais de transport du deuxième produit pour chacun des clients. 
c) Les frais de transport de chacun des deux produits pour le troisième client. 


d) Les frais de transport (45 $) du premier produit pour le deuxième client. 


1101 
2.a) A=|1010 
0 1 O1 
b) 4 
c) 5 


d) Le quatrième type de poterie est présent dans 3 sites, soit les premier, deuxième et 
quatrième sites. 
e) Le troisième site, qui ne contient que des poteries du premier type. 


f) by = 1; le troisième site contient des poteries du premier type. 


3. [ 600000 60000 3000 
250000 25000 1250 
100000 10000 500 

50000 5000 250 


4. [70 4 1 
le 3 ai 
5.a) 3 
b) @3 = 0,35$ 
c) Il faut utiliser 0,41 $ de biens (input) du premier secteur industriel pour produire 


1 $ de biens (output) du deuxième secteur. 


d) La production d’un bien n’est rentable que si la valeur des inputs nécessaires à la 
fabrication de ce bien est inférieure à celle du bien produit. La somme des éléments 
de la jièmt colonne représente ce qu’il en coûte pour produire 1 $ d’outputs du 
j'me secteur. Il faut donc que cette somme soit inférieure à l’unité pour que la 
production soit rentable. 


6.a) i= j b) i>j ©) i<j 


7. a) | Matrice | A 


B C D E F G Foi K L M N 
0 4 0 1 il 21 1 


Trace 


b) Gs3 n’est pas défini; 435 10; b3 73 bi 1: C22 2; di 23 €31 5; 
e3 n'est pas défini; M6 = 7. 
c) B,C,D,G,K,L,M PetQ. 


d) FetG. 

e) Eet G. 

ff) N 

g) C,G,Let P. 

h) C,G,K, Met P. 
i C,GetP. 

j) CetG. 

k) G 

D) B,C,Get P. 
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m) D 
n) G,H,KetN. 


—_ 
LLI o) Get N. 
_ 2 1 3 4 —2 0 1 3 -4 2 
st —1 4 9 k -3 —1 0 9 —-k -3 
< 8 A=| 3 9 1 6 5 B=|-3 9 0 6 5 
= 4 k 6 8 m 4 k 6 O0 m 
_2 -3 5 m O0 2 3 5 -m O0 
2 3 1 1 
5 0 3 1 1 1 
HA Bel ass D Ale | 
0 0 4 


10. Soit À = [al et B = [bi Le Alors À = B si et seulement si: 


+ les deux matrices ont le même format, à savoir m = petn = q; 


. tous les éléments correspondants de À et de B sont égaux, à savoir 4 
les valeurs de i et de j. 


ÿ — bi Pour toutes 


11. y = —5, x = —1 ou x = 3. 


0 0 00 1 0 0 
12. Os = 0 O;x3 —_ 0 0 0 L _ 0 1 0 
0 0 O I 
a O0 O0 
13.a) A=|0 b O|oùa,betceR. 
0 O0 c 
- + [Wie 
b) B=[b],., où = SisietkeR. 
0 —-a —b 
14 A=la 0 -cloùa,betceR. 
b c O0 


15. Les seules matrices qui sont à la fois symétriques et antisymétriques sont les matrices 
nulles O,xy- 


Cool oo) Loi] 


17. a) Vrai. d) Vrai. g) Faux. j) Vrai. m) Faux. 
b) Faux. e) Faux. h) Vrai. k) Vrai. n) Vrai. 
c) Faux. f) Faux. i) Faux. D Vrai. o) Vrai. 
18.a) [1 0 0 1 
Lo Jef; o 
b) F1 00 0 1 0 0 O1 
0 1 0 1 0 Lo 1 0 
0 0 1 0 0 1 1 0 0 
1 0 0 0 1 O0 0 O0 1 
0 0 1 0 0 | : 0 0 
0 1 0 1 0 0 0 1 0 


P 3 57 en 
19. A=| Js-lacs C=| 3 1 % % 
5 7 9 


1 4 — 
4 A SH. 4e 
_2 -4A —6 
D=[24 816] E=| 4 8 712 
—8 16 -24 
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20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


djj — 


ÿ 


a) 


b) 


a) 


b) 
c) 
d) 


a) 


b) 


c) 


d) 


b) 


a) 
b) 


c) 
d) 


0 siiz)j + j i+1 ; 

= 2, b; = 1, Ci = e si i = 7, dj un (1077 et ei — (015. 
_ 
0 8 10 6 A 
re 8 0 6 10 
10 6 0 8 ru 
6 10 8 0 < 
La matrice est symétrique parce qu'elle est carrée et que a; = 4;: la distance du 5 


point i au point j est la même que celle du point j au point i. 


Migration interprovinciale nette au cours du premier trimestre de 2022 
(janvier à mars), Manitoba, Saskatchewan, Alberta 


Province d’origine 


Province de 


ion Manitoba Saskatchewan Alberta 
Manitoba ( —134 —1 315 
| Saskatchewan 134 0 — 932 
| Alberta 1315 932 0 


Source: Statistique Canada. Tableau 17-10-0045-01 Estimations des 
migrants interprovinciaux selon la province ou territoire d’origine 
et de destination, trimestrielles, consulté le 23 juin 2022. 


La somme est 0, car ce qu'une province gagne, l’autre le perd. 
L’Alberta. 
Le Manitoba. 


0 20 40 
A=130 O0 34 
35 38 0 
Les éléments de la diagonale principale sont de la forme 4;;. Ils représentent la 
valeur des biens importés par le fiè"e pays du 5m pays. Or, pour qu’il y ait 
importation, il faut que les deux pays soient distincts. Par conséquent, 4; = 0. 


0 10 —5 
B=]-10 O0 4 
5 —4 0 


Une balance commerciale négative indique que la valeur des exportations est plus 
faible que la valeur des importations : on parle alors d’une balance commerciale 
déficitaire. 


PERTE : 8 
dj ji — Gÿ = j(j-i) —i(Gi- j) =(j-i 

di = 8; le premier pays a un excédent commercial de 8 G$ à l’endroit du troisième 
pays, c'est-à-dire que la valeur des exportations du pays 1 vers le pays 3 dépasse de 


8 G$ la valeur des importations du pays 1 en provenance du pays 3. 


= C 


Comme d; = (j iÿ = —(i ÿŸ = —d;, la matrice D est antisymétrique: une 
balance commerciale déficitaire d’un pays x à l'endroit d’un pays y indique que 
le pays y affiche une balance commerciale excédentaire de même amplitude à 


Pendroit du pays x. 


3 x 4 ou 4 X 3. 

La matrice est constituée d'éléments compris entre 0 et 25. À titre d'exemple, elle 
20 25 21 22 

pourrait être R=|18 23 21 17 |. 
22 20 23 24 


Cette expression représente la note finale de Jasmine. 


Cette expression représente la moyenne des notes des trois élèves au dernier examen. 
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2 A À 
25.a) C=|X K X 
AK 
b) La troisième espèce. 
c) 1. Lorsque deux animaux se font face, il y a un vainqueur dans 100 % des cas. 
26. a) L'élément p;, représente la probabilité que la souris se déplace du compartiment 1 


au compartiment 2. Comme le compartiment 1 compte deux portes, la probabilité 
que la souris passe au compartiment 2 est de W, de sorte que p11 = Y. 


_ 
LLI 
o 
= 
Q 
< 
"= 
OU 


b) L'élément p; = 0 puisqu'on affirme que, lorsqu'elle entend la cloche, la souris change 
de compartiment, de sorte que la probabilité qu’elle demeure dans le comparti- 
ment i, c'est-à-dire qu’elle passe de i à i, est nulle. 

0H 
a P=|k 0 % 
2 73 0 
3 
d) Ona DZ = 1 puisque cette somme représente la somme des probabilités que la 
i=1 
souris se déplace du compartiment 2 vers un autre compartiment, soit un événe- 
ment certain de probabilité 1. 


0,80 0,20 0,05 
27. T =|0,10 0,75 0,05 
0,10 0,05 0,90 


K 
(e) 
(e) 
S 
o 


28. a) T = 


© © © KX 
NS 

S X 

© X X 


KR KR KR © 


SO © © © + © 


oo X 


b) Chaque élément de la diagonale représente la probabilité que l’agent de sécurité se 
déplace du poste i au poste à, c'est-à-dire qu’il ne se déplace pas. Or, dans l’énoncé, 
on indique que l’agent se déplace vers un autre poste après un arrêt de 15 min, de 
sorte que la probabilité de ne pas se déplacer est nulle, d’où f; = 0 pour toutes les 
valeurs de i. 

c) La somme des éléments de la colonne j représente la somme des probabilités qu’il 
quitte le poste j pour un autre poste. Comme il doit nécessairement rejoindre un 
poste, quel qu’il soit, il y a une certitude qu’il rejoint un poste, d’où une somme 
(une probabilité) de 1. 


0 4 0 O0 0 
1 0 X O0 0 
29.T=|0 % 0 % 0 
0 0 ZX O0 1 
0 0 0 % 0 
30. a) [5 -2 —4 -8 -9 —4 -2 5 
Lei ST 1 À 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
000 «A 0 10 “0: 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 
D M DR 
5 2 4 8 9 4 2 5 
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b) au 
c) Les Blancs possèdent encore cinq pions, un fou, la reine et le roi. 


Æ 
d) F0 0 0 0 00 0 0 LL 
0 —-8 0 O0 00 © 0 D 
Gel D: À D à À E 
S K Q 
1 0 O2 0041 L 
0 0-1 1—4 0 0 0 SE 
0 O0 1 0 80 1 0 OU 
0 1 0 O0 01 4 0 
0 0 0 0 00 9 0 
31.a) 5 
b) 5x5 


c) L8x8 i.nxn 

d) Oui. Toute matrice d’adjacence est carrée. De plus, un sommet i est relié au sommet j 
si et seulement si j l’est également à i. Par conséquent, 4; = 1 si et seulement si a; = 1. 
Ainsi, 4j = a; pour toutes les valeurs de j et de j correspondant à des sommets reliés 
entre eux: toute matrice d’adjacence est symétrique. 


0 1 1 O 
à 1 0 1 1 
1 1 0 1 
0 1 1 0 
f) 1 
2 
3 


g) La matrice d’adjacence d’un graphe simple doit être symétrique. La matrice À n'étant 
pas symétrique, elle ne peut pas être la matrice d’adjacence d’un graphe simple. 


0 0 100 
00101 
h) A=|10011 
10000 
0 1 0 0 0 
i) 


32. a) Hypothèse: À est une matrice nulle carrée. Conclusion: À est une matrice scalaire. 
On aurait également pu formuler le théorème comme suit: «Si À est une matrice 
nulle carrée, alors À est une matrice scalaire.» 


Une matrice nulle carrée est une matrice scalaire. 


PREUVE 

Si À est une matrice nulle carrée, alors tous ses éléments sont nuls. Tous les éléments 
de À situés de part et d’autre de la diagonale principale sont donc nuls: À est une 
matrice diagonale. De plus, tous les éléments de la diagonale principale de À valent 0 
et sont donc identiques. Par conséquent, À est une matrice scalaire. 

On pourrait également écrire cette preuve en recourant davantage au langage 
symbolique : 


A = [a; be Onxn — 4ÿ = 0 — À est une matrice diagonale 
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_ 
LLI 
o 
É 
Q 
< 
Œ 
U 
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De plus, 4; = 0 pour tout i, de sorte que tous les éléments de la diagonale sont 

égaux. Par conséquent, À est une matrice scalaire. [=] 
b) Hypothèse: A est une matrice scalaire dont la trace vaut 0. Conclusion: À est une 

matrice nulle. On aurait également pu formuler le théorème comme suit: «Si À est 

une matrice scalaire dont la trace vaut 0, alors À est une matrice nulle.» 

Une matrice scalaire dont la trace vaut 0 est une matrice nulle. 


PREUVE 

Si À est une matrice scalaire d'ordre n, alors tous les éléments de sa diagonale 
principale sont égaux et tous les autres éléments de À valent 0. Si on note a la valeur 
de chaque élément de la diagonale principale, alors la trace de À vaut na. Comme 
la trace de À vaut 0 par hypothèse, na = 0 — a = 0. Ainsi, tous les éléments de À, 
qu'ils appartiennent ou non à la diagonale principale, valent 0. Par conséquent, 

la matrice À est une matrice nulle. 

On pourrait également écrire cette preuve en recourant davantage au langage 
symbolique : 


Soit À = [a ben une matrice scalaire dont la trace est nulle. Alors 


De plus, comme À est une matrice scalaire, a; = a, de sorte que 


n 


Tr(A) = Ÿ 4 L Ya = na 
i=1 


i=1 


d’où 


Tr(A)=0 = na=0 = a=0 = a; =0 
Par conséquent, a = 0 pour tout i et pour tout j, de sorte que 


A = [ai] = Opxn [=] 


nxn 


c) Hypothèse: À est une matrice antisymétrique. Conclusion : La diagonale principale 
de À ne comporte que des zéros. On aurait également pu formuler le théorème 
comme suit: «Si À est une matrice antisymétrique, alors la diagonale principale 
de À ne comporte que des zéros.» 


La diagonale principale d’une matrice antisymétrique ne comporte que des Zéros. 


PREUVE 

Dans une matrice antisymétrique À = [aÿ 1e on a dj = —a;j pour toutes les 
valeurs de i et de j. Par conséquent, 4; = —a;, de sorte que 24; = 0, d’où a; = 0. 

La diagonale principale de À ne comporte donc que des zéros. [=] 


33. Deux matrices scalaires de même format sont égales si et seulement si leurs traces 
sont égales. 


PREUVE 

La preuve se divise en deux parties. 

(=)  Distinguons les hypothèses et la conclusion: si À et B sont des matrices scalaires 
de même format et que À et B sont égales (hypothèses), alors Tr(A) = Tr(B) 
(conclusion). 


Comme À et B sont des matrices égales, leurs éléments correspondants sont 
égaux. Comme cela est vrai en particulier pour les éléments des diagonales 

principales, la somme des éléments de la diagonale principale de A est égale 
à la somme des éléments de la diagonale principale de B: Tr(A) = Tr(B). 

(=)  Distinguons les hypothèses et la conclusion: si À et B sont des matrices scalaires 
de même format et que leurs traces sont égales (hypothèses), alors À = B 
(conclusion). 

Comme À et B sont des matrices de même format, il suffit de montrer que leurs 
éléments correspondants sont égaux pour vérifier l'égalité. Or, tous les éléments 
non situés sur les diagonales principales respectives des matrices valent 0, car A 
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CHAPITRE 2 


1. a) 


et B sont des matrices scalaires. De plus, si À et B sont d’ordre n, alors Tr(A) = na 
et Tr(B) = nb où a et b sont les valeurs respectives des éléments de la diagonale 
principale de A et de la diagonale principale de B. Enfin, également par hypothèse, 
les traces respectives des deux matrices sont égales ; par conséquent, na = nb. 

On en déduit que a = b. Tous les éléments correspondants de À et de B, qu'ils 
appartiennent ou non à la diagonale principale, sont égaux, et les matrices ont 


le même format. Par conséquent, À = B. [=] 
4 —1 4 
0 1 0 
5 0 8 
b) [-17 13 3 
0 —28 20 
5 —10 —19 


c) Non définie. 
d) [7 —1,55 17 15] 
e) Non définie. 


"14241 


(où 
LL 
(eZ 
= 
[eu 
< 
ae 
U 


g) [11 5 
8 1 
15 8 

h) ee 8 “| 
—5 1 8 

i) À 

j Non définie. 
4 6 8 


.C=!| 8 10 12 


14 16 18 


.a) pAh3 représente le prix du deuxième produit dans le troisième point de vente en 2022. 


r43 représente le prix du quatrième produit dans le troisième point de vente en 2023. 


gs représente la quantité vendue du troisième produit dans le deuxième point de 
vente en 2022. 


b) La troisième colonne de la matrice S représente les quantités de chacun des 
m produits vendues dans le troisième point de vente en 2023. La quatrième ligne 
de S représente les quantités du quatrième produit vendues dans chacun des 
n points de vente en 2023. 


c) Sion considère les matrices P et Q uniquement comme des matrices de nombres, 
on peut les additionner parce qu’elles ont le même format. Toutefois, il est difficile 
de trouver un sens à cette opération puisqu'elle consiste à additionner des prix et 
des quantités de produits. 


d) Les matrices P et R étant deux matrices de prix de même format, on peut les 
additionner. Toutefois, bien malin qui pourrait donner un sens à cette opération. 

e) On peut calculer Z(P + R), dont le résultat est la matrice du prix moyen de chaque 
produit dans chacun des points de vente pour les années 2022 et 2023. 

f) On peut calculer Q +S, dont le résultat est la matrice des quantités totales de chaque 


produit vendues dans chacun des points de vente pour les années 2022 et 2023. 


g) On peut calculer Z(Q + S), dont le résultat est la matrice de la quantité moyenne de 
chaque produit vendue dans chacun des points de vente pour les années 2022 et 2023. 
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4. PROPRIÉTÉ 2 
Si À, B et C sont des matrices de format m5 X n, alors (A + B)+C = A +(B + C). 
PREUVE 
Si A =[a;] ,B=1[b, .tC=fx] ,» alors 


mxn ÿ Le mx. 
(A+B)+C= [a + b;| + [ci] Définition de l'addition de matrices. 
mx MXxn 


= [(a; + b;) + | Définition de l’addition de matrices. 
mxn 


= a; +(b; + c; Associativité de l’addition dans les réels. 
0] 1 1 
mxn 


= [a] + [b; + | Définition de l'addition de matrices. 
ee À }mxn 1] Ÿ Inxn 
LU = A+(B+C) Définition de l'addition de matrices. [=] 
œ 22 A 
= PROPRIÉTÉ 4 
TZ Si À est une matrice de format m X n, alors À +(—A) = Or. 
E PREUVE 
U Si À = [a;] , alors 

mxn 


A +(—A) = [a 1 + [a le Définition de la matrice opposée. 
= [a + (-aÿ )] . Définition de l’addition de matrices. 
mxn 
=[01,,, Définition de l’opposé dans les réels. 


= Opxn Définition de la matrice nulle. [] 


PROPRIÉTÉ 5 


Si À et B sont des matrices de format m X net si k est un scalaire, alors 
k(A + B) = kA + kB. 


PREUVE 


Si À = [aÿ | et B = [b;] ,etsi kest un scalaire, alors 
1 Inxn Ÿ Jmxn 


k(A + B) = kla;; + b; Définition de l’addition de matrices. 
ÿ TImxn 
= [k(a; + b; 1 Définition de la multiplication d’une matrice par un scalaire. 


= [ka;; + kb; jee Distributivité de la multiplication par rapport à l'addition 
dans les réels. 


: [ka] + [kb;] Définition de l’addition de matrices. 
7 Hnxn Ÿ Jmxn 


= k[a; | + k[b;] Définition de la multiplication d'une matrice 
1 Jnxn 7 Jnxn | 
par un scalaire. 


= kA + kB [| 


PROPRIÉTÉ 12 
Si À est une matrice de format m x n et si k est un scalaire, alors (kA) = kA'. 


PREUVE 


Si À = [aÿ LS et si k est un scalaire, alors 


t 
(KA) = ([ka;] . ) Définition de la multiplication d’une matrice par un scalaire. 
mxn 
= [ka | Définition de la transposée d’une matrice. 
ax 
= k[a ji 1e Définition de la multiplication d’une matrice par un scalaire. 


= kA! Définition de la transposée d’une matrice. [s] 


PROPRIÉTÉ 13 
Si À et B sont des matrices de format m X n, alors (A + BY = A! + Bt. 
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PREUVE 
Si À = [aÿ es et B= [b; 2 alors 
t 
(A + Bÿ = ([a; + bi. .) Définition de l'addition de matrices. 
= [a; + ble Définition de la transposée d’une matrice. 
= [a; i] + [ bi] Définition de l’addition de matrices. 
nxm nxm 
At + B! Définition de la transposée d’une matrice. [=] 
5.15A + 32B' 


6. Les éléments de la diagonale principale d’une matrice antisymétrique sont tous nuls. 


ON 

PREUVE LLI 
Si À = [aÿ 1e est une matrice antisymétrique, alors = 
A=-—Af Définition de matrice antisymétrique. (ei 

— 4ÿ = 4; Définition de l'égalité de deux matrices. =. 

D dj = —d;; Lorsque i = j. OU 


> 24; =0 


> 4; =0 


Par conséquent, tous les éléments de la diagonale principale d’une matrice antisymétrique 
valent 0. [=] 


7. a) Si A est une matrice carrée, alors S = (A + A!) est une matrice symétrique. 


PREUVE 


Si A est une matrice carrée, alors les matrices À et Af sont compatibles pour 
lPaddition et 


s' =[(4 + A')] 
on 
= A[A'+ (471 
= (A + A) 
= (A + Ai) 
= $ 


Par conséquent, S est une matrice symétrique. [n] 


b) Si A est une matrice carrée, alors N = (A — At) est une matrice antisymétrique. 


PREUVE 


Si À est une matrice carrée, alors les matrices À et Af sont compatibles pour 
l'addition (et la soustraction) et 


Nt=[(4- A) 
= (A- A’) 
= H{a' - (4')) 
= H{'- 2) 
=-H(A- A1) 
=-N 


Puisque N = -N', N est une matrice antisymétrique. Cm] 


c) Si A est une matrice carrée, alors À = S + N : toute matrice carrée s’écrit comme la 
somme d’une matrice symétrique (S) et d’une matrice antisymétrique (N). 
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PREUVE 
S+N=[Y%(A + 4')+7%(4- À)] 
= (24) 
= À 
Par conséquent, toute matrice carrée s’écrit comme la somme d’une matrice 
symétrique (S) et d’une matrice antisymétrique (N). 


8 nxm 
1 0 
9. a) BD = | | g) [14 28 58 i) 
b Oo 3 6 51 
(e\| ) 3x2 3 6 71 
es c) Non définie. ) 
= d [13-18 8 D. è L 
ns h) 128 6 6 6 —4 
Q. 16 17 —16 
< 0 lé 5 58 51 71 
2 .. Cette matrice est k) 2 257 
OU e) Non définie. la transposée de la —6 29 
f) Non définie. matrice obtenue en g. : 106 201 
10. a) Non définie. h) Non définie. o) [—-272 —1 848 
b) Non définie. i) | 89 wo! 6006 —503 
op (27 41 245 __ [174 0 a 
d) EF 1 ) | 15 7 | Ë o| 
—30 —34 —32 
Fe? q) Non définie. 
€) | 3x _ k) [-91 r) 10 —4 
1+3x —3x ) [24 9 11] 6 3 
f) [ -5 11 | 9 Fi 8 5 
_21 0 15 à sers 
—13 11 ao 
n) Non définie. 
g) _13 4 nn) [225] 
8 11 
11 —1 —5 
° 0 1 
. 1 0 0 O0 . : 
12. Si À = Es A et B = is | | alors les matrices À et B sont non nulles, mais AB = O,,. 


13. a) Non valide. 
b) Valide. 
c) Non valide. 
d) Non valide. 


e) Valide. 
f) Valide. 
g) Valide. 
ma TA % [A 2% 
"| 81% + 1e 4 
26 -8 20 2 2 
D [4 5 ax d [y xl 


15. a) Les lignes 1 et 2 sont interverties: 
0 1 Ou 2 b3 ba bn bi 
PB L 0 | by bn b3|=|b3 b2 bs 
0 0 11h bs bs bs1 Ds Ds 
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0 01 
b) Il faut prémultiplier la matrice B par la matrice Q =|0 1 0 |. 
1 0 0 
1 k 1 k 1 0 
2 _ _ _ . . . 
16. a) Comme A° = É “ Le > _ k | = L,, la matrice À est involutive. 
b) (A—21I,)(A +21,) = A? + 2AI, — 21,A — 4(1,) =1,+2A-2A-AI, = 31, 
c) Si A est une matrice involutive, alors A' est involutive. 
PREUVE 
Soit À une matrice involutive d'ordre n. On a 4? = 1,. De plus, 
(A‘} = (a')(4!) ee) 
LLI 
= (AA) eZ 
= 
= (42) GE 
: < 
— (ln) ae 
= I, U 
Par conséquent, la matrice A est involutive. [n] 
d) L'argument est erroné puisque le produit matriciel n’est pas commutatif, de sorte 
qu’en général, (AB)? = (AB)(AB) + A2B!. 
e) Considérons les matrices À = Ë | et B = Ë . ] Nous avons vérifié en a que 
la matrice A est involutive (k = 1). De plus, B = A, de sorte que B est aussi involu- 
tive. Par ailleurs, 
1 11][1 0 
ne Lo li 
=| 2 e 
[1 1 
de sorte que 
ir h | 2 1] 
FAR E 1][-1 1 
F5 -3 
| [-3 2 
£ L 
Par conséquent, le produit AB n’est pas une matrice involutive. 
17.a) A,Bet C sont trois matrices diagonales. 
4 0 
D [0 | 
0 9 
8 0 
3 = 
LE fs > 
—1 0 0 
d) B=| 0 64 0 
0 08 
e) Si D = [d; 1 = C?, alors dj = cÿ pour tout i et pour tout j. 
f) SiD= [d; de = CÉ, alors di = c pour tout i et pour tout j. 
18.a) [42 2a b) [a 34? c) [at 4a d) [ak kaK-1 
0 æ 0 0 a“ 0 at 
cos20 sin26 cos30 sin30 cosn0 sinn0 
19. A2 = 3 = "= 
—sin20 cos260 —sin30 cos30 —sinn@ cosn0 
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20. a) 10 


b) Les renards étant des prédateurs des lièvres, la taille de la population des renards 
après k années aura des conséquences négatives sur celle des lièvres au cours de 
l’année suivante, de sorte que a, < 0. En revanche, plus il y aura de lièvres après 
Kk années, plus ces derniers auront tendance à avoir des descendants, de sorte que 


G2 > 0. 

c) P, = AP, ,,oùk2>1I. 

d) PB. = AFP, 

e) 25 

f) Populations de renards et de lièvres après k années 
où k R 13 
A 0 10 30 
= 5 37 69 
TZ 10 71 123 
Si 5 IL 205 
U 20 199 334 


21.a) M=[20 25 30] 
1,30 
b) C=|165 
1,35 
c) MC = [107,75]. La valeur totale, en dollars canadiens, des devises européennes 
rapportées par la voyageuse, est de 107,75 $. 


22. a) 4 0 0101 1 
b) Les joueurs 2 et 5. 10110 > L 
c) Les joueurs 1 et 3. CP eee ) _ 
01000 1 
re 11110 1 
d A=l00010 g) Le joueur 5. 
1 0 1 0 0 
1 0 1 1 O0 


23. a) a, représente la note de Jasmine (89,5) au quatrième examen, 43, représente la 
note de Julien (87,0) au deuxième examen et 4, représente la note de James (80,5) 
au troisième examen. 


b) Les notes de Jasmine à chacun des examens. 
c) Les notes de James, de Jasmine et de Julien au quatrième examen. 
d) La note finale de chacun des trois élèves: AB = [86,375 87,125 86,75]. 
e) Il faut effectuer le produit AC où C =[0,2 0,2 0,2 0,4]. On obtient alors 
AC =1[87,1 87,6 89]!. 
24. a) 431 = 180 000 $. En septembre, le montant des ventes de voitures compactes effec- 
tuées par M. Dupuis s’est élevé à 180 000 $. 


b) b;3 = 220 000 $. En octobre, le montant des ventes de voitures de luxe effectuées par 
M. Tremblay s'est élevé à 220 000 $. 


c) À +B représente la valeur totale des ventes effectuées par chacun des deux 
vendeurs, pour chacun des modèles de voiture, au cours des mois de septembre 
et d'octobre. 


d) Z(A +B) 

e) (0,01)B 

f) Le produit A[1 1 1] représente la valeur totale des ventes effectuées par chaque 
vendeur au cours du mois de septembre. 


g) B[0,01 0,015 0,02] 
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25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


a) 
b) 


c) 


d) 


e) 


a) 


) 


g) 


h) 


a) 


b) 


M3 = 7. On dénombre 7 voitures du modèle C dans le garage H. 
Pa = 40 000. Le prix de revient du modèle C est de 40 000 $. 
5 000 
rl = | 7000 | donne la marge bénéficiaire sur chacun des modèles de voiture. 
15 000 
ei, représente le prix de revient de l’ensemble des voitures en stock dans le garage G, 


soit 1 324 000 $, et e,, représente la valeur au détail de l’ensemble des voitures en 
stock dans le garage H, soit 1 190 000 $. 


[1 1]E donne le prix de revient et la valeur au détail de l’ensemble des voitures en 
stock dans les deux garages. 


MN 
AB =1[761,25 769,50 786,00 790,50 793,50]. Cette matrice représente la valeur LL 
du portefeuille de l'individu chaque jour de la semaine en question. la4 
Le vendredi. = 
fer 
N=[25 40 50 80] < 
45 L 
|) 
Ve 70 
25 
60 


NV = [9975]. La valeur du portefeuille d'actions de vos parents est de 9 975 &. 
4 X 4 


45 0 0 0 
0 70 0 0 : : 
A = de ol La matrice À est diagonale. 
0 0 0 60 


NA =1[1125 2800 1250 4800]: la valeur des actions de la compagnie C, détenues 
dans le portefeuille de vos parents est de 1 125 $, celle de la compagnie C, de 
2 800 $, celle de la compagnie C; de 1 250 $ et celle de la compagnie C, de 4 800 $. 
0,02 
0,03 
0,04 
0,01 


R = 


[204,5]. Vos parents vont recevoir 204,50 $ en dividendes. 


_[L5 5 4 
a-|, 2 1 


18 
U = |12 

25 

187 

C = QU = | : 

300 
“= FA 

113 ne - » 

P=R-C- | 1 Les bénéfices dégagés de la vente d’une bague sont de 113 $, et 


ceux dégagés de la vente d’une paire de boucles d'oreilles sont de 33 $. 


Si on désigne la matrice des quantités par Q et la matrice de production par P il faut 


46 91 
calculer le produit QP = | 19 16 |. 
18 18 
19 kg. 
91 kg. 
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(où 
LLI 
[Bz 
= 
© 
< 
ÆE 
OU 


454 


30. a) 


b) 


31. a) 
b) 
c) 


d) 


e) 


f) 


g) 


32. a) 


b) 


©) 


d) 


33. a) 
b) 


c) 


d) 
e) 


34. a) 


b) 


x = 20 10 10 
10 5 5 


560 
280 
en stock dans chacun des deux magasins. 
1000 2000 1000 
7” [5000 1000 0 


AB = | ] La matrice AB représente la valeur marchande totale des trois disques 


700 1400 700 
7 [3500 700 0 


_[ 300 600 300 
7 [1500 300 0 


La matrice R représente les revenus, par entrepôt, que l’éditeur prévoit tirer de la 
vente des volumes de l’auteur au cours de l’année. 


61500 
R= | 01500 
2000 100 100 100 


B=D-—-R=]3000 100 100 200 
4000 100 100 200 


Il s’agit du nouveau prix de détail auquel s’élève chacun des trois modèles de voiture 
lorsque les options O, et O; sont retenues. 


700 95 100 75 
B'=1,1D-1,15R=| 1550 85 95 170 
2400 70 85 160 


ah représente la quantité (13 g) de fibres alimentaires dans 30 g du premier aliment. 
b:, représente la proportion (0,4) d’aliment 1 dans une portion de 30 g du déjeuner 
de type 3. 

La deuxième colonne de la matrice À représente la quantité (en grammes) de 
protéines, de fibres alimentaires et de matières grasses dans 30 g du deuxième 
aliment. 

Le produit matriciel BA n’a pas de sens. 

Le produit matriciel AB donne les quantités (en grammes) de protéines (ligne 1), 

de fibres alimentaires (ligne 2) et de matières grasses (ligne 3) contenues dans une 
portion de 30 g de chacun des menus représentés par une colonne de la matrice AB. 


3,4 3,8 4,2 
AB=|10,6 8,2 5,8 
1,2 1,4 1,6 
q32 = 9. I faut 9 unités du composant m2 pour produire une unité du bien b3. 
3 7 2 8 
BQ=1I5 12 6]|2 10 3 2]=[69 209 70 82]. Cette matrice donne les 
5 94 3 


quantités requises de chacun des composants #1, m2, m3 et m4 pour effectuer 
la production des trois biens. 
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35. 


36. 


37. 


d) 


a) 


b) 


a) 


b) 


a) 


b) 


c) 


d) 


3 7 2 8 166 
QC! =|2 10 3 2 = | 164 |. Cette matrice donne le coût unitaire de 
5 9 4 3 196 
6 
production de chacun des biens b1, b2 et b3. 


8 
10 
BQC' = (BQ)C!' =[69 209 70 82] n [3974]. Cette matrice donne le coût 


6 
total des unités produites des trois biens. 


M3 = 0,25, de sorte que 25 % des étudiants ayant voté au bureau B, ont voté pour le 
candidat C3. 
G CG G C4 
0,20 0,35 0,35 0,10 |B 
R=1|0,25 0,20 0,25 0,30 |B, 
0,30 0,10 0,20 0,40 |] B;, 


MN 
LL 
(eZ 
= 
Q. 
< 
aE 
|) 


V =[160 120 100] 

Les matrices R et V sont respectivement de format 3 X 4 et 1 X 3. Par conséquent, 
seul le produit VR est défini, et cette matrice est de format 1 X 4. 

VR=T[92 90 106 92] 


La matrice VR représente le nombre de votes recueillis par chacun des quatre 
candidats. 


Ces deux sommes représentent le nombre de votants exprimé soit comme la somme 
des votants par bureau de scrutin, soit comme la somme des votants selon le vote 
qu’ils ont exprimé. 


Le candidat C; a remporté l’élection avec 106 votes. 


Cette matrice donne le nombre de façons dont une espèce est un prédateur indirect 
d’une autre espèce par l'intermédiaire d’un autre prédateur. Ainsi, espèce 1 est un 
prédateur indirect de espèce 3 de deux façons, soit par l'intermédiaire des espèces 2 
et 4. De même, l'espèce 2 est un prédateur indirect de l’espèce 3 d’une façon, soit 
par l’intermédiaire de l'espèce 4. 


0 220 
2 0 1 O0 
2101 
0 0 1 0 


On constate que À = A’, de sorte que la matrice À est symétrique. Cela s’explique 
par le fait que toute route allant directement de i à j est également une route allant 
de j à i, de sorte que 4; = a 
8 222 
2. 5 
2 4 
2 1 


je 


4 
Les 6 
0 


r © + 


L'élément b;; donne le nombre de trajets allant de ÿ à j par l'intermédiaire d’une 
seule ville. 
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8 4 4 2 

4 5 5 1 
e) C= 

4 5 6 1 

2 1 1 1 


f) L'élément c;; donne le nombre de trajets directs et indirects (par l'intermédiaire 


d’une seule ville) allant de i à j. 
38. A — A=[a; —-a; L. où 4j, — a; donne la valeur des biens importés par le j®" pays du 
jme pays moins la valeur des biens importés par le ième pays du j"® pays ou, de manière 
équivalente, la valeur des exportations du iiè"€ pays vers le ji" pays moins la valeur 
des importations par le ième pays du jme pays. Il s’agit donc de la valeur de la balance 


commerciale du ième pays à l'endroit du jme pays. Par conséquent, la matrice A! — A 


MN 
LLI représente la matrice des balances commerciales entre les pays. 
Æ 0 1 0 1 0 
© 00101 
< 39.a) A=|10 011 
æ 1 0 0 0 0 
0 1 0 O0 0 
10101 
11 011 
b) B=|12010 
0 1 0 1 0 
00101! 


c) b; représente le nombre de trajets de la ville ÿ vers la ville j par l’intermédiaire 
d’une ville k. À titre d'exemple, il existe deux trajets de la ville 3 à la ville 2 par 
l'intermédiaire d’une seule ville, soit 3 — 1 — 2 et 3 — 5 — 2. 


12021 


[er 

TT 

Q 

Il 
hr ke ke 
mr © NN 

D 

mm 


1 
2 
1 
1 


e) c; représente le nombre de trajets de la ville i vers la ville j par l’intermédiaire de 
deux villes. À titre d'exemple, il existe deux trajets de 1 vers 2 par l'intermédiaire de 
deux villes, soit 1 — 4 — 1 — 2et1 — 2 — 5 — 2. 


0 1010 
0 0101 
ff) A=|10011 
1 0 00 0 
0 1 0 0 0 
ANT 4 
LEA 
A+A?=|2 2 0 3 1 
11010 
0 1101 
231 32 
23223 
A+A2+A5=|3 3 2 3 3 
A 
12112 


g) Chaque entrée d;; de la matrice D = À + A? + A* représente le nombre de trajets 
directs de la ville i vers la ville j ou indirects par l’intermédiaire d’une ou de deux 
villes. Comme la matrice D ne compte plus aucun zéro, il faut en conclure que 
chacune des cinq villes peut être reliée à une autre par l'intermédiaire d’au plus 
deux autres villes. 
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40. a) La forme générale d’une matrice de Leslie est 


A1. 


42. a) Ona 


h) 


dd d + dy d, 


sy 0 + O0 + O0 O0 
O S) + O0 + O0 O0 
A=|: : : de 
O O0 + 5, + O0 O0 
O O + O0 + 5,1 0 


X0) = AXD = A[AXO] = A2Xx(0 

XX = AXU-1 A[AX(K2)] =... AkX(0) 

Le nombre 0,06 représente le taux de survie des truites femelles au moment de la 
seconde observation. Ainsi, seulement 6 % des truites femelles survivent jusqu’à 

la seconde observation. 

Les truites femelles d’au moins 4 ans donnent naissance, en moyenne, à 82 descen- 
dantes au cours de la cinquième année. 

À compter de l’âge de 2 ans. 

Au temps f = 0, il y a 600 truites femelles de 1 an ou plus, mais de moins de 2 ans, 
dans le ruisseau Hunt. 


11 010 

600 

X® = AXO = 204 
32 

4 


—36 —27 18 0 0 0 
D? =| 64 48 -32 |et D =|0 O0 O0 | Par conséquent, D est une matrice nilpotente 
0 0 0 


24 18 —12 


d'indice 3. 


dd 1m 


2 414 "| 


Ath At 


et 

AAA 
AE 
AIR 4 


«ar 
Pen HTRh+TR hth+Th 


B+hTh hthth hth+th 
B+TA+Th h+h+Th h+thth 


I 
X 
X 
XK 


Par conséquent, les matrices A;, À, et À; sont idempotentes. 
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MN 
LL 
(eZ 
= 
0. 
< 
ae 
|) 


. L 1 n 
b) SiA, = [Xl alors (4, Ÿ = D = | L | = | = [Xl = À, de sorte que 4, 
x x 


k=1 
est une matrice idempotente d'ordre n. 


43. PROPRIÉTÉ 3 
Soit r un scalaire. Lorsque les opérations matricielles sont définies, 
r(AB) = (rA)B = A(rB). 


PREUVE 


Soit À =[a; le B={b; > etC=AB=Îc;] , oùc; = Daxby. Alors, d’une part, 


k=1 


_ So | = (rA)B 
k=1 


mx p 


r(AB) = rC = fr Su | 
D'autre part, 


n 
r(AB) = rC = IS, | L 
mx p 


k=1 


I 
F7 
MA: 
s 
TR 
A 
à 
S 
ed 
— 
Lu 
| 


mx p 


(NT 
LUI 
[az 
= 
Q 
< 
Æ 
(®) 


107) =] Su (hs) = A(rB) 


mx p 


I 
CT 
MA 


Par conséquent, r(AB) = (rA)B = A(rB). [=] 
PROPRIÉTÉ 5 

Lorsque les opérations matricielles sont définies, A(B + C) = AB + AC et 

(D+E)F = DF+ErF. 

PREUVE 


Nous n’allons démontrer que la première partie de la propriété, la preuve de la deuxième 
partie étant analogue. 


Soit À = [a 1 B = [b; he et C = [ci he: Alors, 


A(B + C) =] Sa (x + a)| 
mx p 


k= 


Il 


k= mX p 


Il 


LL 
ÿe ik bg + San 
k=1 


mx p 


D aix bk | Æ D GikCkj | 
k=1 


= AB + AC [=] 


mx p mx p 
PROPRIÉTÉ 7 

OnxnAnxp — Onxp et AnxpOpxq — Onxq 

PREUVE 


Nous n’allons démontrer que la première partie de la propriété, la preuve de la deuxième 
partie étant analogue. 


n 
Si A =[a; 1x alors OyxnAnxp = Lo x a = ES = Onxp- [=] 
k=1 mix p 
44. Si AB = A et BA = B, alors la matrice AB est une matrice idempotente. 
PREUVE 
(AB) = (ABY(AB) = A(BA)B = A(B)B = (AB)B = (A)B = AB 
Par conséquent, AB est une matrice idempotente. [=] 
45.a) 5BA' 
b) À +5B 


co) A2 A'A+ AA! — (A2) 
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46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


Si ABA = A, alors BA est une matrice idempotente. 
PREUVE 
(BA) = (BAX(BA) = B(ABA) = B(A) = BA 


Par conséquent, BA est une matrice idempotente. [=] 


Si À et B sont deux matrices diagonales de même ordre, alors le produit AB est aussi 
une matrice diagonale et AB = BA. 


PREUVE 


SiA=l[a;] .<B= [b; 1e alors C = AB=[c; Le OÙ Cÿ = DE et 


n x 
n 


D = BA =[d; L où dj = 2. Les matrices AB et BA ont donc le même 
=1 


format (n X n). Puisque les matrices A et B sont diagonales, tous les éléments situés 
de part et d’autre de la diagonale principale sont nuls: si £ # j, alors a; = 0 = b;. 
Par conséquent, si { À j, alors axb4; = 0 et bxax; = 0, car au moins un des deux 


facteurs de chacun de ces produits est nul quelle que soit la valeur de k. Donc, si i # j, 


NT 
LUI 
œ 
= 
[ou 
< 
ae 
OU 


n n 

alors cj — Yaxby =Oetdj = Ybxay = 0 parce que chacun des termes de ces 
k=1 k=1 

deux sommes vaut 0. Les matrices AB et BA sont donc diagonales et elles sont de 

même ordre. Il suffit maintenant de montrer que les éléments correspondants des 

diagonales principales des matrices AB et BA sont identiques, c’est-à-dire que c; = d;. 


n 
Or, cj = D axbr = 4;b;; puisque tous les autres termes de la somme sont nuls. 
k=1 ; 
Pour la même raison, d; = DUT = b;;a;; = 4;b;. On en conclut que c;; = d;. 
k=1 
Par conséquent, AB = BA. [=] 


Le produit de deux matrices triangulaires supérieures de même ordre est une matrice 
triangulaire supérieure. 


PREUVE 


SiA=f[a;] etB=[b;] sont des matrices triangulaires supérieures, alors a; = 0 
1 Jnxn 7 Jnxn 1] 


et b; = 0 lorsque i > j. On note le produit de ces deux matrices C = AB = [ci Le où 


n 
Cÿ = Yaxby . Il faut montrer que c;; = 0 lorsque à > j. Or, sii > j, alors ax = 0 pour 
k=1 
les valeurs de k allant de 1 à i — 1 inclusivement, et by = 0 pour les valeurs de k allant 
de i à n. Par conséquent, 4;b; = 0 quelle que soit la valeur de k puisqu'au moins l’un des 


n 
deux facteurs de ce produit est nul. On en déduit que si i > j,alors c; = Y'axbr, = 0 
k=1 


parce que chacun des termes de cette somme vaut 0. La matrice AB est donc une 
matrice triangulaire supérieure. [=] 


Soit À = [a;] : Alors A! ={[a;] n € C= AA ={c;] / où Cjj = Da de sorte 


mx nx mx 
n m m n 
1 2 
que cj = Dakar. Par conséquent, Tr (AA!) : D = LS Dax : 
k=1 i=1 i=1  k=1 


a) Oui puisque p32 = 1. 

b) Les premier et deuxième sites puisque p13 = p23 = 0. 
1 1 0 0 
1 2 1 0 
0 121 
0 O0 1 1 


c) A= ; cette matrice est symétrique. 


d) Le produit d’une matrice par sa transposée est une matrice symétrique. 
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PREUVE 


Si A =[a;] alors le produit AA'est une matrice carrée d'ordre m. De plus, 
7 Jmxn 
(aA‘)' = (ar) at 
= AA 


Le produit d’une matrice par sa transposée est donc une matrice symétrique. [=] 
3 


e) Chaque terme de 3 Pix Pj Vaut 0 ou 1 puisque les facteurs de ces termes valent 0 ou 
k=1 
1. De plus, un terme de cette somme vaut 1 si et seulement si les deux facteurs de 
ce terme valent 1, c'est-à-dire si et seulement si px = px = 1, soit si et seulement si 


les jième et jième sites contiennent tous les deux des poteries du kièm€ type. L’expres- 
3 


sion 4j = 2 ,pxpjyx compte donc le nombre de types de poterie trouvés à la fois dans 
k=1 


les jième et jième sites. 


(NT 
LUI 
[az 
= 
Q 
< 
L 
(®) 


210 
f) B=|121 
0 1 2 


4 
g) Chaque terme de la somme b; = Y PriPj vaut 0 ou 1 puisque les facteurs de ces 
k=1 
termes valent 0 ou 1. De plus, un terme de cette somme vaut 1 si et seulement si les 
deux facteurs de ce terme valent 1, c’est-à-dire si et seulement si px; = px; = 1, soit 


si et seulement si le KM site recèle des poteries des jième et jième types. L'expression 
4 
bj = Y PriPx; désigne donc le nombre de sites qui ont en commun les jième et 
k=1 
j'me types de poterie. 


51.a) Si A et B sont des carrés magiques d'ordre n, alors À + B est aussi un carré magique 
et S(A + B) = S(A) + S(B). 
PREUVE 
Si À = [aÿ 1e et B = [b; Lo alors À + B = [a + b; 1e La somme des éléments de 


la ième ligne de la matrice À + B est 


= S(A) + S(B) 


On peut montrer de façon analogue que la somme des éléments de la j'ê"® colonne 
de À + B vaut aussi S(A) + S(B). Par conséquent, la matrice À + B est un carré 
magique tel que la somme des éléments de chaque ligne ou de chaque colonne 


vaut S(A) + S(B), d’où S(A + B) = S(A) + S(B). [=] 
b) SiA et B sont des carrés magiques d'ordre n, alors AB est un carré magique et 

S(AB) = S(A) x S(B). 

PREUVE 


n 
Si A =|[a; [10 etB=[b; Las alors C = AB={c; où Cjÿ = D axbr: 
k=1 


n 
Il faut prouver que la somme des éléments de la jième colonne de C, soit D 'c 
i=1 


:, valent S(A) x S(B). 


LÉ 
et que la somme des éléments de la fè€ ligne de C, soit dc - 


j=1 


n n 
Autrement dit, il faut montrer que Yc = Dec = S(A) x S(B). 
i=1 j=1 
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Or, la somme des éléments de la jiè"® colonne de C est 


n n n 
D = Eat 


i=1 i=1k=1 


= SAT, 
k=1 


= S(A) x S(B) 


ON 
LL 
2 
= 
[ou 
< 
ae 
OU 


n 
On peut montrer de façon analogue que Yc = S(A) x S(B). Par conséquent, la 
j=1 
matrice AB est un carré magique tel que la somme des éléments de chaque ligne ou 
de chaque colonne vaut S(A) x S(B), d’où S(AB) = S(A) x S(B). 


52. Si À est une matrice carrée d'ordre n telle que AA = 1,, alors (1, — A) (1, + A)est une 
matrice antisymétrique. 


PREUVE 
Par hypothèse, AA = 1,. De plus, d’une part, 


G — AY (4 + A)= (1 — A')(L + À) 
= 1, — Al + A - AA 
=1,-Al+A-I, 
= A +A 

et, d’autre part, 
[a — AŸG + A)T = + AŸ (GR - 2) 
= (1, + Af)(1, — A) 
=I,+At-A-—AtA 
=1,+A-A-I, 
= Al — A 
Par conséquent, 
[G, - AŸG + A)] = 4! - A 


= -(-A + À) 
= (1, — A) ( + A) 
On en conclut que (1, — A) (I, + A) est une matrice antisymétrique. [=] 
53. a) Faux. d) Faux. g) Faux. j) Vrai. m) Faux. p) Vrai. 
b) Vrai. e) Faux. h) Faux. k) Vrai. n) Vrai. q) Vrai. 
c) Vrai. f) Faux. i) Vrai. 1) Faux. o) Faux. 
ce T = 0,8 0,3 
“4 8 € _“ » a 7 [0,2 0,7 
0,3 
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0,7 0,3 0,2 
T=|0,1 0,5 0,2 
0,2 0,2 0,6 


55. Après deux générations, il y aura une probabilité de 0,237 5, soit de 23,75 %, d'obtenir une 
plante à fleurs blanches. 


56. a) Comme f,; = 0,4, il y a une probabilité de 0,4, soit de 40 %, qu’un outil loué au 
comptoir 3 soit retourné au comptoir 2. 


b) Ily a une probabilité de 0,202, soit de 20,2 %, qu’un outil soit retourné au comp- 
toir 3 après avoir été loué 2 fois. 


0 0,5 0 0,5Tro 
57. a) T = b) T{PO = c) 0,687 5 ou 68,75 %. 
1 0,5 1 0,5 |1{1 


58. a) T = Ne b) 0,116 125 ou 11,612 5 % 
. à = 0,75 0,9 À ou sl 0. 


0,50 
59. a) PO) = | 0,30 
0,20 


0,80 0,20 0,05 
T =10,10 0,75 0,05 
0,10 0,05 0,90 


c) 1 ou 100 %. 


d) Oui. 
0,470 

e) TPO = |0,285 |. Cette matrice représente la part du marché détenue par chaque 
0,245 


entreprise à la fin du mois. On la note P), Ainsi, à la fin du mois, l'entreprise 1 
détient 47 % du marché, l’entreprise 2 en détient 28,5 % et l’entreprise 3 en détient 
24,5 %. On observe également que la somme des éléments de TPO est 1 ou 100 %. 


0,445 25 
f) PQ = T2PO = | 0,273 00 
0,281 75 
g) PU = TP = T(TPW-2) = …. = Tr pO 
0,9 0,03 0 


60. a) T =1|0,05 0,95 0,02 
0,05 0,02 0,98 
0,500 865 
b) T?2PO = | 0,287 990 |. Par conséquent, la première région comptera environ 50,1 % de 


0,211145 
la population, la deuxième en comptera environ 28,8 % et la troisième, environ 21,1 %. 


c) PW) = TpUu-Ù = T(TPU-2)) =... — Trp) 
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61. 


62. 


63. 


64. 


65. 


a) T=1% 0 % 


b) PO = po 


co) PO=IYX 


d) PO) 
Ya 


e) P® = TSPO = |1U%,, |. Par conséquent, la probabilité que la souris se trouve dans le 


131 
324 


NT 
LL 
2 
= 
GE 
< 
aE 
OU 


deuxième compartiment après trois coups de cloche est de 11%,,, soit d'environ 35,5 %. 


Pour vérifier que B = 


BA = AB= L.. Or, 


ad — bc 


BA = 1 EE A 
ad—bcl-c ac d 


—C 


Il est tout aussi facile de constater que 


#-[ le) 


Par conséquent, la matrice B est la matrice inverse de À, et on écrit B = A”. 


Er 


-L XL 

0 0 
a) AB = Es 4 
b) Non, car ad — bc = 1(0) — 1(0) = ©. 

7 11 
c) AC= M Fi = AD 
d) En effet, C Z D et pourtant AC = AD. 
a) I, — Af 


b) En vertu du résultat obtenu en a, 
(I, A)S& =1,- At = S=(1, — A)" (I, — AŸ) 


c) limS =(1,- A)! 
k— 0 
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1 d —-b 
| | est la matrice inverse de À, il faut constater que 
a 
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2 3 k 
2 _|a 0 3 _|4 0 k _|4 0 . = 4 
I, É a [4 É aA he pk 1-3 0 0/ 


l-4a 


et lim SX = (1, - A) ! = 
k—c 
0 = 
66.a) x=2ety=l. 
b) x=2et y =5. 
c) x=1ety=lI. 
= 
68. CA = I; = AC de sorte que C est l'inverse de À, c'est-à-dire que C = A7. Le système 
d'équations linéaires s'écrit donc sous la forme AX = B et la solution est 


67. 


25 

X=AIB=CB=|-15 

5 

Par conséquent, la solution est x = 25, y = —15 et z =5. 


69. Il est toujours possible d'additionner et de multiplier deux nombres réels; par contre, 
il nest pas toujours possible d’additionner ou de multiplier deux matrices. La multiplica- 
tion de nombres réels est commutative, alors qu'en général la multiplication de matrices 
ne l'est pas. Tous les nombres réels, à l'exception de 0, possèdent un inverse, alors que les 
matrices carrées non nulles ne possèdent pas toutes un inverse (une matrice inverse). 
Lexpression 4” est définie pour tout nombre réel a et tout entier positif n, tandis que A" 
nest défini que si À est une matrice carrée. Si le produit de deux nombres réels est nul, 
alors au moins un des deux facteurs est nul; par contre, le produit de deux matrices non 
nulles peut être une matrice nulle. Enfin, il existe des matrices À, B et C telles que À n'est 
pas une matrice nulle, et AB = AC, sans toutefois que B = C. 


1.a) —5 c) —22 e) 10 
CHAPITRE 3 b) Non défini. d) 6 f) —4 


m 
LLI 
(x 
Lu 
©. 
< 
TL 
OU 


2. a) c) Ou: les trois points sont colinéaires. 
3. a) e) —36 g) Non défini. 
b) f) 0 h) —abc 
4. à) 
1 2 5] =1(2)4) + (-4)6)02) + 2(-1)(-2) — 202)(2) — (-2)65)0) — 1(-1(-4 
b) 


det| 1 —2 2 [= 3(-2)(4) + (-1)(2)G3) +1(41)(0) — 3(—2)(1) — 0(2)(3) — 4(1)(-1) 


= —20 
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c) 


2 —$ 1 
3 1 2} = 2()0) +(-3)(2)0) +1(3)(-2) —-14)0) — (-2)02)0) —1(3)-3) 
1 —2 1 
=6 
d) 
—2 -3 2 
3 1 2} = -20)0) + (-3)2)6) + 2(3)(-4) — 5()Q) - -4)2)(-2) — 16)(-3) 
5 —4 1 
= -73 
5.a) —50 b) -8 ©) -3 d) —68 
6.a) 5u? 
b) Ou?:les trois points sont colinéaires. 
c) 27 u? 


7. Le déterminant d’une matrice carrée dont tous les éléments sont des entiers est un entier. 


PREUVE 

On obtient le déterminant d’une matrice carrée en multipliant et en additionnant des 
éléments de cette matrice. Comme la multiplication et l'addition d’entiers est un entier, 
on en conclut que le déterminant de toute matrice formée d’entiers est un entier. [=] 


8. Une matrice carrée est singulière lorsque son déterminant est nul. 
1 x—1 


a) el 3x — (x? — x) = —(x2 - 4x) = -x(x — 4), de sorte que la matrice 
1 x-1 ; ; 
| | est singulière si et seulement si x = 0 ou x = 4. 
x 3x 
2x x+l . 
b) 6x? — (x? — x — 2) = 5x2 + x + 2 # O quelle que soit la valeur de x. 
| . 2x x+1], . . sx ; 
Par conséquent, la matrice L. _> 3 ]mest jamais singulière quelle que soit la 
valeur de x. 
c) x=1 
d) x =1oux = 3. 
9.a) x=-6oux=l. b) x =5oux=-I. c) x = 4oux = —3. 
10.a) 0 b) 0 c) —2 d) Faux. e) Faux. 
JG) gG@)] |1 x 
11.a) W(x)=|., ; -| L 
f'x) g'(x) 10 1 
b) Wx) = x4 
c) W(x) = -1 


12. a) Ma = —11, An = 11, M = 2, A» = 2, M3 = —5 et A3 =;5; 
b) M _ 1, B;2 —_ 1, M _ 10, B> — 10, M3 _ 70 et B;; — —70. 
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0 —2 1 3 6 0 5 1 —-3 6 
1 -3 0 24 1-10 24 
13.a) As =(-1}*?|-6 7 0 16 A53 =(—1)**| 3 9 0 11 
2 40 8 0 6 7 0 16 
1 60 31 1 20 31 


b) Les calculs sont beaucoup plus simples si on choisit la ligne ou la colonne qui 
compte le plus grand nombre de zéros, en l'occurrence la quatrième colonne. 


14.2) —1 b) 625 c) 0 
15. a) 2” b) 1(2)3)(4)--n = n1! 
16. Une matrice carrée d'ordre n qui compte plus de n? — n zéros est singulière. 


PREUVE 


Soit À une matrice carrée d'ordre n qui compte plus de n? — n zéros. Il faut montrer que 
det À = 0. Or, la matrice À compte n? éléments et au moins une ligne formée entièrement 
de zéros. En effet, si toutes les lignes comptaient au moins un élément différent de O, 
alors la matrice À compterait au moins # éléments non nuls et au plus n? — n zéros, 

ce qui contredit hypothèse. Par conséquent, la matrice À comporte au moins une 

ligne formée entièrement de zéros. Donc, en vertu de la propriété 5 du théorème 3.1, 
det A = 0, de sorte que la matrice À est singulière. [] 


Je 17. a) O, car la quatrième colonne de la matrice ne contient que des zéros. 

a b) Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments de la 
H diagonale principale, soit 2(—1)(6)(4)(7)(1) = —336. 

+ c) 0, car la troisième colonne du déterminant est un multiple (—2 fois) de la deuxième 
eu colonne. 

OU d) —-4 


e) Sin=1,le déterminant est fx Ml = x}. Sin > 1, le déterminant vaut 0. En effet, si 


x, = 0, la première ligne ne compte que des zéros; si x; # 0, alors la deuxième ligne 


est égale à 72 fois la première ligne. 
X 
f) En développant le déterminant de la matrice C selon la première colonne, on obtient 
detC = 1(C,;1) = 1(-1)*! detI,_ = (-1)"*! où n représente le nombre de lignes 
(l'ordre) de la matrice C. 


18. La méthode 1 est erronée puisque l'opération L; — 2L; — L; modifie la valeur du 
déterminant: la valeur du nouveau déterminant sera le double de la valeur du déterminant 
d'origine puisqu'on a multiplié la troisième ligne par 2. Il faut donc diviser le résultat par 2 
pour obtenir la bonne réponse, soit —2, qui est le résultat obtenu à l’aide de la méthode 2. 


19. a) —105 b) 10 c) —6 d) 0 


20.a) A=H' — detA = det(H') = detH = -4 
b) On obtient la matrice B en intervertissant d’abord les deuxième et troisième colonnes 
de H, puis les première et deuxième colonnes de la nouvelle matrice. Par conséquent, 
en vertu de la deuxième propriété du théorème 3.1, 


detB (-detH) = det H 4 


c) 12 
d) —16 
21. On tire la matrice B de la matrice À en effectuant les opérations suivantes dans l'ordre 
indiqué : 
* Transposition de A; 
. Inversion des deuxième et troisième lignes; 


° Multiplication de la deuxième ligne par la constante 2. 


Par conséquent, en vertu des propriétés des déterminants, det B = —-2det A = —-10. 
a) —50 b) —270 ©) 
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22. a) detB = -detA 
b) detB = -6det A 


c) detB = detA e) detB = detA 
d) detB = 3 detA 


23. Si on additionne un multiple d’une colonne d’une matrice à une autre colonne, on 
ne change pas la valeur du déterminant. En ajoutant 10 000 fois la première colonne, 
1 000 fois la deuxième colonne, 100 fois la troisième colonne et 10 fois la quatrième 
colonne de la matrice À à la dernière colonne, on obtient l'égalité 


24. 


25. 


Le déterminant de la matrice À est donc un multiple de 19. 


Si À et B sont deux matrices carrées d'ordre n dont l’une est singulière, alors le produit AB 
est aussi une matrice singulière. 


PREUVE 


1238 8 
69426 
lA1=18 2 9 35 
42218 
21394 
1 2 3 8 12388 
6 9 4 2 69426 
=|8 2 9 3 82935 
4 2 2 1 42218 
2 1 3 9 21394 
12 3 8 652 
6 9 4 2 3654 
=198 2 9 3 4365 
À 2 2 1 2292 
1 3 9 1126 
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Il s’agit de montrer que det(AB) = 0. Or, comme l’une des matrices, À ou B, est singulière, 
det A = 0 ou detB = 0. En vertu de la propriété 11 du théorème 3.1, 


det(AB) = (detA)(det B) 


Ainsi, det(AB) = O(det B) ou det(AB) = (det A)0, et, par conséquent, det(AB) = 0. 


Le produit AB est donc une matrice singulière. CI 


a) Une matrice nilpotente d'ordre n et d’indice k est singulière. 
PREUVE 
Si À est une matrice nilpotente d'ordre n et d'indice k, alors 
AF=Oyxn — det(Af)=0 = (detAŸ =0 — detA=0 


Par conséquent, la matrice À est singulière. 


b) Si A est une matrice nilpotente d’ordre n et d'indice k, alors, pour toute valeur de x, 


(I, + xA + x2A2 +4 x ART,  xA)= I, 
PREUVE 
(I, + xA + x2A2 ++ ÉTAIT, — xA) 


= (1 + xA + x2 A2 + + x TARA), 
(I, + xA + x2 A2 ++ xl A1 )(xA) 
= I, + xA + x2A? Hess + QAR I 


— (xA + x2A2 +...+ xk1 AR + XK AK) 


= I, — xKA# 
. n Os 
L 
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b cccc 
c bc cc 
26. à) T=lc cb cc 
ce c cb c 
c c c c b 
b) detT = (b-c)*(b+4c) 
PREUVE 


Si on ajoute les deuxième, troisième, quatrième et cinquième colonnes de la matrice 
T'à la première colonne, on ne change pas la valeur du déterminant. 


b cc cc 
c bc cc 
detT =lc cbcc 
c € © b c 
c © c c b 
b+4c © c € c 
b+4c b c c c 
=|b+4c c bc c 
b+4c © c b c 
b+4c c c c b 


Fe De même, on ne change pas la valeur du déterminant en soustrayant la première 
[a 4 ligne de chacune des autres lignes. 
- b+4c c c c c 
< b+4c b c c c 
JL detT =|b+4c © bc c 
U b+4c c cb 
b+4c c c c b 
b+4c  c c C c 
0 b—c 0 0 
= 0 0 b—-c 0 0 
0 0 0 b—c 0 
0 0 0 0 b—c 


Or, le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments de la 
diagonale principale: detT = (b— c)*(b + 4c). [=] 


27. Pour les matrices À, B et C données, det À = det B + detC. 


PREUVE 
En développant le déterminant des matrices À, B et C selon la j'è" colonne, on obtient 


i=1 


n n 

- (Sa) + (So) 
i=1l i=1l 
n n 

- (Sna) + (Soc) 
i=1l i=1l 


= detB + detC [=] 
28. a) Vrai. c) Faux. e) Vrai. g) Vrai. i) Faux. 
b) Vrai. d) Faux. f) Faux. h) Vrai. j) Vrai. 


1 
29. On applique la formule A! = adjA. 
ppuq LEA ) 


| + + % 
a) detA = 7; sa = [7 | = 4 =|2 A 
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30. 


31. 


32. 


1 1 
b) detB =5; acÿB = | | | = BB -|_ . "| 
_ 5 


c) La matrice C n’admet pas d’inverse. 


= 2 — 
d) detD = a? —4; adjD = | s ‘| = D i= ; FR . Toutefois, 
—2 a —2 a 


ad 4 a?2-—4 


la matrice inverse existe si et seulement si 42 — 4 Z 0, c’est-à-dire si et seulement 
sia-2et a —2. 


e) La matrice E n’admet pas d’inverse. 
“4 as 
D FT=| Yu a Ya 
Ta Va Va 
g) La matrice G n’admet pas d’inverse. 
Zn À 
h) H7=| 1 K -% 
Pa 4 Ya 
0 0 % 
D [7=|-Y0 X Jo 
A 0 -% 


j) La matrice J n’admet pas d’inverse. 


—1 1 0 
k) K1=|4 0 -K 

el 
Si À est une matrice carrée dont les éléments sont des entiers et dont le déterminant vaut 1 
ou —1, alors A7! est aussi une matrice dont les éléments sont des entiers. 
PREUVE 
Soit À une matrice dont les éléments sont des entiers et dont le déterminant vaut 1 ou —1. 
" adj À = +adj À. Or, les éléments de 


CHAPITRE 3 


1 
Alors la matrice À est inversible et A7! = a 
e 


ladjointe de À sont des entiers puisqu'ils sont des déterminants de matrices formées 
seulement d’entiers (voir l'exercice récapitulatif 7), déterminants qu'on multiplie par 1 
ou —1. Par conséquent, l’inverse de la matrice À est une matrice formée seulement 


d’entiers. [=] 
Si À est une matrice inversible telle que les éléments de À et de A7l sont des entiers 
(positifs, négatifs ou nuls), alors le déterminant de A vaut 1 ou —I. 


PREUVE 


Soit À une matrice inversible telle que les éléments de À et de Al sont des entiers 
(positifs, négatifs ou nuls), alors det À et det A7! sont des entiers (voir l'exercice 
1 
récapitulatif 7). De plus, det AT! = ds de sorte que (det A"! )(det A) = 1. Or, un produit 
e 
de deux entiers ne peut valoir 1 que si ces entiers valent 1 ou —1. Par conséquent, le 


déterminant de À vaut 1 ou —1. [=] 


Si À est une matrice singulière d'ordre n, alors A(adjA) = O,.,. 


PREUVE 


Si À = [a], , Sst une matrice singulière d'ordre n, alors adj A = [A [Le de sorte que 


A(adjA) = Eaux | 


nxn 
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Or, en vertu du théorème 3.2, 


ss _ JdetA pouri=j 
per] ur: 0 pouri # j 


n 
Comme la matrice À est singulière, det À = 0. Par conséquent, Y'axAx = 0 pour toutes 


k=1 


les valeurs de i et de j, de sorte que A(adjA) = O,,,. [s] 


33. a) 


b) 


34. a) 


35. a) 


36. a) 


b) 


Si À est une matrice de permutation d'ordre n, alors A! est aussi une matrice de 
permutation. 


PREUVE 


Soit À une matrice de permutation d'ordre n. Lorsqu'on transpose une matrice, 
chaque ligne devient une colonne et réciproquement. Par conséquent, si chaque 
ligne de la matrice À ne compte qu’un seul élément non nul valant 1, alors chaque 
colonne de A! possède également cette caractéristique. De même, si chaque colonne 
de la matrice À ne compte qu’un seul élément non nul valant 1, alors chaque ligne 
de A‘ possède également cette caractéristique. La matrice A! est donc une matrice 
de permutation. [=] 


Si À est une matrice de permutation d'ordre n, alors À est une matrice régulière. 


PREUVE 


Soit À une matrice de permutation d'ordre n. On peut transformer la matrice À en 
une matrice identité en permutant, c’est-à-dire en intervertissant, certaines de ses 
lignes. Comme det(J,) = 1 et qu'une interversion de lignes n’a pour effet que de 


changer le signe d’un déterminant, det A = 1 ou det A = —I. Par conséquent, 
detA Z 0, de sorte que la matrice À est régulière. [=] 
—7,5 


On ne dispose pas de suffisamment d’informations pour évaluer det(A — B). 
—27 

—0,13 

506,25 

—7:5 

—19,2 

—2,083 


x = 3etx = —2. 


3 _ 
1 X X 


Si x # 3 et x Z —2, alors A7! — = 2 1-x 2 
—Xx" +x+6 2 
6— x —3 


Il n'existe aucune valeur réelle de x pour laquelle det A = 14. 


Comme la matrice À est triangulaire, son déterminant est égal au produit des 
éléments de la diagonale principale, soit —-1. Ce nombre est différent de 0 quelles que 
soient les valeurs de x et de y. Par conséquent, la matrice À est toujours inversible. 


1 2 —x-27y 
AT =|0 1 y 
0 0 1 


detB = —(x — 1) (x + 2). Par conséquent, detB # 0 si et seulement si x # —2 et 
x # 1. La matrice B est donc inversible pour toutes les valeurs de x différentes de 1 
et de —2. 
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37. 


38. 
39. 


40. 


1 a d 
d) detC =|1 b b? 
1 c? 
1 a a 
=|0 b—-a b?-a| IL, LI, -1, 
0 c—-a c-a| 1, —L, -1, 


b—a (b-—a)(b+ a) 
c—a (c—a)(c+a) 
= Gate af Ci 


= (b— a)(c — a)(c — b) 


e) La matrice C est inversible si et seulement siaÆb,bzcetazc. 


1 1 1 
f) d&tD=|a b c 
bc ac ab 

0 1 1 


a—b b cl C—cC-c, 


bc— ac ac ab m 

LL 

0 1 1 [a 4 

=| a-—-b b c Le 

—c(a—b) ac ab _ 

0 1 1 LE 

=(a-b)1 b c U 
—c ac ab 


Par conséquent, (4 — b) est un facteur de det D. 


1 1 1 1 1 1 
g) de&tE=| a b c |= a b c = 0 parce que la 
b+c a+c a+bl la+b+c a+b+c a+b+c 
troisième ligne est un multiple de la première ligne. La matrice E n’est donc 
pas inversible. 


h) detF = 4°, de sorte que la matrice F est inversible si et seulement si a # 0. 


La matrice identité est la seule matrice idempotente dont le déterminant est différent de 0. 


PREUVE 


Soit À une matrice idempotente (42 = A) d'ordre n dont le déterminant est différent de 
0. Il faut montrer que À = 1,. Or, le déterminant de À étant différent de 0, la matrice A 
est régulière, et donc inversible. Ainsi, 


A2=A = ATlA2 = AA = A=—1, [=] 
a) Vrai. b) Vrai. c) Faux. 


a) Une matrice diagonale est inversible si et seulement si sa diagonale principale ne 
compte aucun élément nul. 


b) Si A = [aÿ 1e est une matrice diagonale inversible, alors il est facile de vérifier que 


1 
Al est la matrice diagonale dont la diagonale principale est formée des éléments —. 
G;; 
Il est clair que les produits AA! et AT! A sont égaux à la matrice identité. : 
Si AB = O,,, et qu'une des deux matrices, À par exemple, est régulière, et donc inversible, 
alors AB = Oyxn — ATAB= ATO,, —= B=0O,,, Ce résultat contredit l'hypothèse 
selon laquelle aucun des facteurs nest la matrice nulle. 
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41. Soit À et B deux matrices carrées de même ordre. Si B est inversible, alors 
det(B-!AB) = detA. 


PREUVE 
En vertu de la propriété 11 du théorème 3.1 et de la propriété 3 du théorème 3.4, 
1 
det(B-1AB) = |det(B”!)\(det A)(det B) = ———(det A)(det B) = det A 
(B-1 AB) = [det(B-1)f(det AX(detB) = = (det AYdetB) - 
1 41 
42.112 24 9 
10 16 8 


43.a) (1,) = 1,, de sorte que 1,(1,) = 1,1, = 1,. Par conséquent, I, est une matrice 
orthogonale. 


sinO —cosô 
b) AÀf = 
) be sinO 


1 de sorte que 


AA = sin@ cosO || sin0 —-cosü 
—cos® sin@ [[cosô  sin@ 
__ ['sin?6 + cos?8 0 
0 cos? 0 + sin? 0 
_[10 
FA [oi 
LLI 
É . 
CL. , sin® cosO . 
Par conséquent, À = : est une matrice orthogonale. 
< —cosô sin 
JL 
OU c) Le déterminant d’une matrice orthogonale vaut 1 ou —1, de sorte qu’une telle 
matrice est inversible. 
PREUVE 
Si À est une matrice orthogonale d’ordre n, alors 
AA = 1, 
det(AAf) = det(I,) 
det(A)det(Af) = 1 
(det A} = 1 
det A = +] 
detA + 0 
Par conséquent, la matrice À est régulière et est donc inversible. [=] 


d) Une matrice carrée À d'ordre n est orthogonale si et seulement si A = A1. 


PREUVE 


Soit À une matrice orthogonale. Alors, en vertu du résultat obtenu en c, la matrice A 
est inversible, de sorte que À est orthogonale si et seulement si 


AAî = 1, 

ATTAA = A, 

IA! = AT 

AFS A OI 


e) L'inverse d’une matrice orthogonale est aussi une matrice orthogonale. 


PREUVE 


Si A est une matrice orthogonale, alors À est inversible, tout comme A et AAf puisque 
le déterminant de ces matrices vaut 1 ou —1, comme on a pu le constater en c. 
De plus, comme AAf = 1,, on a Aî = A”. 
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f) 


g) 


h) 


i) 


Par conséquent, 
A'A=1, 


(AA) =)" 
ATt(A!)" = 1, 
ATI(A) 21, 


L’inverse de la matrice orthogonale À est donc aussi une matrice orthogonale. [CI 


Si À et B sont deux matrices orthogonales de même ordre, alors le produit AB est 
une matrice orthogonale. 


PREUVE 
Si À et B sont des matrices orthogonales de même ordre, alors 
(AB)(AB) = ABB! At 


= A(I,)A' 
= AA! 
= I, 
Le produit AB de deux matrices orthogonales de même ordre est donc une matrice 
orthogonale. [=] 
Si À est une matrice orthogonale symétrique d'ordre n, alors A? = I,. Fi 
PREUVE (a 
Si À est une matrice orthogonale symétrique, alors Es 
AA = I, < 
AAeE = 
AS I, [= 


Si À et B sont deux matrices orthogonales d'ordre n, alors A(A‘ + B')B = À + B. 
PREUVE 


Si À et B sont des matrices orthogonales, alors Af = A-let Bt = B”1, de sorte que 
A(A' +B')B= A(A1+B1)B 
= AATIB + ABB 
= B+A 
= A+B [=] 


ARR 
Soit A=|% -% % | une matrice orthogonale. Alors 
a bc 
8 À AA # al mn 
AA =1, = |% -% 41% -% b|=|l0 
a b cX K ©c 0 
On en déduit le système d'équations 


Ba + Zb + %c = 0 


a — Yb + Mc = 0 
a + b? + c = 1 


Si on additionne les deux premières équations, on obtient a + c = 0, de sorte que 
a = —c. 


Si on substitue à a la valeur —c dans les équations, on obtient 


Z4b + ic = 0 
—%b —- Kc = 0 
b? + 2c2 = 1 
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A4. a) 


b) 


45. à) 


b) 


Des deux premières équations on déduit c = —-2b, de sorte qu’on déduit de la 
dernière équation 9b2 = 1, d’où b = Y ou b = —. Par conséquent, 

8 À 8 BB 

ÂA=|Z -7% flous) 2% 72 724 

AA Se 
Si À est une matrice orthogonale, alors la matrice C des cofacteurs de A est telle que 
C=AouC=-A. 
PREUVE 


Si À est une matrice orthogonale, alors À est régulière puisque det A = 1 ou 
detA = —1 (voir c). De plus, 


de sorte que C = HA). 
De plus, comme A est une matrice orthogonale, c’est-à-dire que Af = Al (voir d), 
on en déduit 


G'=æ+(A) 
= +(4) 
= +A 
Par conséquent, C = À ou C = —-A. [=] 


Si À, B et (A + B) sont des matrices régulières d'ordre n, alors 
ATT(A + B)B7! = At + B-l 
PREUVE 


Soit À, B et (A + B) des matrices régulières d'ordre n. Alors, les inverses de ces 
matrices existent. De plus, 


AT(A + B)B-! = ATAB-1 + ABB 1 = pl + A = A1 + B 4 [=] 
Si A, B et (A + B) sont des matrices régulières d'ordre n, alors 
(A1 +B1)" = B(A+B)'A 
PREUVE 


Soit À, B et (A + B) des matrices régulières d'ordre n. Alors, les inverses de ces 
matrices existent. De plus, comme A1 + B-1 = A-1(A + B)B°!, soit un produit de 
matrices régulières, alors A7! + B-l est une matrice régulière. Par conséquent, 


(A1 +81)! =[A1(4+B)B1] =(81)'(4A+B)'(41) = B(A+B)!A [1] 

Si À et B sont deux matrices non singulières telles que AB = BA, alors 
B'A = AB! 
PREUVE 
Soit À et B deux matrices non singulières telles que AB = BA. Alors, 
AB= BA —= B'ABB!=B!BAB! = B!'A= AB! [=] 
Si À et B sont deux matrices non singulières telles que AB = BA, alors 
B'AT=A Bt! 


PREUVE 

Soit À et B deux matrices non singulières telles que AB = BA. Alors, en vertu du 
théorème 3.4, les matrices AB et BA sont régulières et donc inversibles. Par consé- 
quent, en vertu du même théorème, 


AB= BA — (AB)'=(BA)! = BA 1=A pl [s] 


RÉPONSES AUX EXERCICES RÉCAPITULATIFS - CHAPITRE 3 


46. 


47. 


48. 


49. 


c) SiA et B sont deux matrices non singulières telles que AB = BA, alors 


B'A! = AtB! 
PREUVE 
Soit À et B deux matrices non singulières telles que AB = BA. 
AB= BA — (AB) =(BA)Ÿ — B'A' = A'p' [a] 
a) B 
b) AB 


c) Il faut multiplier, à gauche, la matrice du message codé par l’inverse de la matrice À, 
car B= A-'AB. 


A 4 
d) |10 17 
L ht 


e) Je t'aime. 
f) Une matrice de codage doit être inversible, sinon il est impossible de décoder le 
message. 


g) Le déterminant de la matrice C vaut O0 puisque les première et troisième colonnes 
sont identiques. La matrice C n’est donc pas inversible, et c’est pourquoi on ne peut 
Putiliser comme matrice de codage. 

On note le système d'équations AX = B. Si le déterminant de la matrice des coefficients 

est différent de O, la solution du système est X = A-1B. 

Lu 1 1-11 [X 
A = detA=-3 Al=-1 = 
e, E n : AZ l É si 


La solution du système d’équations est 
[x] : é Ah : A 
»J [A4 -KIL61 [# 

Par conséquent, x = 14 et y = 4. 
b) Impossible de résoudre ce système d’équations par la méthode de la matrice inverse. 
o x = Yet y = -Wo. 
d\) a=2,b=0etc=I1. 
e) Impossible de résoudre ce système d’équations par la méthode de la matrice inverse. 


Î) x=5,y=-3etz = Y. 
g) x=-11,y=-letz 16. 


h) Impossible de résoudre ce système d’équations par la méthode de la matrice inverse. 


a) 4 
b) 1 
c) 0 
d) —-48 
e) 1 
f A, Cet D 
-5 3 —10 
g) |-2 1 -4 
10 1 
h) x =-72, y =-28etz = 9. 
-6 1 -14 
 |-5 —5 —16 
St 
a) XB2=A = X=A(B) = A(B1) 
b) X = BAB 
co) X= BA 
d) X2 = B2A3 
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5 —16 
s.[ #7] 
51.a) 30 b) 0 c) 480 d) 900 e) 27 000 
52. A8 —3A5 +3A2 +4A-51I, =O,., 
A8 — 3A$ + 3A2 +4A =51, 
A(A7 -3A+3A+41,)= 51, 
A[X(A7 - 34% +3A+41I,)]= 1, 
At = K(A7 - 3A4+3A+41,) 
53. a) Pris = Pr + Pr + Prr2 
Pit 
D) Bu =] Pr 
Pr + Peu À Prr2 


600 
d) Bu = MB =|1170 
2 140 
200 
e) P=MP. = LP =MTE 370 
600 
A, 17 A, 3 
la) x= = y = — 
+1 CHAPITRE 4 ai at 
, D x A, 40 ni 40 _, 
es A  —10 A —10 
= A 9 A 
Q. c) x=—2=— = 3 y=—=—= 2 
< A  -3 A 3 
TL À 7 À, 52 A, 
d) x=—*<- ss z= —<=— 
Lu A 29 7? A 2 À 29 


e) x=0,y=0etz=0. 
f) x=3 y=-2etz=]1I. 


7 
g) x 32 1 et x; 


h) x = +42 et y = +43. 
 x=-2et y = +1. 
D) x=%,y=-1letz=1. 


2.a) A=(2-k)(6+k), A; =0et À, = 0. 


Sik 4 2et si k Z —-6, alors À Z 0. En vertu de la règle de Cramer, le système admet 
une solution unique pour chaque valeur de k différente de 2 et de —-6: 


AY 0 A, 0 
= = > ——ñ#0ety=—-————— -0 
A (2 — k)(6 + k) A (2— k)(6 + k) 
A 
b) Htsoohees esse. 2 et 
k2 A k? 
c) SikÆ6Getsi k Z —6, alors x = : es - 
k+6 k+6 
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b) 


_k-3k2 


Sik 4 1, alors x = et y 
1—k 1—k 


SikÆletsik 4 —1, alors x = k et y = 1. 
A; 960 ._ A —1920 __ Ai 2880 
= —— 3, i = 6 eti; — = = 
A —320 A —320 A —320 


Chaque équation est représentée par une droite dans le plan cartésien. Pour que le 
système d’équations ait pour solution unique[2 2], il faut que les trois droites qui 
représentent les trois équations aient pour intersection commune le point (2, 2). 
yA 
12:+ 
10 + y-2x=-2 
8 + 


—A + 
—6 + 
—8 + 


Les droites ne sont pas nécessairement distinctes, comme l’indique le graphique 
suivant. 
y4 
12 + 
10 + y-2x=-2 
8 + 
6 Le 
4 + y-x=0 
2 + 


—2 
_4at 


Les droites représentant les trois équations ne sont pas nécessairement parallèles. 
Un système d’équations n’admet aucune solution dans tous les cas où les trois 
droites n’ont aucun point commun. Les trois graphiques qui suivent illustrent trois 
cas typiques. 
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Y+x=3 


c) Pour qu’un système de trois équations admette une infinité de solutions, il faut que 
les trois droites qui le représentent aient en commun une infinité de points. Cela est 
possible seulement si les trois droites sont confondues. 

y 
12 + 
10 + 

8 + 

6 cù 

4 Æ 

2 ex 


y-2x=-2 
3y - 6x = -6 
4x - 2y = 4 


—2 
4 + 


5. a) Comme on peut le constater dans le graphique, les deux droites sont parallèles, de 
sorte que le système d’équations n’admet aucune solution. 


yA 
15 + —4x +2y = —-8 


TT 
LUI 
[a 
E 
© 
< 
LE 
OU 


10 + 


b) Comme on peut le constater dans le graphique, les deux droites se coupent. 


yA 
15 + 


-5 + x+y=s5 


10 + 


Le système d’équations admet une solution unique, soit x = 2 et y = 3. Le point 
d’intersection des deux droites est donc (2, 3). 


c) Comme on peut le constater dans le graphique, les deux droites sont confondues, de 
sorte que le système d’équations admet une infinité de solutions. 
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0 + + = 
10 *x 


—2Xx—2y = —-6 
—10 x+y=3 


Si on isole y dans la première équation, on obtient y = 3 — x. Notez qu’on obtient le 
même résultat en isolant y dans la deuxième équation. De sorte que l’ensemble 
solution est $ = {: k AL € R|. 


; T 1 T 
6. snœ =1 = œ=—;etcosfB = = B=—ou—. 
2 2 3 3 


7. Le système formé des trois équations tirées du triangle est 


bcos& + acosf 0 
ccosfB + bcosy = 
ccosæ + acosy = b 
où les inconnues sont cos®, cos B et cosy. 
b a 0 b a c 
A=10 c bl=2abcet A, =|0 € al = cfa? +82 — c2), d'où 
c O a c O b 
cosy = Acosr = res) res = ©? = a? +b? — 2abcosy 
A 2abc 2ab 
8. det(A,xn) = > (1) 4 14, 2%,3--"@; N où r = nombre de « dérangements » 
Ensemble des 
permutations ŸT 
ess pouf el 
observés dans la permutation à, à, is, ..., i, des n premiers entiers. rc 
9. En vertu de la règle de Cramer, il faut que le déterminant de la matrice des coefficients Qi. 
soit différent de 0: a + 2b Z O0, c'est-à-dire que a Z -2b. — 
di LCL 4 l E À à] à OU 
à + 3 LE DS LA 0! ès Sù 
4 1 5 3| 16| - 8 —2 —10 —6 32. |, £, + -2E, 
1-3 20) 4 5 à € à] DL E 
5 2 6 4 | 20 1 —2 2 O0 4 
1 0 0 
11. a) La matrice E, =|0 3 O |est une matrice élémentaire obtenue de la matrice 
0 0 1 
identité par multiplication de la deuxième ligne de I; par 3. La matrice 
1 0 0 
E; =|0 © 1 |est une matrice élémentaire obtenue de la matrice identité par 
0 1 0 1 00 
interversion des deuxième et troisième lignes de 1,. La matrice E; =|[2 3 0 
1 0 0 0 —1 1 
n’est pas une matrice élémentaire. La matrice E,; =|-5 1 0 |est une matrice 
0 O0 I 


élémentaire obtenue de la matrice identité par l'ajout de —5 fois la première ligne à 
la deuxième ligne. 
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+ 
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[a°4 
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2 
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b) 


c) 


d) 


e) 


12. a) 


13. a) 


b) 


c) 
d) 


En prémultipliant la matrice À par la matrice E;, on effectue l'opération élémentaire 
de ligne qui consiste à multiplier la deuxième ligne de A par 3. 
En prémultipliant la matrice À par la matrice E;, on effectue l'opération élémentaire 
de ligne qui consiste à intervertir les deuxième et troisième lignes de la matrice À. 
Il suffit de vérifier que E,E, = L;. Lorsqu'on prémultiplie une matrice À par la 
matrice E;, on intervertit les deuxième et troisième lignes de A. Pour renverser 
l'opération (c’est-à-dire effectuer l'opération inverse), il faut à nouveau intervertir 
les deuxième et troisième lignes de la matrice E, A. La matrice E, est donc sa propre 
matrice inverse. 

0 O1 
E;=|0 1 0 

1 0 0 


HE 11|1 
1 115 6. 24) LS 


On tire de la deuxième ligne 
2y7=4 = y=2 


On tire de la première ligne 


X—y=l1l > x=1+7y=3 


L'ensemble solution du système est donc S = {r3 2] } ou encore x = 3 et y = 2. 


S = {# ol} ou encore x = # et y = O. 


S = [#4 —YT }, ou encore a = 74 et b = -%£. 

= {7% YT }, ou encore a = % et b = -%. 
= 0 1] }, ou encore a = 2,b=0etc =1. 
S= {[2 3 1] }; ou encore x 2,y=3etz 1. 
S= {[3 0 2] }, ou encore x = 3,y=0etz= 2. 
S= {[2 2 2] },ouencorex=2,y=2etz=2. 
S=Î{% —2 1 ZAÏ h ou encore x, D, X2 = —2, x, = let x4 = %. 
s= {1 1 —1 1] }, ou encore x, 1,x) = 1, x; let xy = 1. 
S= {5% —2 W 6] }, ou encore x = %, y = -2, z = Yet w = 6. 
$=4{[1 2 —2 -1] }, ou encore x = 1, y = 2,z = 2 et w = -1 

2 _ _A F B 2 _ A(x+2)+B(x 2) 
x2—4 x-2 x+2 x? —4 (x — 2)(x + 2) 


= 2=(A+B)x+2(A-—B) 
En comparant les coefficients des différentes puissances de x, on obtient le système 
d’équations 
2A — 2B 2 
ÀA + B=0 


On résout ce système à l’aide de la règle de Cramer, mais on pourrait aussi employer 
la méthode d’élimination gaussienne. 
2. —2 2 —2 
Â = 
1 1 0 1 


2 2 


= 4 A1 = 1 0 


Fe nf à 


Par conséquent, À = <a = Jet B= 2e = -}. 


A=%,B=-YetC = 7%. 
A=-ÿ,B= etC=". 
A=2,B=-1etC = -3. 
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14. 
15. 


16. 


17. 


En vertu du théorème 4.5, ce système d'équations n’admet aucune solution. 


a) [3 2 —-5 | 2 12 0 | 3 
1 & 613 136416] Ré 
1 2 0 | 3 
015.27) & it 
De la deuxième ligne on tire —4 y — 5z = —7. Si on choisit z comme inconnue libre 


et qu'on pose z = k, on tire de la deuxième ligne 
7-52  7-5k 
4 4 


Ay—5z=-7 = y= 


On tire de la première ligne 


7—5k 5k-—1 
x+2y=3 > x=3-2y=3-2 = 


4 2 


t 
L'ensemble solution est donc S = [= ne «| 


ke R} ou encore 


2 
5k—1 7 —5k 
x = sY= F etz=koùkeRk. 
b) . —1 1] 2,y letz=l. 
c) 1 3 —1 1 3 -1 8 
37 ins llé 2 SleBl'Ee ste 
1 1 0 —2 51 —12 L; = L; -L 


1 3 —-1 8 
—- [0 —2 5 | —-13 
0 0 0 il és sh 
En exprimant la troisième ligne sous forme d’équation, on obtient 
0x+0y+0z=1 
ce qui est impossible. Le système d'équations n’admet donc aucune solution. 


ta 
d s- [4 : o] 4— 6k 


e) Le système d’équations n’admet aucune solution. 


,y=ketz=0,oùkeR. 


ke R} ou encore x = 


f) Le système d’équations n’admet aucune solution. 
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g) Le système d’équations n’admet aucune solution. 
h) S={k-k+2 k 1+k kJ|k etk € R}ouencorea=k-k+2,b=k, 


c=1+k,etd = k, où k et k e R. 
i) S={3+2r-25 r 2+s —4—3s sfretseR)} 
j S={[3-7%r+85 Wr+s -2+Ÿr-6s r sfretseR} 
k) S={[2-3r r —6+5s sfiretseR} 
D Le système d'équations n’admet aucune solution. 


Le déterminant de la matrice À des coefficients vaut —4, de sorte que le système d'équa- 
tions admet une solution unique quelle que soit la valeur de 4. 


La matrice augmentée du système d'équations est donnée par 
2 0 3 4 
0 1 —3 0 
0 O0 (a—2)(a+2) | 2(a—2) 
a) Le système d'équations n’admet aucune solution si et seulement si (a — 2)(a + 2) = 0 
et 2(a — 2) Z 0, c’est-à-dire si et seulement si a = —2. 


b) Le système d’équations admet une infinité de solutions si et seulement si 
(a — 2)(a + 2) = 0 et 2(a — 2) = 0, c'est-à-dire si et seulement si a = 2. 
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c) Le système d’équations admet une solution unique si et seulement si 
(a — 2)(a + 2) Z 0, c'est-à-dire si et seulement si a Z —2 et a Z 2. 


18. Utilisons la méthode d'élimination gaussienne pour résoudre le système d'équations. 
124al|1l 1 2 a | 1 

È a 8 | : É a—4 —2(a—4) | Lslbe 

a) Sia = 4, on obtient 
12411 12411 
2. Aer 4 


de sorte que le système d’équations n’admet aucune solution. 
b) Sia + 4, on obtient 


És 2 a | 1 2 a | 1 
2 a 813 0 a—4 —2(a—4)| 1] L, —L,-21, 
12 a 1 
1 1 
0 1 —2 L, — L 
a — À a—4 


de sorte que, en vertu du théorème des rangs, le système d’équations admet une 
infinité de solutions. 


c) En vertu des résultats obtenus en a et en b, le système d’équations n’admet jamais 
une solution unique. 


19. Utilisons la méthode d'élimination gaussienne pour résoudre le système d'équations. 


11 O0|a 1 1 0 a 

01 1|/b|- 10 1 1 b 
10 —-11c 0 —-1 -1l c-a] L,; —L,-L 

1 1 0 a 

- [0 1 1 b 


vocle-strhl stat 


+ a) Sic—-a+b z 0, le système d’équations n’admet aucune solution. 
LL b) Sic—a+b = 0, le système d’équations admet une infinité de solutions. 
= c) Quelles que soient les valeurs de a, de b et de c, le système d’équations n’admet 
CL. jamais une solution unique. 
= 20. a) ei. ot 
QU 0 ». 1) Sl4| Bet 
1 2 —-1 | 7 
ob 6 5110) Besse 


NE 
0 1 112] L, — -YI, 


Si on choisit y comme inconnue libre et qu'on pose y = k, on tire de la deuxième ligne 


Y—z=2 > z=y-2=k-2 
On tire de la première ligne 


x+2y-2=7 = x=7-2y+z2=7-2k+(k-2)=5-k 


Ainsi, S = {5 —k k k-2Ïlke R} est l’ensemble solution du système d’équations. 


On aurait également pu s'assurer que S représente l’ensemble solution en établissant 
qu’il comporte une inconnue libre et que ses éléments vérifient simultanément les 
deux équations. 


b) Si on remplace x, y et z respectivement par K, k + 3 et 2k — 1 dans la première 
équation, on obtient 


2x—y+3z=2k-(k+3)+3(2k-1)=7k-6%4 


Par conséquent, S n’est pas l’ensemble solution du système d’équations. 
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c) 
d) 


21. a) 


22. a) 


23. a) 


8) 


24. a) 


b) 


S est l’ensemble solution du système d’équations. 


S est l’ensemble solution du système d’équations. 


S=Î[X8-30 (8-34) K4+k) kÏkER} 
Oui. 

Non. 

x 2, y 2,Z2=2etw—6. 


La solution ne compte aucune inconnue libre (2 — 2 = O). 


Le système d’équations comporte quatre inconnues, et le rang de la matrice 
augmentée et de la matrice des coefficients est 2. Par conséquent, le système admet 
une infinité de solutions. L'ensemble solution compte deux inconnues libres 

(4-2 = 2). 


L'ensemble solution compte une inconnue libre. 


Non. 
Sir = k/2, alors 2r = ket 2r +5 = k +5. Par conséquent, 


S'= {x k k+5]lkeR} 


représente également l’ensemble solution du système. 


_5 . 
, alors 2r = m—5%m +5. Par conséquent, 
m—5 f 
s- [me m+5 m | mer] 


ne représente pas l’ensemble solution du système. 
L'expression de la matrice À comme une combinaison linéaire des autres matrices 


Sir = 


produit l’équation 
A = GA; + GA) + 4 À; 
d'où 
[2 1]=a[-1 1]+a[1 0]+4a:[3 -2] 
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= [-& +4 + 3a; & — 24; | 


Une comparaison des éléments des matrices produit le système d’équations 
4 + 2) + 34; = 2 


& — 24 = 1 
qu'on peut résoudre par élimination gaussienne. 
—1 1 31|2 —1 13|2 
Eee | È E 1 12 sit 
Le système d’équations admet donc une infinité de solutions et l’ensemble solution S 
compte une inconnue libre. 
Posons a; = k. De la deuxième ligne on tire 
D +43=3 >= am =3-k 
De la première ligne on tire 


—d + 4 +343 = 2 — & = 3 k+3k 2=1+2k 


Par conséquent, 
A=(1+2k)A, +(3- k)A, +kA;oùkeR 
L'expression de la matrice À comme une combinaison linéaire des autres matrices 
produit l’équation 
À = GA, + GA) + 4À; 
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[21 —1]=a[-1 1 —1]+4,[0 1 0]+a;[-1 0 -1] 


[-& — 43 am +a -a-a;] 


Une comparaison des éléments des matrices produit le système d’équations 


—d — 3 — 2 
a Li d = 1 
—& — 43 = —l 


qu'on peut résoudre par élimination gaussienne. 


—1 O0 —1 2 —1 0 —1 2 
Li œhnle/ltia) 31 &stttr 
2120 1 0.0. ol LSÉ-E 
De la dernière ligne on tire 04, + Oa, + Oa; = —3, ce qui est impossible. Le système 


d’équations n’admet donc aucune solution, de sorte qu’il est impossible d’écrire la 
matrice À comme une combinaison linéaire des matrices A;, À, et 43. 


c) Ilest impossible d’écrire la matrice À comme une combinaison linéaire des matrices 
À, et A3. 
d) A =5A, —-2A;, + A3 


25. a) Il faut trouver une matrice échelonnée réduite équivalente à la matrice augmentée 
du système d’équations. 


2 315 
1 216 


ol L's 
315 


“| 6 
6. 712) Let e2 


1 —2 | 6 
0 11-1] L, — XL, 
1 | 1] Lars 
0 11 —-1 
De la deuxième ligne on tire y = —1, et de la première ligne x = 4. 
b) Il faut trouver une matrice échelonnée réduite équivalente à la matrice augmentée 
du système d’équations. 
3 8 | —5 15 40 | —25 | L 51 
-5 12 | 21 _15 361 63] L, — 3L, 


+ 
LUI 
[a 4 
= 
© 
< 
LE 
OU 


15 40 | —25 
0 76 38] L, — L, +L, 
15 40 | —25 
0 1 LT L - Kl 
15 0 | 45] L — L — 40L, 
0 1 A 
10-31) 1, — WI, 
0 1| % 
De la deuxième ligne on tire y = Y, et de la première ligne x = —3. 


c) x3 = 3, x, = -2 et x, = 4. 


d)\) z=1,y=2etx = -3. 


ec) z 1,7 =5etx 8. 
f) c=-1,b=2eta=l. 
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26. 2) [Al] | AE = E ! + Su à 
111% 0 
15 Let 
11|[Y% 0 
L PA ; L = KL 
1 % 1] LL -L 
L Ë É 4 


5 
A 7 


Par conséquent, A7! = | 


» 8t-| 7; 


1 3 

8 16 
c) |] “| 

4 8 


d) pie]=| ie ‘| : É 0 


Comme la partie gauche de la matrice augmentée comporte une ligne nulle, il est 
impossible de transformer cette partie en une matrice identité. Par conséquent, la 
matrice D n’est pas régulière: elle n’admet pas d’inverse. 


1 0 
il Bébés 


3 —1 —1 
e) E1=|-1 1 0 
—1 0 1 
f) La matrice F n’est pas régulière: elle n'admet pas d’inverse. 
0 —1 0 
g) G1=|1 21 
0 11 si 
LLI 
27. Nature des solutions d'un système d'équations linéaires AX = B LÉ 
Nature des solutions, © 
selon la matrice B < 
Matrice À Type de système BZO,4 BIO So 
[A] # 0 
La matrice À est 12. Le système d’équations est 6. 1 2) 


Le rang de À est 8. 
Le rang de [A[B] est 8. 


[A] = 0 


Le système d’équations est 


La matrice À n’est pas 12. compatible. 4 3 
Le rang de [A|B] est 10. 
JAI = 0 
levnaues een Le système d'équations est 7. 5 DESrAee 
Le rang de [A|B] est plus pas. 


grand que celui de A. 


28. Soit x l’âge de Diophante à sa mort. Des données du problème, on déduit ce qui suit: 
Vx+Wx+Wx+5+Wx+4=x 
A nu ne nid 
Vigx = 9 
x — 84 
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On peut comparer cette solution avec celle que donna l’auteur du poème: 
Représente par x le nombre en question 
Et, sans rien oublier, pose une équation 
Où dans le premier membre on trouve le sixième, 
Puis le douzième d’x, augmentés du septième. 
Ajoute-y neuf ans: le tout égalera 
La moitié d’x. Transpose, ajoute. et cætera. 
Tu verras aisément, sans qu'on puisse en rabattre, 
Que l’âge du bonhomme est bien quatre-vingt-quatre. 


29. La charge de l'âne est de 2,2 quintaux, et celle du mulet de 2,6 quintaux. 
30. y = x? — 6x +3 


31. l'équation cartésienne du cercle qui passe par les points (6, 2), (7, —1) et (—2, -4) 
est x2 + y? — 4x + 2y — 20 = 0, ce qu'on peut également écrire sous la forme 
(x 2) +(y + 1) = 25. Il s'agit donc du cercle de rayon 5 centré en (2, —1). 


32.a=1etb=l. 
33. y = xŸ — x? +2x —3 
1 x (x) 
34. a) V;,=|1 x; (x) 
1 x3 (3) 
b) En recourant aux propriétés des déterminants, 
1 x (a) 
1 x (x) 
1 x3 (x) 
1 x (x) 


=10 x —x (x) n (x) LL; -L 


det LA 


0 x3 —x (xs) 5 (aY L; — L; -L 


1 æ (x . 


=|0 x, —x1 (x2 — x1)(x2 + x) 


+ 
LUI 
[a°4 
= 
© 
< 
2 
OU 


X3 — Xi (x3 — xx + x) 


1 x (4) 
(x — x1)(x3 — x1)0 1 (x + x) 
O0 1 (x; +x) 


= (x2 — x1)(x3 — x1)[x3 + 1 — (x2 + x1)] 


= (x3 — x2)(x3 — x1)(x2 — x) 


c) La matrice V, est régulière si et seulement si son déterminant est différent de 0, 
c'est-à-dire si et seulement si tous les x; sont distincts. 


d) Ilsuffit de remplacer les x et y dans l’équation du polynôme par les coordonnées 
correspondantes des points: 


a + bx + c(x) 


= Yi 
a + bx) + c(x2) = y) 
a + bx3 + c(x3) = y3 


Les inconnues de ce système d’équations sont 4, b et c, alors que les x; et les y; sont 
des nombres donnés. 
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35. 


36. 


37. 


e) 


f) 


d) 


e) 
f) 


8) 


h) 


La matrice des coefficients de ce système d’équations est la matrice de Vandermonde 
d'ordre 3, soit 
2 
1 x (x) 


2 
V3 =|1 x2 (x2) 
2 
1 x; (x3) 
Comme x;, x et x; sont trois nombres distincts, le déterminant de la matrice des 
coefficients vaut detV; = (x3 — x2)(x3 — x1)(x2 — x1) # 0, de sorte que le système 


d’équations admet une solution unique: il existe un et un seul polynôme de degré 2 
dont le graphique passe par les points (x, 1), (x2, y2) et (xs, y3). 


y= x? +Wx+2 
La quantité offerte de porc augmente parce que le coefficient de P, dans l’équation 
de l'offre de porc est positif. 


La quantité demandée de porc diminue parce que le coefficient de P, dans l'équation 
de la demande de porc est négatif. 

La quantité demandée de porc augmente parce que le coefficient de P, dans l’équation 
de la demande de porc est positif. Par conséquent, le porc et le bœuf sont des substi- 
tuts l’un de l’autre: lorsque le prix du bœuf augmente, les consommateurs remplacent 
partiellement cette denrée par du porc. 

Il faut résoudre le système d’équations (quatre équations à quatre inconnues) 
exprimant les liens entre les différents prix et les différentes quantités. On réécrit 
d’abord les équations de l'offre et de la demande sous la forme habituelle: 


Q, +  3P, — P, = 109 Demande de porc. 
Q, — 40P, = —60 Offre de porc. 
Qy — 5P, + 8P, = 204 Demande de bœuf. 
(07 — JOP, = —10 Offre de bœuf. 


La solution de ce système d’équations donne les prix et les quantités d’équilibre: 
P, = 3, P, =4,Q, = 100 et Q, = 200. 

La quantité offerte de chemises augmente. 

La quantité demandée de chemises diminue. 


La quantité demandée de chemises diminue, de sorte que les chemises et les cravates 
sont des biens complémentaires. 
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Il faut résoudre le système d’équations (quatre équations à quatre inconnues) 
exprimant les liens entre les différents prix et les différentes quantités. On réécrit 
d’abord les équations de l'offre et de la demande sous la forme habituelle: 


Q. + 4P. + 6P. = 540 Demande de chemises. 
Q. — 3P. = —60 Offre de chemises. 
Q, + 2P. + 2P = 240 Demandede cravates. 
Q, — 5P. = -90 Offre de cravates. 


La solution de ce système donne les prix et les quantités d’équilibre: P. = 60, 
P. = 30,Q, =120etQ, = 60. 


Soit x le nombre d'unités du modèle À, y le nombre d'unités du modèle B et z le nombre 
d'unités du modèle C. Alors 


0,1x + 0,4y + 0,6z = 780 Nombre d'heures maximal de la division 1. 
0,2x + 0,2y + 0,4z — 600 Nombre d'heures maximal de la division 2. 
0,1x + 0,2y + 0,1z = 320 Nombre d'heures maximal de la division 3. 


L'usine doit donc produire 1 000 unités du modèle À, 800 unités du modèle B et 
600 unités du modèle C. 


Les Voltigeurs ont marqué 3 touchés, dont seulement 2 ont été transformés, et ont réussi 
5 placements. 
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38. Le propriétaire du chenil possède 5 dalmatiens, 10 labradors et 15 bergers anglais. 


39. Lentrepreneur a construit 25 maisons comptant une seule salle de bain, 50 maisons en 
comptant deux et 25 maisons en comptant trois. 


40. a) Le système d’équations suivant décrit la situation lorsque la circulation est fluide. 


X1 + X4 = 600 
X) + X2 = 500 
X3 + X4 = 300 

X2 + X3 = 200 


Utilisons la méthode d’élimination gaussienne pour résoudre ce problème. 


1 0 O0 1 | 600 1 0 0 1| 600 
1 1 0 0 | 500 tros) 10) £+i 
0 0 1 1|300| [0 0 1 1| 300 
0 1 1 O | 200 0 1 1 ol 200 
1 0 0 1| 600 
0 1 O —1 | —100 
7” lo o 1 11| 300 
MOor 11-3060) LaLet 
1 0 0 1| 600 
0 1 O —1 | —100 
7 lo o 1 1| 300 
0 0 0 0 dl Used 


Le système d’équations admet donc une infinité de solutions et l’ensemble solution 
comporte une inconnue libre. Posons x, = k. On tire alors des trois premières lignes 


X3 + X4 = 300 > X3 — 300 k 


X) X4 — —100 —= X2 — k 100 


X1 + X4 = 600 = x, = 600 k 


Toutefois, chaque débit doit être un nombre non négatif puisque les rues sont à sens 


unique, de sorte que 
k2>0 


300—-k>0 = k< 300 
k—100>0 = k2>100 
600—-k2>0 = k< 600 
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Par conséquent, la solution générale du problème est donnée par 
S={[600-k k-—100 300—Kk k] 1100 < k < 300} 
b) Six4 = k = 200, alors x; = 400, x, = 100 et x3 = 100. 
41. L'individu a investi 3 000 $ dans le premier fonds et 2 000 $ dans le second. 
42. 800 $ 
43. 200 $ 


44. Liam a investi 4 000 $ dans un CPG, 8 000 $ dans un fonds commun et 8 000 $ dans 
des actions. 


45. Vos parents ont investi 75 000 $ dans des obligations et 125 000 $ dans des actions. 
46. 15h 
47. 1 800 


48. Vos parents ont investi 250 000 $ dans des CPG, 50 000 $ dans des obligations et 
100 000 $ dans des actions. 


49. Le club de golf compte 100 membres de la catégorie À, 250 membres de la catégorie B et 
150 membres de la catégorie C. Le revenu que le club de golf tire des cotisations est donc 
de 940 000 $. 
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50. 


51. 


52. 
53. 


54. 


55. 


Le club de golf a vendu 50 cartes donnant accès au terrain en avant-midi, 25 cartes donnant 
accès au terrain à partir de midi et 20 cartes donnant accès au terrain à compter de 15 h. 


a) Ilest impossible de déterminer le nombre d’actions de chaque compagnie dans le 
portefeuille. 


b) Le portefeuille est composé de 60 actions de la première compagnie, de 40 actions 
de la deuxième compagnie et de 80 actions de la troisième compagnie. 


c) Cela est impossible. 
A Xx8 
Soit x la quantité de pistaches dans 1 kg de mélange, y la quantité d'amandes dans 1 kg de 
mélange et z la quantité d’arachides dans 1 kg de mélange. 
a) X + y + Z = 1 Composition de 1 kg de mélange. 
10x + 12y + 8z = 9 Prix de 1 kg de mélange. 
On résout ce système d’équations par la méthode d’élimination gaussienne. 
1 11/1 1 1 1 1 
10 12 819 vase) ESsEe me 
Le système d’équations admet donc une infinité de solutions. Choisissons z comme 
inconnue libre et posons z = k. On tire de la deuxième ligne 


2y—-2z=-1 = y=HW(-1+2k) 
On tire de la première ligne 
x+y+z=zl = x=1-y-2z2=1-0/(-1+2k)-k=3Y-2k 

Comme nos inconnues représentent des quantités, elles doivent être supérieures ou 
égales à 0, de sorte qu’on doit également avoir 

k2>0 

Y(-1+2K)>0 = k>Y 

H—2k>0 = k<Y 
Par conséquent, l’ensemble solution du problème est 

S=X-2k %(1+2k) KÏIL<SKk< Y} 
b) L'emballage contient 0,3 kg de pistaches, 0,1 kg d'amandes et 0,6 kg d’arachides. 


c) Il n’est pas possible de former un tel emballage. 
a) La somme investie dans le certificat est de k, celle dans l’obligation est de 
50 000 — 2Kk et celle dans les actions est de 50 000 + k, où 0 < k < 25000. 


b) Non, puisque pour atteindre son objectif de rendement, Robert doit investir au 
plus 25 000 $ dans le certificat. 


c) Puisque 0 < k < 25000, la valeur maximale de 50 000 — 2k est de 50 000, de sorte 
que Robert peut investir au maximum 50 000 $ dans l'obligation. 


CHAPITRE 4 


d) Pour atteindre son objectif de rendement, la valeur de k qui minimise la somme 
investie en actions est de 50 000 $ lorsque k = 0, de sorte que Robert doit investir 
50 000 $ en actions, et 50 000 $ dans l’obligation. 

e) Si k = 10000, alors Robert doit investir 50 000 + k, soit 60 000 $ en actions. 

f) 50000—-2k=2k — 50000 =4k —= k = 12500. Robert doit investir 12 500 $ 
dans le certificat, 25 000 dans l'obligation et 62 500 $ dans les actions. 


ad Y —- C= 11+G 
bY — C=  -a 
_ b+G +4 __. a + b(lo + Go) 
1—-b 1—-b 
c) Y =1750et C = 1450. 
d) En remplaçant dans la solution obtenue en b les variables exogènes et les paramètres 
par leurs valeurs respectives, on obtient 
Lo + Go +4 100 + 200 + 50 
1h 1-0,9 


b) 


Y = 3500 
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Donc, si la propension marginale à consommer augmente de 0,8 à 0,9, le produit 
intérieur brut double. 


56.a) Y - C = L+G 
bY C bT = a 
tY — T = —d 
b) = Loyer _ 4=bd+b(lo + G)A-1) 
1—-b(1-t) 1—-b(1-t) 
r = {@+ lo + Go) + d(1— b) 
1—b(1-t) 


57. a) Soit x le nombre de portions de 100 g de pommes de terre, y le nombre de portions 
de 100 g de maïs et z le nombre de portions de 100 g de bœuf haché. Alors 


100x + 150y + 300Z — 800 Nombre total de calories. 
5x + 107 +  25z 


50 Quantité totale de protéines. 
On résout ce système d’équations par la méthode d’élimination gaussienne. 


100 150 300 | 800 100 150 300 | 800 
5 10 25] 50 6 25 10| 16] & 1-00 


re 150 | | ü 
0 1 4 4 L, > 25h 


Ce système d’équations admet une infinité de solutions. Si on choisit z comme 
inconnue libre et qu'on pose z = k, la deuxième ligne donne 


y+4z=4 = y=4-4z=A4-—Ak 


On tire de la première ligne 


800 — 150 y — 300z 
x = 
100 


Toutefois, chacune des inconnues doit prendre une valeur non négative, car elle 
représente une quantité de nourriture. Par conséquent, il faut également que 


k2>0,4-4k2>0et2+3k20 = 0O<k<I 
L'ensemble solution du problème est donc 
S={[2+3k 4-4k k]lo<k<1} 


100% + 150 y + 300z = 800 = =8-1,5y—3z=2+3Kk 


b) Le pâté chinois végétarien doit contenir 200 g de pommes de terre (soit 2 portions 
de 100 g) et 400 g de maïs (soit 4 portions de 100 g). 

c) Ilest impossible de confectionner un pâté chinois ne contenant pas de pommes 
de terre tout en respectant les contraintes relatives à la quantité de protéines et au 
nombre de calories. 
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d) Le pâté chinois sans maïs contient 500 g de pommes de terre (soit 5 portions de 
100 g) et 100 g de bœuf haché. 

e) Le pâté chinois à 1,25 $ contient 425 g de pommes de terre (soit 4,25 portions de 
100 g), 100 g de maïs (soit 1 portion de 100 g) et 75 g de bœuf haché (soit Ÿ portion 
de 100 g). 

f) Ilest impossible de préparer un pâté chinois qui coûte 0,75 $ en respectant les 
contraintes relatives au nombre de calories et à la quantité de protéines parce 
qu'il faudrait alors employer une quantité négative de bœuf haché. 

g) On a déterminé en a que, si on respecte les contraintes relatives au nombre de calo- 
ries et à la quantité de protéines, l’ensemble solution du problème est 
S = {2 +3k 4—-4k k flo £k< 1}. On peut exprimer la contrainte budgétaire, 
c'est-à-dire le coût (C) du pâté chinois en fonction du paramètre k: 

C=0,1x + 0,15y + 0,9z = 0,1(2 + 3k) + 0,15(4 — 4k) + 0,9k = 0,8 + 0,6k 

Or, la valeur de k appartenant à l’ensemble solution qui minimise C = 0,8 + 0,6k 


est k = 0. Par conséquent, le pâté chinois le moins cher qu’on puisse préparer en 
respectant les contraintes relatives au nombre de calories et à la quantité de protéines 
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est le pâté végétarien, à savoir celui qui ne comprend pas de bœuf haché. Le coût de 
ce pâté est de 0,80 $. 


58. Le mélange est composé de 3% L de lait et de % L de crème. 
59. Le mélange est formé de 74 L de la solution À et de 4 L de la solution B. 


60. a) Les équations de la température aux points d’intersection du treillis sont 


ner js nn Me 
3 3 3 
En écrivant ces équations sous la forme habituelle, on obtient 
X1 + X2 — 3x3 = —15 
—3x, + X) + Xx3 — —10 
X1 — 3X) + X3 =  —5 


La température est de 10 °C au point x, de 8,75 °C au point x, et de 11,25 °C au 
point x3. 

b) La température est de 11,5 °C au point x1, de 11,5 °C au point x;, de 6,5 °C au 
point x, et de 6,5 °C au point x4. 


61. Soit v, la vitesse de déplacement du premier point et v, la vitesse de déplacement du 
second point, qu'on suppose être le plus rapide des deux. Les distances parcourues par 
chacun des points f s après leur mise en mouvement sont données respectivement par 
vit et vf. 

Si les deux points se déplacent en sens inverse l’un de l’autre, la somme des distances 
parcourues par les deux points correspondra à la circonférence du cercle lorsqu'ils se 
rencontreront pour la première fois. On en déduit que 4v, + 4v, = 100 ou, sous une 
forme réduite, que v, + v, = 25. 

Si les deux points se déplacent dans le même sens, le point le plus rapide aura parcouru 
une distance supérieure de 100 m (soit une fois la circonférence) à celle de l’autre point 
lorsqu'ils se rencontreront pour la première fois. On en déduit que 20v, = 20v, + 100 ou, 


sous une forme réduite, que v, — v = -5. 

Il faut donc résoudre le système d’équations 
VW + V = 25 
VW — V = —5 


Utilisons la méthode d’élimination gaussienne. 


1 Je 1 | 25 
1 1] -5 b 5] 6] &BsésEk 


On tire de la deuxième ligne 
2V) = —-30 —= V2 = 15 


On tire de la première ligne 
+ =25 = v, = 25 Va = 10 


Les vitesses des points sont donc de 10 m/s et de 15 m/s respectivement. 
62. La voiturette a parcouru une distance de 12 000 m, soit 12 km. 


63. a) Soit x le temps consacré à la marche rapide, y le temps consacré à la natation et z le 
temps consacré au vélo stationnaire. 


X + y + z 2 Durée du programme hebdomadaire. 


4 Satisfaction visée. 


2000 Nombre total de calories à brûler. 


3x + 2y + Z 
500x + 10007 + 1500z 


L'ensemble solution du problème est 


S={k 2-2k k]Jo<k<1} 


Ainsi, il est possible de planifier un programme d’activité physique qui respecte les 
contraintes relatives au temps et à la dépense énergétique tout en procurant un 
degré de satisfaction égal à quatre unités. 

b) Le programme se compose d’une demi-heure de marche rapide, d’une heure de 
natation et d’une demi-heure de vélo. 
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64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69 


70. 


. La matrice de transition est T = | 


c) Sile programme comprend plus d’une heure de vélo, alors k > 1. Cependant, 
l’ensemble solution ne contient que des valeurs telles que k < I. Il est donc impos- 
sible de planifier un programme d’activité physique comprenant plus d’une heure de 
vélo et qui respecte les autres contraintes. 


Soit 4, la quantité d'eau tirée de la première source et g, celle tirée de la deuxième source. 
On obtient le système d'équations 
a + q 400 Quantité d’eau. 
904 + 60% 80(400)  Équilibre de température. 


Il faut mélanger 266,6 L d’eau dont la température est de 90 °C avec 133,3 L d’eau dont 
la température est de 60 °C pour obtenir 400 L d’eau dont la température est de 80 °C. 


Il faut mélanger 133,3 L d'eau dont la concentration en sel est de 10 g/L avec 66,6 L d'eau 

dont la concentration en sel est de 40 g/L pour obtenir 200 L d'eau dont la concentration 
en sel est de 20 g/L. 

Les débits doivent satisfaire aux équations suivantes: 

d + d +  d; 

65d + 40d + 70d; 

6d + 3d, +  5d; 


Les débits dans les canalisations supérieure, médiane et inférieure sont respectivement 
de 2 m°/s, de 5 m°/s et de 1 m°/s. 


8  Équilibre du débit. 
50(8)  Équilibre de température. 


4(8) Concentration en sel. 


a) x=0,9Ncty=0,6N. 

b) x=lcmety=0,2N. 

a) 3NO, + H)0 — 2HNO; + NO 

b) Cu)S + O, — 2Cu + SO, 

c) Fe,O; + GHCI — 2FeCl; + 3H,0 

d) 3CL + 6KOH — 5KCI + KCIO; + 3H,0 


0,25 0,1 


0,75 0, «| Déterminons la matrice P d'état station- 


P 
naire, soit la matrice P = 1e Je que fi + p, = 1et que TP = P [ou, de manière 
2 


équivalente, que (1, — T)P = O1]. Le système d'équations qu'on tire de ces deux 
équations est 
PB + Pr = 1 
0,75 — 0,1p = 0 
—0,75p, + 0,1p3 = 0 
On obtient p, = 1%, et p, = %,. Par conséquent, 2 assurés sur 17 effectueront au moins 
une réclamation au cours d’une année donnée. 


a) L’équation doit être vérifiée puisque les trois revendeurs détiennent la totalité du 
marché. La somme de leurs parts du marché doit donc être égale à 100 % ou à 1. 
b) Le système d’équations à résoudre est 
Pi = 0,8p + 0,2p; + 0,05p; 
Pr = 0,1 + 0,75p; + 0,05p; 
pa = 0,1p + 0,05p +  0,9p; 


Pi + Pr + P3 = 1 
On écrit ce système sous la forme habituelle: 
0,2p, — 0,2p; — 0,05p3 — 0 
—0,1p + 0,25p; — 0,05p: = 0 
—0,1p, — 0,05p, +  0,1p: — 0 
Pi + P2 + Ps = 1 
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71. 


72. 


73. 


c) Les parts du marché détenues respectivement par les revendeurs 1, 2 et 3 à l’état 
stationnaire sont respectivement de %, de % et de #%. 


d) Nous ne nous sommes pas appuyés sur la part du marché détenue initialement 
par chaque revendeur pour établir leur part du marché à l’état stationnaire. 
Par conséquent, ces dernières quantités ne sont pas fonction des premières. 


e) Chaque mois, la nouvelle compagnie 2 perd 10 % de ses clients au profit de la 
compagnie 1, et la compagnie 1 conserve 80 % de ses clients. 


f) Les parts du marché détenues par les compagnies 1 et 2 à l’état stationnaire sont 
respectivement de 4 et de %. 


0H A 
a) T=|# 0 % 
A 90 
0 34 AI0 44] [4 % %# 
b) CommeT?=|% 0 XX 0 ZX |=|% 1W, W | la matrice Test une 
2 % 012 % 0 A 6 8 
matrice de transition régulière puisque Test une matrice de transition et que tous 
les éléments de T? sont supérieurs à O. 


c) La probabilité que la souris se trouve dans le compartiment 3 après un coup de cloche 
est de . La probabilité que la souris se trouve dans le compartiment 3 après deux 
coups de cloche est de 1%. La probabilité que la souris se trouve dans le compartiment 3 
après trois coups de cloche est de 7/3. 

d) À long terme, la probabilité que la souris se trouve dans le compartiment 1 est de W, 
celle qu’elle se trouve dans le compartiment 2 est de %, tout comme celle qu'elle se 
trouve dans le compartiment 3. 


0% A 4 0 
4 0 
a) T= 


SKK XK 


S + © © 


X X © © 


b) Comme T? =| Y, , la matrice T'est une matrice de transition 


régulière. 
c) 1748 soit environ 27,0 %. 


d) À long terme, la probabilité que la souris se trouve dans le compartiment 1 est de 
Ÿ1, celle qu'elle se trouve dans le compartiment 2 est de W, celle qu'elle se trouve 
dans le compartiment 3 est de %/,, celle qu’elle se trouve dans le compartiment 4 
est de #, et celle qu’elle se trouve dans le compartiment 5 est de Y. 


1 
2 


0 

La matrice de transition est T = Ë 
D 

P = És | qui est telle que p, + p, = 1 et que TP = P [ou, de manière équivalente, que 
2 


| Déterminons la matrice P d'état stationnaire 


(1 —T)P = O1]. Le système d'équations qu'on tire de ces deux équations est 


Pi + Pi = 1 
Pi — pi = 0 
pi + pi = 0 


On obtient p, = K et p, = 74. Par conséquent, sur une longue période, cette personne 
mange de la viande un soir sur trois. 


RÉPONSES AUX EXERCICES RÉCAPITULATIFS - CHAPITRE 4 493 


CHAPITRE 4 


+ 
LUI 
[a 
E 
© 
< 
LE 
OU 


494 


74. a) 


b) 


75. a) 


d) 


e) 


78. a) 


79. a) 
b) 
c) 


À long terme, environ 14,3 % des femmes auront une masse corporelle insuffisante, 
environ 65,1 % des femmes auront une masse corporelle normale et environ 20,6 % 
des femmes auront une masse corporelle excédentaire. 


La matrice T est une matrice de transition puisqu'elle est carrée, que tous ses 
éléments sont supérieurs ou égaux à 0 et que la somme des éléments de toute 
colonne vaut 1. De plus, 

R À 


T=lkYY 
0/5 
Comme tous les éléments de T? sont positifs, la matrice T est une matrice de 
transition régulière. 


À long terme, 25 % des individus seront du génotype BB, 50 % du génotype Bb et 
25 % du génotype bb. 


3 X 3 


a représente la fraction de la production totale du secteur 1 qui entre dans la 
production du secteur 2: 4 = 0,25, de sorte que le secteur 2 utilise 25 % de 
la production du secteur 1. 

a représente la fraction de la production totale du secteur 2 qui entre dans 
la production du secteur 3: 43, = 0,2, de sorte que le secteur 3 utilise 20 % de 
la production du secteur 2. 


0,15 0,45 &3 
À = 0,25 dn2 0,4 


431 0,2 0,3 
31 — 0,6 

0,15 0,45 0,3 
A=1|0,25 0,35 0,4 

0,6 0,2 0,3 
3 
31 


a représente la fraction de la production totale du secteur 3 qui entre dans la 
production du secteur 2: 4,3 = 0,44, de sorte que le secteur 2 utilise 44 % de 
la production du secteur 3. 

a3s = 0,38 


Le secteur 1 n’a besoin d’aucun input du secteur 2 dans sa production. 


, où k > 0. b) X=k , où k > O. 


< 
Il 
Ca 
M BIS lo 
 #lw ND 


d22 

ax représente la fraction de la production totale du secteur 1 qui entre dans 
la production du secteur 3: 431 = à de sorte que le secteur 3 utilise 37,5 % 
de la production du secteur 1. 
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80. 


81. 


82. 


83. 


d) 


f) 


b) 


c) 


d) 


a) 


b) 


c) 


d) 


) 


a) 
b) 


c) 


d) 


a) 
b) 


1 — 1 
Le secteur 3 n’a besoin d’aucun input du secteur 2 dans sa production. 
43%; représente la valeur de la production du secteur 3 utilisée par le secteur 1; 
41% + 42X2 + 43%3 représente la valeur de l’output produit par le secteur 1 à partir 
des inputs de tous les secteurs. 
X = AX ou (I; — A)X = Osxi. 

1 
X=k|3{|oùk>o. 

1 
La valeur économique la plus forte est de 3k, de sorte que k = 5000$. La valeur 
économique de la production du premier secteur est donc de 5 000 $, celle du 
deuxième secteur est de 15 000 $ et celle du troisième secteur est de 5 000 $. 


a), représente la fraction de la production totale de tomates qui est échangée contre 
des concombres: 4,, = 0,2, de sorte que 20 % de la production de tomates est 
échangée contre des concombres. 


0,5 0,1 0,4 
A=10,2 0,4 0,3 
0,3 0,5 0,3 
X = AX ou (I; — A)X = Os. 
27 


X=k| 2 où k> 0. 
1 


La récolte la moins rentable vaut BK, de sorte que Ek = 230$, d’où k = 280$. 
La valeur économique de la production du potager de tomates est donc 


de Zk = 27 (280 $) = 270$, celle du potager de concombres est de 


Zk = (280$) = 230$ et celle du potager de haricots est de k = 280$. 
4 représente la fraction de la clientèle de la troisième avocate transférée à la 
deuxième : 43 = 0,15. 
0,9 0,2 0,1 
A=1|0,05 0,6 0,15 
0,05 0,2 0,75 
X = AX ou (I; — A)X = Os. 
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X=Rk , où k > O. 


M lb wi 


7 
Si x, = 1400, alors ra = 1400, de sorte que k = 600. La première avocate travaille 
1 400 h, la deuxième travaille 400 h (soit £ x 600) et la troisième, 600 heures. 


Comme la matrice À est de format 3 X 3, cette économie compte 3 secteurs. 

3 = 0,35, de sorte qu’il faut 0,35 $ d’input du secteur 2 pour produire 1 $ d’output 
du secteur 3. 

42 = 0,41, de sorte qu’il faut 0,41 $ d’input du secteur 1 pour produire 1 $ d’output 
du secteur 2. 

La production d’un bien n’est rentable que si la valeur des inputs nécessaires à la 
fabrication de ce bien est inférieure à celle du bien produit. La somme des éléments de 
la jme colonne représente ce qu’il en coûte pour produire 1 $ d’output du secteur j. 
Il faut donc que cette somme soit inférieure à l’unité pour que la production soit 
rentable. 


2 

42 = 0,1, de sorte qu’il faut 0,10 $ d’input du secteur 1 pour produire 1 $ d’output 
du secteur 2. 4,, = 0,2, de sorte qu’il faut 0,20 $ d’input du secteur 2 pour produire 
1 $ d’output de ce secteur. 


RÉPONSES AUX EXERCICES RÉCAPITULATIFS - CHAPITRE 4 495 


+ 
LUI 
[a°4 
= 
© 
< 
2 
OU 


496 


c) 
d) 


84. à) 


b) 


85. a) 


b) 


86. a) 
b) 


87. à) 
b) 


c) 


d) 


88. a) 


89. a) 
b) 


X = AX +Dou(I, - A)X = D. 
109,26 
7 | 64,81 


à 0,1 0,2 
7 [0,7 0,3 
Pour répondre à une demande finale du bien produit par le secteur 1 valant 
18 000 $, la valeur de l’output de ce secteur doit être de 37 142,86 $. Pour répondre à 


une demande finale de 28 000 $ du bien produit par le secteur 2, la valeur de 
loutput de ce secteur doit être de 77 142,86 $. 


Â= 0,5 0,5 

7 [0,2 0,3 
Pour répondre à une demande finale du bien produit par le secteur 1 valant 14 000 $, 
la valeur de l’output de ce secteur doit être de 71 200 $. Pour répondre à une demande 


finale de 16 000 $ du bien produit par le secteur 2, la valeur de l’output de ce secteur 
doit être de 43 200 $. 


3 

an = 0,6, de sorte qu’il faut 0,60 $ d’input du secteur 2 pour produire 1 $ d’output 
du secteur 1; 43 = 0,2, de sorte qu'il faut 0,20 $ d’input du secteur 1 pour produire 
1 $ d’output du secteur 3; 433 = 0, de sorte qu’il ne faut pas d’input du secteur 3 
pour produire 1 $ d’output de ce secteur. 


X = AX + D ou(I; — A)X = D. 


an = +, de sorte qu'il faut 0,25 $ d’input du secteur 2 pour produire 1 $ d’output du 
secteur 1; 43, = +, de sorte qu’il faut 0,50 $ d’input du secteur 3 pour produire 1 $ 
d’output du secteur 1; 43, = +, de sorte qu’il faut 0,125 $ d’input du secteur 3 pour 
produire 1 $ d’output de ce secteur. 


X = AX + D ou(I; — A)X = D. 


40 
X =|20 
80 
0,1 0,3 0,1 
A=1|0,1 0,2 0,1 
0,1 0,1 0,2 
25 
D = | 145 
10 
X = AX +Dou(l; - A)X = D 
100 
X = | 200 |, de sorte que les valeurs des outputs des secteurs sont respectivement de 
50 
100 $, de 200 $ et de 50 $. 
Vrai. c) Faux. e) Faux. g) Faux. i) Vrai. k) Faux. 
Faux. d) Faux. f) Faux. h) Vrai. j) Faux. 1) Faux. 
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CHAPITRE 5 


1. Vecteur Norme Direction 
F V45 = 6,71unités 2e 
| Si V68 = 8,25 unités 194° 
| Ê V13 = 3,6lunités 326° 
| ü 73 = 8,54 unités 69° 
v VI8 = 4,24unités 1852 
6 unités 2700 
2 
Ww 
u v 
3. a) 


b) On obtient la vitesse réelle du bateau en additionnant les vecteurs représentant la 
vitesse du courant et celle du bateau. La longueur de v; est égale à l’hypoténuse du 
triangle rectangle; elle est donc plus grande que la longueur de y; . Elle vaut en fait 
10 unités. Par conséquent, la vitesse réelle du bateau est de 10 kn. 


4. La direction du vecteur —4 est contraire à celle de %, mais les deux vecteurs ont la même 


longueur. 
5. |4ä|| = 20 et||-6ä|| = 30. 
k Aa 
6. |—ä||= |k]. Il faut déterminer —5. 
fall 11] 
7.a) 0 b) AB c) BC 
8. a) v=-Yù c) v ne s'exprime pas comme un multiple de &. 
b) v=-Yü d) ÿ=Yù 


9. Il existe six positions relatives possibles des points À, B et C, soit ABC, ACB, BAC, BCA, 
CAB et CBA, mais seules les positions ABC et CBA vérifient l'hypothèse selon laquelle les 


vecteurs AB et BC ont la même direction. ne 
10. FEES œ 
5 sir) P E 
7 [eu 
ü J < 
— l' <= 
al # OU 
11. a) 
b) 
©) 
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d) 


<l 
| 


a 
el 
+ 
à 
+ 
& 


à 
Si 


<} 


f) 


g) 


h) 


12. a) 


To) 
LUI 
[a 
Les 
à 
< 
== 
OU 
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d) 


e) 


f) 


I 
I 
= 


nil 


& 


2 


<l 


Ê 


Lai 


+1 


f 


ä 


DR 
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CHAPITRE 5 


13.a) O b) 2BA 


14. à) ug(ou —u;) d) u; (ou 6) 
b) u3 (ou —%;) e) 24; (ou BC ou AD) 
c) 2% (ou —2ug ou DB) f) u3 (ou 7) 
15. a) 
au v 
by ä 
12 


a <0 et [al <1 
b >0 et [b| <1 


b) 
au]. 
Fe rs 
vlan) lo 
# 
4 
w 
a >0et [al >1 
b<0O et [b| >1 
©) 


a <0 et [a] <1 


b<Oet [b| <1 


16. Trois vecteurs quelconques du plan sont linéairement dépendants. 


PREUVE 
Soit 4, Y et w trois vecteurs du plan. Il faut considérer trois cas. 


Premier cas: L'un des trois vecteurs est le vecteur nul. 
On peut supposer, sans perte de généralité, que ä est le vecteur nul. Ainsi, 
ü +0 +0w = 0 
Il existe donc une combinaison linéaire des trois vecteurs égale au vecteur nul et telle 


qu'au moins l’un des coefficients (celui du vecteur #) est non nul. Par conséquent, les 
vecteurs #, ÿ et W sont linéairement dépendants. 


Deuxième cas: Les trois vecteurs sont non nuls et l’un de ceux-ci est parallèle à l’un 
des deux autres. 
On peut supposer, sans perte de généralité, que # est parallèle à ÿ et qu’il existe un 
scalaire k # 0 tel que # = kÿ. Aïnsi, 

ü — kÿ + 0w = Ô 
Il existe donc une combinaison linéaire des trois vecteurs égale au vecteur nul et telle 
qu'au moins l’un des coefficients (ceux des vecteurs % et ÿ) est non nul. Ainsi, les 
vecteurs %, ÿ et # sont linéairement dépendants. 


To) 
LL 
(eZ 
ÉÆ 
Cu 
< 
ÆE 
OU 


Troisième cas: Les trois vecteurs sont non nuls et aucun n’est parallèle à l’un des deux 
autres. 

En vertu du théorème 5.4, le vecteur w s'écrit comme une combinaison linéaire des 
deux autres vecteurs, c’est-à-dire que aä + bÿ = w. Ainsi, aü + b — # = 0. Il existe 
donc une combinaison linéaire des trois vecteurs égale au vecteur nul et telle qu'au 
moins l’un des coefficients (celui de w) est non nul. Par conséquent, les vecteurs 4, ÿ et 
w sont linéairement dépendants. [=] 


EU RÉPONSES AUX EXERCICES RÉCAPITULATIFS - CHAPITRE 5 


17. Comme # + v est perpendiculaire à %, 


(G+Y)-4=0 = ü-ü+v-ü=0 
= IH +IfllFliosé = 0 
= 9+15cos0 = 0 
= 0 = arccos(—%{) = 126,9° 


L'angle déterminé par les vecteurs # et Ÿ est donc d'environ 126,9°. De plus, les vecteurs 
ü, v et ü + ÿ forment un triangle rectangle dont l’hypoténuse correspond au vecteur ÿ, 


de sorte que ||ä + || = 4/|[5]P —[&IF = V25—9 = 4 unités. 


18. Comme la somme des vecteurs %, ÿ et w donne le vecteur nul, 


n+V+WwW=0 = (i+Vv+W).i=0 = -A+V-4+W-4=0 
De manière similaire, 
n+V+W=0 = (G+V5+W)-.V=0 = ü-P+5.7+W-P=0 
Par conséquent, 
U'U+V-U+WU+U V+V-V+W.Y =0 
GÉ +28 - 5 +] +w-(G +5) = 0 
GL + 22-56 +[]f +w.(-w) = 0 


- 
= [A +225 +1PIê IP = 0 
= 22.5 =|f - [af IPF 

” 


2lällcose = |6If — if — IF 


PIE —IBIE IE | 56 _ 7 


2[ä|||#]l 7 120 15 


= 0 = arccos%; = 62,2° 


= cosû = 


L’angle déterminé par les vecteurs # et Ÿ est donc d'environ 62,2°. 

On aurait également pu obtenir ce résultat en appliquant la loi des cosinus. Comme la 
somme des vecteurs ä, ÿ et w donne le vecteur nul, ces vecteurs forment les côtés d’un 
triangle et les positions respectives de ces trois vecteurs sont les suivantes: 


N'oubliez pas que dans ce schéma, l’angle déterminé par les vecteurs ä et ÿ est le plus 
petit angle entre ces vecteurs lorsqu'ils sont issus de la même origine, soit l’angle 0. 


En vertu de la loi des cosinus, 
IE = IE HIPIÉ — 2alIIPlicosc 


= I +IPIE —214/|IIFlleos(180° — 0) 


un 
LUI 
[4 
E 
ce 
< 
ae 
OU 


#1 2 STE 
= | +IPIf +21|Ilcose 
Par conséquent, 
Ste 12 2 = 
2äl|]Irllcose = If - [af -1FIF 


_IIÈ IP PE L 56 _ 7 
Aa 120 15 


= cosô 


= 0 = arccos/#, = 62,2° 


19. a) AË = AB + BC b) AF = BC +xAB 
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20. Si À, B et C sont trois points non colinéaires, alors AB + 


FT AC divise l'angle de 


sommet À en deux angles égaux. 


PREUVE 


Les vecteurs are et arc sont des vecteurs unitaires et ils correspondent aux 


côtés d’un losange. Le vecteur Pr mr + ac marc correspond à la diagonale de ce 


losange qui est issue du point À; il est donc porté par la bissectrice de l’angle A. Ainsi, 
comme la bissectrice, ce vecteur partage l'angle À en deux angles égaux. [=] 


21. a) Le segment de droite qui joint les milieux de deux côtés d’un triangle est parallèle 
au troisième côté du triangle et la longueur de ce segment est deux fois plus petite 
que celle du troisième côté. 


PREUVE 
Soit un triangle ABC où M et N sont les milieux des côtés AB et BC respectivement. 
A 
M 
Ê B 
C N 


On a MN = MB + BN = LAB + BC = Y(AB + BC) = ZAC. Donc, en vertu 

de la définition de la multiplication par un scalaire, le segment MN est parallèle au 

segment AC et il est deux fois plus court que celui-ci. Par conséquent, le segment de 

droite qui joint les milieux de deux côtés d’un triangle est parallèle au troisième côté 

et deux fois plus court que celui-ci. [=] 
b) Le résultat obtenu en a vaut pour tout segment joignant les milieux de deux côtés d’un 

triangle. Par conséquent, MN = ZAC, NP = BA et MP = BC, de sorte que 


Périmètre du triangle MNP = IIMN||+ [INF || + IIMP]| 
= HIAGI+ AIAI+ AIFCI 
= A{1adII+11BAI+118cI) 
= (Périmètre du triangle ABC) 


un 
LL 
ÊE 
= 
Es 
< 
Æ 
OU 


c) Le quadrilatère PMBN est un parallélogramme. 
PREUVE 


Comme M et N sont les milieux des côtés AB et BC, alors les côtés opposés du | 
quadrilatère PMBN sont parallèles et de même longueur puisque MP = 12 BC = BN 
et NP = BA = BM. Par conséquent, le quadrilatère PMBN est un parallélogramme. 


OI 


22. Le barycentre P d’un ensemble de n points du plan, P, P,, ..., P,, vérifie l'équation 
vectorielle OP = AO: + OP, +:..+ OP,) où O est un point auxiliaire. 
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PREUVE 


Si P est le barycentre des points PB, P,,..., P,, alors PB + PP, ++ PE, = Ô. De cette 
équation, on déduit que 


23. a) 


b) 


PO + OP + PO + OP, +:-.+ PO + OP, = 0 


= nPO + OP + OP, +...+ OP, = 0 
= nOP = OP + OP, +-..+ OP, 
= OP = (OR +OP, +...+OP,) [s] 


Un quadrilatère EFGH dont les sommets sont les milieux d’un autre quadrilatère 
ABCD est un parallélogramme. 


PREUVE 


G 
C 


Les points E et H sont les points milieux des segments AB et AD respectivement, et 
les points F et G sont les points milieux des segments CB et CD respectivement, de 
sorte que 


DB = DA + AB DB = DC + CÈ 
= 2HA +2AË = 2GC + 2CF 
= 2HÉ = 2GE 


Par transitivité, 2HÉ = 2GF, d'où HÉ = GE. Parun argument similaire, on obtient 
EF = HG. 


Le quadrilatère EFGH a donc des côtés opposés parallèles et de même longueur. Par 
conséquent, EFGH est un parallélogramme. 


Le barycentre des milieux des côtés d’un quadrilatère est identique au barycentre 
des sommets de ce quadrilatère. 
PREUVE 
Le barycentre des points E, F, G et H est le point P, tel que 
OP = Y(OË + OF + OG + OH) 
et le barycentre des points À, B, C et D est le point P, tel que 


OP, = Y,(OA + OB + OC + OD) 


Or, 


OË + OF + OG + OH = OÀ + AË + OB + BE + OC + CG + OD + DH 


= OÀ + OB + OC + OD + AË + BE + CG + DH 


= OA + OB + OC + OD + EB + BF + GD + DH 


un 
LUI 
[4 
Les 
SE 
< 
== 
OU 


= OA + OB + OC + OD + EF + GH 


= OÀ + OË + OC + OD +0 


= OÀ + OB + OC + OD 


d’où OZ : OP, et, par conséquent, À = P,: les deux ensembles de points ont le 
même barycentre. [=] 


24. Si ABCD est un quadrilatère dont les diagonales AC et BD se coupent en leur milieu, 


alors le quadrilatère est un parallélogramme. 
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PREUVE 
Soit E le point d’intersection des diagonales du quadrilatère A BCD. 


A B 


D C 
Comme E est le point milieu des diagonales, alors 


AB = AË + EB 


Les côtés AB et DC du quadrilatère sont parallèles et de même longueur. 


De manière similaire, on montre que les côtés BC et AD sont parallèles et de même 
longueur. Le quadrilatère est donc un parallélogramme. [=] 


25. a) Tout angle inscrit dans un demi-cercle est un angle droit. 
PREUVE 


Soit ABC un angle inscrit dans un demi-cercle. 


Il est à noter que la longueur des trois vecteurs OA, OB et OC est égale au rayon du 
cercle. 
Pour montrer que l'angle ABC est un angle droit, il faut montrer que les vecteurs BA 


et BC sont perpendiculaires, ou encore, en vertu de la propriété 5 du théorème 5,5, 
que BA : BC = 0. Or, 


BA . BC = (BO + OA) (BO + OC) 


= (BO + OÂ)-(BO - OA) 


= BO : BO — BO : OÀ + OA : BO — OÀ - OA 


2 HIL 

D =|BOÏT —|0AI 
LL 
[a 4 = 0 
— Un angle inscrit dans un demi-cercle est donc un angle droit. [=] 
= b) Les diagonales d’un losange se coupent à angle droit. 
ce PREUVE 

Soit un losange ABCD. 

B C 
A D 
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26. 


27 


29. 


On sait que les quatre côtés d’un losange ont tous la même longueur. Il faut montrer 
que le produit scalaire des vecteurs correspondant aux diagonales est 0, c’est-à-dire 
que AC - BD = 0. Or, 


AC - BD = (AB + BC) (BC + CD) 


= (AB + BC): (BC — AË) 


= AB. BC — AË. AB + BC . BC — BC: AB 


= -Jjaëf +|BcIf 
= 0 
Ainsi, les vecteurs correspondant aux diagonales du losange sont perpendiculaires. 
Les diagonales d’un losange se coupent donc à angle droit. [=] 
ü“-u2>0 
PREUVE 


0. 


Si ä = 0, alors # - ü = 
£ 0, alors [#][ > 0 et 


a“ si 


Par ailleurs, si 
ä =|l#|||f#lcos0° Définition du produit scalaire; l'angle entre à et 4 vaut 0°. 
= [af > 0 


Par conséquent, ä : ä > 0, légalité étant vérifiée seulement si # = 0. [=] 


= … = IL 
182-251] VIE + 4] 


28. 


Si ü et Ÿ sont des vecteurs non nuls, alors ces deux vecteurs déterminent un angle aigu 
lorsque leur produit scalaire est positif. 

PREUVE 

ñ-v=||à (0 £ 0 < x) déterminé par # et ÿ. Par 


conséquent, 4 >0 — {|ü[|[[v/[cos8 >0 —= cos8 > 0 puisque|lä|| > 0 et[[ÿ|[ > O. 
Or, cos® > DetO<O<r = 0<0 < 7/2. Par conséquent, les deux vecteurs 
déterminent un angle aigu. [=] 


I + v]|<[all+ 11 
PREUVE 
Forcément, si un des deux vecteurs est le vecteur nul, alors 
Iä + v]= 14 +1 
< [ll +1v]! 


En effet, sans perte de généralité, on peut supposer que Ÿ = 0, de sorte que 


Il + 51= la + 61] un 
; LLI 

= |fäl| Cr 
—. = 

= | + El = 

= |läll+ 1] = 

< [là] +|v]| OU 


Par ailleurs, si les deux vecteurs sont non nuls, comme||% + ÿ|| Z 0,[[|| > 0 et|[v|| > 0, 
il faut montrer que ||ä + #|P < (|{ä||+ 511) Or 


Ia + vlP oo 


(alé + 2aPilcose +|F1F 
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To) 
LUI 
[a 
Le 
Cu 
< 
Æ 
OU 


De plus, cos® < I. Par conséquent, 
Ie +6 SIG + I + PIE 
< (l4+1IFID) 
ä+#|<|äll+|PIL Cl 
30. ji — À] < la] + [51 
PREUVE 


Il suffit d'utiliser l'inégalité du triangle (exercice récapitulatif 29): 


Donc, 


I F1 1E + CH 
< Ill +1 
<]älf+ 1PII Ce] 
31. [là + v||= || — | si et seulement si ä et ÿ sont des vecteurs orthogonaux. 
PREUVE 
+= ee IE + 5 = -5If 
& (G+v)-(G+v)=(G-v).(üù-5) 
S ü-U+2H-V+V-V=u-u-2U-V+V-V 
S 24.ÿ=2ü.v 
& ü-v=0 
æ ü et Ÿ sont orthogonaux [=] 


32. a) ||ä + v||et||à — v|| représentent les longueurs des diagonales du parallélogramme 
dont les côtés non parallèles sont respectivement ä et v. 


PE TE IL à SIL 
D) [&+f +185 = 2(IHIÉ + II) 
PREUVE 
Si ä et ÿ forment les côtés non parallèles d’un parallélogramme, alors ü + vŸ et ü —v 
sont les diagonales de ce parallélogramme. De plus, 
ü + vf +fû - 5f = (à +5). (à + v) + (à - v)- (à — 5) 


= U+Ü-V+V-V+U-U—-2U-V+V.V 


2(ü-ü+7.-ÿ) 
= 2(af +|FIF) 


Par conséquent, pour un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales est 
égale à la somme des carrés des quatre côtés. [=] 


33. Considérons les côtés du triangle comme des vecteurs placés de telle façon que à + b = €. 


En vertu des propriétés du produit scalaire, 
2 — IIZI 
CE | 
=C-c 


=(a+b)-(a+b 


— 


cä+b.b 


S1} 


-â+à-b+ 


Il 
Q 


a + 22-56 +|lf 


a? +2[ä||-|lb|lcos(180° — y) + b2 
= a? + b2 — 2abcosy [=] 
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34. 
35. 


36. 
37. 
38. 
39. 
40. 
A1. 


42. 


43. 


A4. 
45. 


46. 


F =—61 —8j,S = —6i +4j,t = AÏ +4ÿ,ù = 51 + j,9 = —31 +3j et W = 31 +5j. 
a) AB=[5 -10]et|[AB|] = 545 = 11,2. 

b) AB=[-2 -2]et||AB||= 2V2 = 2,8. 

co) AB=[-3 -5]et|[AB||= 34 = 5,8. 

d) AB=[-3 —4]et|[AB|| = 5. 

(1,0) 

(—7, 10) 

(6, 6) 

a) (4,7) b) (10,1) 

b=-letd=14. 


a) AB=[1 -2] CB=[4 -2]CD=[3 3] ED=[-2 4], AË=[2 -1]et 
AB - CB + CD - ED =[2 -1]. Les deux dernières expressions sont égales 
parce que AË — CB + CD — ED = AB + BC + CD + DE = AË. 


b) ||[AË||= = 20 = 245 et||ED|| = V20 = 245. 
A(5, —9) 
a) ||ä|| = V13 = 3,6 et 0; = arctg74 = 33,7°. 


b) [lä]|= 5V2 = 7,1 et 6; = 360° + arctg(-%) = 315°. 
c) [[ä]|= V5 = 2,2 et 0; = 180° + arctg(7/,) = 116,6°. 
d) [ä||= 245 = 4,5 et 6; = 180° + arctg(-4,) = 243,42. 
e) [[4]|= 8V3 = 13,9 et 8; = 180° + arctg(*5,,) = 150°. 


a) [5 —16] b) [-9 9] c) [0 —-13,5] 
a) 

b) [1 3] 

c) [-18 23] 

d) [20 5] 


e) 450 ou 52. 


f) La direction @ d’un vecteur 4 = [a a, ] est telle que tg@ = #. 
a 


Comme l'extrémité du vecteur # est dans le premier quadrant, 
@; = arctg(}/) = 14,0°. 


CHAPITRE 5 


Comme l'extrémité du vecteur Ÿ est dans le deuxième quadrant, 
®; = arctg(—24) + 180° = 146,3°. 


Comme l'extrémité du vecteur # est dans le quatrième quadrant, 
63 = arctg(—#%) + 360° = 326,3°. 
g) Environ 132,3°. 
h) 180°. Les deux vecteurs Ÿ et # sont parallèles et de directions contraires. 
Soit P(p: Pi) le barycentre d’un ensemble de n points A(&, a), B(b, b;), a. Nr, M À 
Alors, en vertu du résultat obtenu à l'exercice récapitulatif 22, 
OP = Y, (OA +OB+...+ON) 
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de sorte que 
[mn p]= la &l+[b b]+.-+[m m) 


= Léa + bi +e.+m) Xe + Bb +-+m)] 
Par conséquent, les composantes du barycentre d’un ensemble de points correspondent 
à la moyenne des coordonnées correspondantes de ces points. 


47. ||ü — v||= 13 etflü + v||= VA 

48. [5cos75° 5sin75°] 

49. [cos(77/12) sin(7x/12)| 

50.a) 63 = 30° et ä = 2[cos(30°) sin(30°)]= [43 1]. 


b) 0; = 315° et à = 3[cos(315°) sin(315°)] = DES 2] 


c) 6x = 240° et ü = 2V3[cos(240°) sin(240°)]=[-V3 -3] 
d) 6; = 210°et ä = 6[cos(210°) sin(210°)]=[-3V3 -3|. 
e) 0; =135° etä = 4[cos(135°) sin(135°)]=[-2V2 242]. 
51.a) 4=[3V3/2 3/2]etv =[5/2 5/3/2] 
b) ä+v=[(3V3+5)2 (3+543)2] 
c) | +v||= il + à] + É 8) = 7,7 et, puisque l'extrémité de ä + v est 
É 4 ») 
2 
située dans le premier quadrant, @;,; = arctg F NE à 


2 


= 48,8° ou 0,85 rad. 


52. à) 


b) ä=[0 8],5=[V2 -V2]et#w=[4V2/2 V2/2]. 


c) Le vecteur ü + ÿ + W représente le roulé que le golfeur aurait dû faire pour que la 
balle atteigne le trou en un coup. 


d) La balle se trouvait donc initialement à environ 7,6 m du trou. 


53. 


, et la direction à prendre 
Dre à la direction d du vecteur AD. Or, AD = AB + BC + CD. De plus, 
= 0,6 km et|[CD]|| = 1,2 km, 


To) 
LUI 
[a 
E 
cs 
< 
Æ 
OU 


AB = [||ABl|cos30° |[AB]}sin30° ] = [0,87 0,5] 
BC = [|[BC]{cos100° ||BC|fsin100° | [-0,10 0,59] 
CD ={[||CD|fcos140° ||[CD||sin140° | = [-0,92 0,77] 
Par conséquent, AD = [-0,15 1,86 |, de sorte que vous devrez parcourir une 


distance de I[AD|| = V(-0,15) +1,862 = 1,87 km et suivre une direction de 


1,86 
0 = arctg 
0,15 


> 


) +180° = 94,6° puisque l'extrémité du vecteur est dans le deuxième 


quadrant. 
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54. à) 
b) 


c) 
d) 
) 


f) 


g) 
h) 


i) 


55. 


56. a) 


b) 


= 413,5 
= [-18,9 -413,5],|[F]|- 413,9 N et6x = | _ }+ 180° = 267,4°. 


340° 
10 
1\60° |__ 
L F; 
5 — o 
F, 120 
04 sl Ji 02] 
F, =F +F; 
40° 
0 20° 5 10 15 
F, 
[EF |] = 13,3 kN 
Environ 20,0°. 
On a 


FI VIRE EI - AA lIIIF eos 20°) 


= 4102 + 52 — 2(10)(5)cos(120°) 


= 13,2 KN 
Gone SCA. d’où sin = HUSR de sorte que 
BIT EN . 


| EE 
© = arcsin| — 


0 


]- 19,1° 


On pourrait en déduire que la direction de la résultante est de 20,9° (soit 40° — 19,1°). 
Æ =[7,7 6,4]etE =[4,7 -1,7] 
FE =[12,4 4,7] 


= 4,7 
IF ]1= 13,3 kN et 6x = arcg[ 27.) = 20,8° 


> 


Comme on peut le constater aisément, les réponses obtenues selon les trois diffé- 
rentes méthodes sont très similaires. Les différences peuvent s'expliquer par 
Pimprécision du tracé ou de la lecture à partir du graphique, ou encore à cause de 
Putilisation de valeurs arrondies dans les calculs. 


Ê 


LN 
On a 
_ LL] 
E =[400cos(50°) 400sin(50°)] œ 
=, = 
FE =[500cos0 500sin0] . 
F - [El 0] _. 
de sorte que 400sin(50°) + 500sin0 = 0, d’où OU 
| | 290sin(50 
0 = arcsin 
500 
= —37,8° 


Par conséquent, l'angle cherché mesure environ 37,8°. Par ailleurs, 
|[E;|| = 400c0s(50°) + 500c0s8 
= 400cos(50°) + 500cos(—-37,8°) 
= 652,2 KN 
FE =[727,0 135,4] 


F,||= 739,5 KN et 67 = 10,6°. 
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57 


58. 


59. 


60 
61 


6 


D 


6 


Où 


64. 


65 


66. 


67 


To) 
LL 
[a 
Les 
= 
< 
aE 
OU 


d) 


Non. 
E, =[-4 2] 


— —5(V3 -1) 
[B]||= 6,2 N et 0 = arctg ———# 180° = 216,22. 


E =[-13/2 5-7V3/2] 


IT 11= 5072 N etT;|| = 502 N. 


506 
1+4V3 


100 
1+.3 


IT || = N = 44,8 N et|[T;|| = N = 36,6 N. 


. Environ 2 155,6 N. 


. Environ 676,6 N. 


| 


. a) 


b) 


a) 
b) 


c) 


La) 


b) 


. a) 


b) 


c) 
d) 


3+2V2 3V3-24V2 


FE. 


| 


2 2 
IF | = 15 N,| E|| = 50 Net la distance manquante mesure 20 cm. 
AÏF, [lcos15° + 20(—15) + (40)(-50) =0 = |[F||= NT 
Acos15° 

FF 
On a [F;|] : IF] = IE]. De plus, F,|| : |[F||cose et||F,|| = |[F|lsine, de sorte que 
, - [El Fine 

| F, || |[F|lcos@ 


Comme 6 = arcteu = arctg(0,7) + 35,0°, une personne ne glissera pas si l'angle est 
inférieur à 35,0°. 


L’axe électrique du cœur du sujet est droit. 


L’axe électrique du cœur du sujet est normal. 
D = |[F||||D||cos@ = 100(30)(cos30°) = 2598 N : m. 


Q(%;, 284) 


La masse totale est M = 7 + x, de sorte qu’en vertu de la définition du centre de 


— 1 + 
masse, OQ = M2" OP, d'où 


i=1 


1 
[—1 -$1= ——Gl2 —2]+6[-4 -3]+x[4 -10]) 


=] FE | 
7+x 7+x 
—22 + 4 —20 — 10 
On déduit que 2 que = 5, 1] faut donc trouver la valeur 


de x qui satisfait à ces deux équations. Or, 


—22+4x 
=] = -22+4x=-7-x = x=3 
7+x 
et 
—20 — 10x 
5 = —-20-10x=-35-5x = x=3 
7T+x 


Par conséquent, la masse cherchée est de 3 kg. 

C(25, 16) 

Soit m la valeur de chacune des n masses ponctuelles situées respectivement aux 
points P, P,, .… et P,. Soit P le barycentre de ces points et Q le centre de masse. 
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= 1 __— 
En vertu de la définition du centre de masse, OQ = —Ym OB.Or, m, = met 
n n i=1 
M = Dm = Dm = mn, de sorte que 


i=1 i=1 


—_ 1 = 
OQ = 2m OP 


= OP 
d’où les points Q et P coïncident. Par conséquent, le centre de masse correspond au 
barycentre. 
e) Soit m; la valeur de chacune des n masses ponctuelles situées respectivement aux 
points P, P,, ..., P,. Sans perte de généralité, on peut supposer que la masse m, est 


_— 1 € == 

la masse variable. En vertu de la définition du centre de masse, OQ = Dm; OL. 
i=1 

Or, si m, devient très grand, les autres masses deviennent négligeables par rapport 


n 
à cette masse, de sorte que M = Dm, = m,. Par conséquent, 
i=1 


n 
OQ = LS» OP 
i=1 
1 n-1 _— > 
= Emor) + M on | 
My [Kit 
n-1 
= | 20R) + OP, 
i=1 Mn 


à DO | + OP, 


i=1 
= OP, 


Le centre de masse se déplace donc vers Le point P,, soit le point où se situe la masse 
ponctuelle variable qui tend vers l'infini. 


4 
68. La masse totale est M — Dm, = 50 + 40 + 90 + 70 = 250, de sorte quen vertu de la 
i=1 
+ 1, = 
définition du centre de masse, OQ = —Y m OP, doù 
i=1 


LS 
OG = —Ÿ mOP 
M i=1 


un 
LUI 
[a°4 
= 
SE 
< 
L 
() 


= Yso(50[1 1]+40[-5 3]+90[2 6]+70[-4 -3]) 
=[-1 2] 
Le centre de distribution devrait donc être situé en Q(-1, 2). 


69. Si ü et v sont des vecteurs non nuls, alors [4 - ÿ| ={[l|||[v|| si et seulement si 3 et Ÿ sont 
parallèles. 
PREUVE 
Les vecteurs ä et Ÿ étant non nuls, [[ä|| Z 0 et|[ÿ|| Z 0. De plus, 
B-v] =1||ä||IvlIcosel =|14/||fr|IIcose| 
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où 6 est le plus petit angle (0 < 8 < x) déterminé par ä et Y. Par conséquent, 
&-v|=|à|[v|| & cos] =1 & 8=00ou8 = 7, c'est-à-dire si et seulement 
si les vecteurs # et Ÿ sont parallèles. [=] 


70.a) M(Ya, 0) et N(Y%b,, bi). 
b) OD = OB + BD = OB + 4 BM 
o [X (a+h) b] 
d) [KX (a+h) Kb] 


e) Les points C et D coïncident puisque leurs rayons vecteurs sont identiques. 


f) Les médianes d’un triangle se coupent en un point (soit C ou D) situé aux deux tiers 
de la longueur de la médiane à partir du sommet. 


71. a) Pour exprimer le vecteur * = [1 4]comme une combinaison linéaire des 


vecteurs % = [2 -1|etv=[1 -2], il faut résoudre le système d’équations 

linéaires correspondant à l’équation vectorielle at + by = X, soit 

a[2 —-1]+0b[1 -2]=[1 4]. Il faut donc résoudre le système d’équations 
2a + b = 1 
—a — 2b = 4 

dont la solution est 4 = 2 et b = —3. Par conséquent, X = 24 — 3v, soit 

[1 4]=2[2 -1]-3[1 —2] 

b) ÿ5=-45- #,soit[O 6]=-4[1 -2]-[-4 2]. 


c) Il faut déterminer le nombre de solutions à l'équation vectorielle aü + bÿ = 0. Il faut 
donc résoudre le système d’équations 
2a + b = 0 


—a — 2b = 0 
qui comporte au moins une solution. Le déterminant A de la matrice des coefficients 
vaut 
2 1 
A = = —-3 40 


de sorte que le système d’équations n’admet qu'une seule solution soit a = 0 et 
b = 0:les vecteurs ä et ÿ sont linéairement indépendants. 
d) Il faut déterminer le nombre de solutions à l’équation vectorielle aä + bw = 0. 
Il faut donc résoudre le système d’équations 
2a — 4b = 0 


—a + 2b = 0 
qui comporte au moins une solution. Le déterminant A de la matrice des coefficients 
vaut 
2 —4 
A = = 0 
5 


de sorte que le système d’équations n’admet pas comme seule solution a = 0 et 
b = 0. En effet, 24 + w = 0: les vecteurs ä et w sont donc linéairement dépendants. 


72. a) Les vecteurs ä et Ÿ sont non nuls et ä - ÿ = 2(—6) + 3(4) = 0, de sorte que les 
vecteurs # et Ÿ sont perpendiculaires. 


b) r = st — 3V 
4a+6b_  2b—-3a_ 
ü + V 
26 


d) Les vecteurs # et Ÿ forment une base orthogonale, mais pas orthonormée de R2. 


e) É | : je LE £| 


) 
LL 
(eZ 
E 
= 
< 
AE 
OU 


c) S = 


2 2 2 2 


73. BA =[-2 -2], AC =[4 0]et BC =[2 -2]. Comme BA - BC = 0, l'angle ayant son 
sommet en B est un angle droit. Les points À, B et C forment donc un triangle rectangle. 
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On obtient la valeur de l'angle ayant son sommet en À à l'aide du produit scalaire des 
vecteurs AB et AC. En effet, 


AB-AC _ 8 _ V2 
IAA“ 892 2 


L'angle ayant son sommet en À vaut donc 45°; de même, l’angle ayant son sommet en C 
mesure 45°. Le triangle rectangle ABC est donc également isocèle. 


AB. AC = IAB|||AC]|cos A = cos A = 


74 a) a =6oua=—6. 
b) a=0 


75. Lexpression décrite en b n'a pas de sens parce que la somme de deux vecteurs est un vecteur, 
alors que 0 est un scalaire. Lexpression décrite en d n’a pas de sens parce que l'addition du 
vecteur 3 et du scalaire —2|[ÿ|| n'est pas définie. Les expressions décrites en f et en g n’ont 
pas de sens puisqu'aucune relation d'ordre nest définie sur les vecteurs: on ne peut établir 
la relation < ou > entre deux vecteurs ou entre un vecteur et un scalaire. L'expression 
décrite en i n'a pas de sens puisque le produit scalaire est une opération définie sur des 
vecteurs et dont le résultat est un scalaire. On ne peut donc pas effectuer l'opération 
(ä -v)-W, car ü - v est un scalaire et non un vecteur. 


76. a) Faux. d) Faux. g) Vrai. j) Faux. m) Faux. 
b) Faux. e) Vrai. h) Faux. k) Faux. 
c) Vrai. f) Faux. i) Vrai. D) Faux. 


77. a) Sixü + yv + zw = Ü, alors x[—1 2]+7y[2 —1]+z[4 4]=[0 0} de sorte que 
[-x+2y+42z 2x -y+4z]=[0 0]. 
Il faut donc résoudre le système d’équations linéaires 
—X + 2y + 4z = 0 
2x — y + 4z = 0 


Résolvons ce système d’équations par élimination gaussienne. 


ci ) =iS 1 
2 &E ba12l0| &s8 ss 


En vertu du théorème des rangs, le système d’équations admet une infinité 
de solutions, de sorte qu’il existe plus d’une combinaison linéaire des vecteurs 
ü =[-1 2],v=[2 —-1]etw =[4 4]donnant le vecteur nul. Par conséquent, 
ces vecteurs sont linéairement dépendants. 
b) Six + y5 = Ô, alors x[—1 2]+y[2 —-1]=[0 0], de sorte que 
[-x+2y 2x —-y]=[0 0]. 
Il faut donc résoudre le système d’équations linéaires 
—X + 2y = 0 


2x — y = 0 
Ce système admet évidemment au moins une solution, soit x = 0 et y = O. Il faut 
cependant s'assurer qu’il s’agit là de la seule solution possible. Or, le déterminant 
de la matrice des coefficients vaut —3. Comme le déterminant de la matrice des 
coefficients est différent de 0, le système admet une solution unique qui est 
forcément x = Oet y = 0. Par conséquent, les vecteurs 4 =[-1 2]ety =[2 -1] 
sont linéairement indépendants. 


un 
LUI 
[4 
= 
ce 
< 
== 
(es) 


c) Soits =[a b]un vecteur quelconque de R?. Il faut trouver des scalaires x et y tels 
que $ = xü + yv, soit tels que[a b]= x[-1 2]+ [2 —-1] La solution de cette 
équation vectorielle est la même que celle du système d’équations linéaires 

—X + 2y = 4 


2x — y = b 
Le déterminant A de la matrice des coefficients vaut 
—1 2 
= -3 
2 —1 


et est donc différent de 0, de sorte que le système d’équations linéaires admet une 
solution unique quelles que soient les valeurs des paramètres a et b. Par conséquent, 
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) 
LUI 
(ax 
= 
= 
< 
2 
OU 
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d) 


e) 


f) 


g) 


78. a) 


79. a) 
b) 
©) 


d) 


f) 


g) 


quel que soit le vecteur $ € R?, on peut l'écrire comme une combinaison linéaire 
des vecteurs ä =[—1 2]ety =[2 —1].Ces deux vecteurs forment donc un système 
générateur de R?. 
Comme les vecteurs à et ÿ sont linéairement indépendants et qu’ils forment un 
système générateur, ils forment une base de R°. 
Soit s =[a b]un vecteur quelconque de R?. II faut trouver des scalaires x et y tels 
que $ = xÿ + yf, soit tels que[a b]= x[2 —-1]+ y[-4 2]. La solution de cette 
équation vectorielle est la même que celle du système d’équations linéaires 

2x — 4y = a 


—x + 2y = b 
Résolvons ce système d’équations par élimination gaussienne. 
2 A4]|4a —1 2 bb] L&L, 
-1 21b 2 4184 


—1 2 b 

| 0 0 | L, = L, +2L, 
En vertu du théorème des rangs, si a + 2b Z 0, le système d’équations n’admet pas 
de solution. Ainsi, on ne peut écrire le vecteur $ = [0 1]comme une combinaison 
linéaire des vecteurs ÿ =[2 —1]etf =[-4 2], de sorte que ces vecteurs ne forment 
pas un système générateur de R?. 


Puisque les vecteurs Ÿ et f ne forment pas un système générateur, ils ne forment 
pas une base de R?. On aurait également pu vérifier que ces deux vecteurs ne sont 
pas linéairement indépendants. 
En vertu du théorème 5.7, il suffit de montrer que les vecteurs # et # sont linéairement 
indépendants. Si xä + yw = 0, alors 
x[-1 2]+7[4 4]=1[0 0] 

de sorte que[-x+4y 2x +4y|=[0 0]. II faut donc résoudre le système 
d’équations linéaires 

—Xx + 4y = 0 

2x + 4y = 0 
Ce système admet évidemment au moins une solution, soit x = 0 et y = O. Il faut 
cependant s'assurer qu’il s’agit là de la seule solution possible. Or, le déterminant 
de la matrice des coefficients vaut —12. Comme le déterminant de la matrice des 
coefficients est différent de 0, le système admet une solution unique, qui est forcément 
x =0et y = 0. Par conséquent, les vecteurs à =[-1 2]etw=[4 4]sontlinéai- 


rement indépendants. De plus, en vertu du théorème 5.7, les vecteurs ä et w forment 
une base de R?. 


10 b) -8 c) —17 d) 44 e) —20 
qi =[10 20] 
Le troisième jour, Sylvie a vendu 30 actions de l’entreprise B. 


Gi + qd +gq3 =[85 65]. Au cours des trois premiers jours, Sylvie a ajouté 85 actions 
de l’entreprise À et 65 actions de l’entreprise B à son portefeuille. 


& + +43 +4 + æ) = [16 20]. Au cours des cinq derniers jours, le nombre 


d'actions de l’entreprise À dans le portefeuille de Sylvie a augmenté en moyenne 
de 16 actions/jour, alors que l'augmentation moyenne du nombre d’actions de 
l’entreprise B a été de 20 actions/jour. 

pi =[5,21 3,32] 

Le coût d'acquisition d’une action de l’entreprise À la cinquième journée était 
de 5,26 $. 

Non. 
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80. 


81. 


82. 


h) 


n) 


a) 


b) 


c) 


a) 
a) 


d) 


e) 
f) 


8) 


h) 
i 


ÿ 
k) 


D 


1, ; à 
S@ + D + D: + Da + P:) =[5,13 3,47]. Au cours des cinq derniers jours, le coût 
moyen d’acquisition d’une action de l’entreprise À était de 5,13 $, et celui d’une 
action de l’entreprise B de 3,47 $. 


pi - 4 = 492,90. Le coût d'acquisition des actions que Sylvie a achetées le premier 
jour était de 492,90 $. 


Il faut calculer le produit scalaire: # - d = 47,10. Par conséquent, la valeur totale des 
dividendes à recevoir est de 47,10 $. 


[783,75 964,08] 


[—-41,25 28,08]. Les composantes de y; — v nous apprennent respectivement que 
la valeur des actions de l’entreprise À détenues par Sylvie a diminué de 41,25 $ au 
cours de ce mois alors que celle de l’entreprise B a augmenté de 28,08 $. 


(x - V5) -[1 1]= -13,17: Sylvie a subi une perte de capital de 13,17 $ au cours de 
ce mois. 


ü - Vo = —13,17. Cette réponse est la même que celle obtenue en ", soit la perte de 
capital encourue au cours de ce mois. 


—24V/5 
arccos = 100,3° 
—12V145 
ArCCOS — = 175,29 
145 
arccos = 74,9° 


ISII= 5, 
@; = arctg(—?/) + 360° = 323,1°, 6; = arctg(1) = 45°, 0; = arctg(—1) + 180° = 135°, 
®; = arctg(—3) + 360° = 288,4° et 0, = arctg(#) + 180° = 233,1° 

En vertu de la règle d’addition (méthode du triangle) des vecteurs, on peut choisir 
ä=s+f-[4 -3]+[2 2]=[6 —-1]. On pourrait également choisir 4 = $ -f 
ou encore à = f —S$. 

+35 =[11 —8]-3%+2#+1=[-1 —9]et55 +3 -2%=[28 -11] 
n-ÿ=-4,5.f =2,.3$ =-21et2%.(35 + 4f)= —42. 


FL 202, 1a1= V2, 112 VI et = 5. 


L’angle @, déterminé par les vecteurs # et ÿ mesure environ 153,4°, l’angle 6, 
déterminé par les vecteurs $ et f mesure environ 81,92. 


un 
LUI 
[4 
= 
= 
< 
L 
OU 


Puisque $ : w = 0, les vecteurs $ et w sont orthogonaux. 

Les points A(0, 3) et B(4, 0) appartiennent à la droite donnée et AB=[4 -3] 
De plus, AB : # = 0. Par conséquent, les vecteurs w et AB sont perpendiculaires. 
Le vecteur w est donc perpendiculaire à la droite. 


D =-9%—2$ 
Ÿ = AW +6,5É 
2k—25. Ak-—1 


4 
+ . _ . . . LA . _. ea es S 
d'écrire le vecteur $ comme une combinaison linéaire des vecteurs 4%, w etf. 


al 
Il 


w + kf où k e R. Il existe donc une infinité de façons 
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m) Trois vecteurs du plan sont nécessairement linéairement dépendants (voir l'exercice 


n) 


0) 


p) 


q) 


1) 


83. a) 


) 
LUI 
[a 
Les 
Cu 
< 
= 
OU 


récapitulatif 16). Si on pose & = 0 dans la combinaison linéaire obtenue en /, on 
obtient 
s=Yi-Ww = S+2%ü+%w=0 

Il existe donc une combinaison linéaire de $, de ä et de W égale au vecteur nul et 
telle qu'au moins l’un des coefficients est différent de 0. 
Comme les trois vecteurs $, # et # ne sont pas linéairement indépendants, ils ne 
peuvent former une base de R?, celle-ci étant, par définition, constituée de vecteurs 
linéairement indépendants. 
Il est impossible d'exprimer le vecteur ÿ comme une combinaison linéaire des 
vecteurs à et p. 
Les vecteurs # et p sont parallèles et sont donc linéairement dépendants. De plus, 
nous venons de montrer qu’ils ne forment pas un système générateur de R?2. 
Par conséquent, les vecteurs # et p ne forment pas une base de R2. 
F=xü+ys = [a b]=x[-1 1]+7y[4 —3].1Il faut donc résoudre le système 
d’équations linéaires 

—X + 4y = a 

x — 3y = b 


dont la solution est x = 3a + 4b et y = a + b. Par conséquent, tout vecteur de R? 
s'écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs ÿ et S. Les vecteurs 4 ets 
forment donc un système générateur de R2. 
Pour montrer que les vecteurs ä et $ sont linéairement indépendants, il faut montrer 
que la seule combinaison linéaire de ces vecteurs qui soit égale au vecteur nul est 
celle dont tous les coefficients valent 0. Or, 
O=xäâ+ys — [0 0]=x[-1 1]+7y[4 -3] 

Il faut donc résoudre le système d’équations linéaires 

—Xx + 4y = 0 

X — 3y = 0 

Puisque le déterminant de la matrice des coefficients vaut —1 Z 0, la solution unique 
de ce système est x = 0 et y = 0. Par conséquent, les vecteurs ä et S sont linéairement 
indépendants. 
Les vecteurs ä et $ forment une base de R?. 


> 
1 
à 


#5 = 0. Les vecteurs $ et W sont perpendiculaires. 


à - (a + bÿ) = allälf et 5 - (aë + bv) = b[F|f. 

Siä=[# u]etv=[, v,]sont deux vecteurs non nuls et orthogonaux de R?, 
alors # et Ÿ sont linéairement indépendants. 

PREUVE 


Soitä =[wm u]etv=[1 v,]deux vecteurs non nuls et orthogonaux. Alors, 
puisque äü Æ£0 — |[ä||# 0, 


aü+br=0 = ü-(añi+bv)=ü.0 — adjäff =0 = a=0 
De plus, puisque ÿ 4 0 — |[ÿ||# 0, 
añ+br=0 = v(añ+br)=5.0 = br} =0 = b=0 
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d) 


€) 
f) 


84. a) 
b) 


Par conséquent, ai + by Ô = a=0etb = 0. La seule combinaison linéaire des 
vecteurs % et ÿ donnant le vecteur nul est celle où les coefficients a et b sont nuls, de 
sorte que les vecteurs ä et ÿ sont linéairement indépendants. CI 


Comme les vecteurs % = [w u]etv =[" v; ]sont deux vecteurs linéairement 
indépendants de R?, on peut vérifier aisément qu’ils forment une base de R?. 
En effet, l'équation vectorielle xt + yÿ = 0 produit le système d’équations linéaires 
ux + y = 0 
UXx + v27 = 0 
qui n’admet qu'une seule solution puisque les vecteurs sont linéairement indépen- 


dants. Par conséquent, 
WU OV 
£ 0 


U V2 


2 


Soit w = [w, w, ] un vecteur de R?, alors l’équation vectorielle # = xi + yv 
produit le système d’équations linéaires 
XX + MY = W 


UX + MY = W 


qui admet une solution puisque le déterminant de la matrice des coefficients est 
non nul. Par conséquent, les vecteurs linéairement indépendants # et ÿ forment 

un système générateur et une base de R?2. Il existe donc des constantes a, et a, telles 
que W = aü + dÿ. 


M ñ-W = ü(aû + @ÿ) 
12 
= &|l]|] 
Or, |[ä[| # 0, de sorte que & = GE De manière similaire, 4, = TETE 
ü Ÿ 
#1 à 
4° le 
ei “| 
A 
ee w La |v 
Wa 
Wÿ 
ü 
=: | Wu W:V_ > : 

On à donc W3 + W5 = ui + = a + 42V LN 
11] IF] LUI 
ü -v = 0, de sorte que # =[1 —1]et ÿ =[-1 —1]sont orthogonaux. Le 
ü-Ww vw 6 D ©. 

4 let æ 0 3, de sorte que W = ü — 3v. 
Ill] III < 
= 
OU 


él= V2 et|w||= 2. 
Montrons d’abord que les vecteurs #4 =[1 1]etv =[-1 1] sont linéairement 
indépendants. Si xä + yv = 0, alors 

x[1 1]+y[-1 1]=[0 0] 
de sorte que[x—y x+y]=[0 0]. Cette équation vectorielle est équivalente au 
système d'équations linéaires 


x — y = 0 
x + y = 0 
Ce système admet évidemment au moins une solution, soit x = 0 et y = O. Il faut 


cependant s'assurer qu’il s’agit là de la seule solution possible. Or, le déterminant de 
la matrice des coefficients vaut 2 Z 0. Le système admet une solution unique qui est 
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forcément x = 0 et y = 0. Par conséquent, les vecteurs ä et v sont linéairement 
indépendants. De plus, en vertu du théorème 5.7, les vecteurs et Ÿ forment une 
base de R2. Enfin, ä - ÿ = 0, de sorte que les vecteurs ä et ÿ sont orthogonaux. 
Par conséquent, B’{ü, ÿ} est une base orthogonale de R2. 


> r-[17] 


g) Ona # = 3% + 2ÿ, de sorte que 3% + 25 — w = 0. Il existe donc une combinaison 
linéaire des vecteurs ä, Ÿ et w donnant le vecteur nul autre que celle où tous les 
coefficients sont nuls. Par conséquent, les vecteurs 4, ÿ et w sont linéairement 
dépendants et ne forment donc pas une base de R?. 


85. a) |ä]|= V5 et|[v||= 5. 
b) Montrons d’abord que les vecteurs % =[2 1]etv =[-1 2]sontlinéairement 
indépendants. Si xt + yv = 0, alors 
x[2 1]+7[-1 2]=[0 0] 

de sorte que[2x- y x+2y]=[0 0]. Cette équation vectorielle est équivalente au 
système d’équations linéaires 

2x — y = 0 

x + 2y = 0 

Ce système admet évidemment au moins une solution, soit x = 0 et y = 0. Il faut 


cependant s'assurer qu’il s’agit là de la seule solution possible. Or, le déterminant 
de la matrice des coefficients vaut 5 0. Le système admet une solution unique qui 


cn est forcément x = 0 et y = 0. Par conséquent, les vecteurs ä et Ÿ sont linéairement 
[a 4 indépendants. De plus, en vertu du théorème 5.7, les vecteurs % et Ÿ forment une 
= base de R2. Enfin, # : ÿ = 0, de sorte que les vecteurs ÿ et ÿ sont orthogonaux. 
+ Par conséquent, B’{ü, ÿ} est une base orthogonale de R?. 
LL c) Les vecteurs ä et ÿ ne forment pas une base orthonormée de R? parce que 
OU Iä||= 5 #1. 
2 —1 
à P=[? | 
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g) y 
(-1 2) 
(2, 1) 
v ü 
= x 
w 
— 
(-1, -3) 
h) Ona w = —-ÿ — ÿ, de sorte que ä + ÿ + w = 0. Il existe donc une combinaison 


linéaire des vecteurs #, ÿ et w donnant le vecteur nul autre que celle où tous les 
coefficients sont nuls. Par conséquent, les vecteurs %, v et w sont linéairement 
dépendants et ne forment donc pas une base de R2. 


86. a) ||ä]|= cos? œ + sin? @ = 1 et|[ÿ|| = /cos? B + sin? B = 1. 


c) B — & représente l'angle déterminé par les vecteurs à et v. 

= cos@cos BP + sinœsin fB 

=|[ä|[|[#[lcos(8 — œ) = ()()cos(B — &) = cos(B — &). En posant 
une égalité entre cette expression de # - y et celle qu’on a obtenue en d, 
cos(B — @) = cosacosB + sincsinB. 


+ AH 


y 


(e) 

Se 

Er à 
SU ©} 


un 
LL 
[4 
E 
SE 
< 
L 
OU 


a (a, 0) 


Le produit est la projection orthogonale du vecteur # sur l’axe des abscisses. 
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CA 


Le produit est la projection orthogonale du vecteur % sur l’axe des ordonnées. 


©) F1 0][a _ [—-a 
0 1b]) Lb 
La représentation graphique de ce produit et du vecteur ä dans un même plan 


cartésien indique clairement que le produit matriciel constitue une réflexion du 
vecteur # par rapport à l’axe des ordonnées. 


#YŸ 


d) L A 
0 -I 

e) ls | 
1 0 


f) Ils’agit d’une élongation du vecteur # par un facteur 2. La longueur du vecteur est 
doublée, mais sa direction reste inchangée. 


© Loal]-lel 


Il s’agit d’une élongation du vecteur % par un facteur [k|. La longueur du vecteur est 
multipliée par un facteur |k|. Sa direction reste inchangée si le scalaire k est positif 
et elle est inversée si k est négatif. 


un 
LUI 
[a 4 
ÉÆ 
à 
< 
2 
OU 


h) On exprime les composantes du vecteur # en fonction de la norme et de la direction 


du vecteur ü: 
cos® —sin® | a 
sing cos F 


acos® — bsing 
asin@® + bcoso 


w 


Il 


Il 


[#|lcos8cosp —|lä||sinO sing 
|lä||cos8 sing +|[[ä]|sin8cosp 


l las + d] 
al 


fäl|sin(8 + o) 
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Par conséquent, le vecteur w a la même longueur que le vecteur %, et sa direction est 


de 0 + @, de sorte qu'on applique une rotation d’un angle @ au vecteur à = h 


cos® —sinp 
Si A(o) = | ie cod | alors cette matrice est inversible puisque 
det[ A(@)] = cos? @ + sin?@ 
= 1 
£ 0 


De plus, en vertu d’identités trigonométriques, 


cos(—p) —sin(-p) 
os Fe ee) 


cos®  sin® 
7 | -sing cosp 


cosp —sing || cosp sinp 
A(p)A(-p) = pa hu | 


Loi] 


de sorte que [A(p)] * = A(-p). Si on veut inverser une rotation d’un angle @, il faut 
effectuer une rotation d’un angle -@. 


Enfin, 


c) y 
CHAPITRE 6 . 
A 
x 
b) ya d) Les droites A, et À, sont parallèles 


et distinctes lorsque le système formé 
des équations de ces deux droîtes 
n’admet aucune solution; À, et À; 

A; A sont confondues lorsque ce système 
d’équations admet une infinité de 


E solutions; À, et À, sont concourantes 
lorsque ce système d'équations admet 
une solution unique. 

2.a) A:y=2x+1 co) A y=-Wx-1 e) A:x=2 
b) A:y=-x+3 d) A x=5 f) Ay=l 


3.a) OnaS= A(1 + it) = (Ai)t + À, soit l'équation d’une droite qui exprime S en 
fonction de f, de sorte que À représente l’ordonnée à l’origine. 
b) Le taux de croissance correspond à la pente de la droite, soit Ai. 


c) C'est la pente de la droite. 


4 V=2A-—10 


5. a) . mg/an 
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b) Le taux de croissance correspond à la pente de la droite. 
c) 20,8 mg 
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6. a) Une droite. c) La pente de la droite. 
b) —0,25 d) D =-0,25x +12,5 


7. a) Une droite. 
b) L'ordonnée à l’origine. 


c) La pente de la droite. 


1 
d) OnaT = mA +b.Or, m= ns le signe négatif indiquant que la température 


À 
diminue, de sorte que T = Se + b. De plus, T (450) = 12, de sorte que 


450 A 
Sr + b = 12, d’où b = 15. Par conséquent, T = RS +15 et T(0) = 15: la tempé- 


rature au sol est de 15 °C. 
8. R = 150x + 600 
9.a) D = 0,45x +175 b) D(300) = 310$ 


10.a) Tr =75 et Ty = 0,2x + 50 
b) T7 >T & 0,2x+50>75 & x > 125 km 


11.a) Ra = 0,1x +15 et Rp = 0,25x +12 


b) Rémunération en fonction du nombre 
de pièces produites 
30 B 
2 
£ | 
8 
5 
5 10 
S 
C2 
0 
0 20 40 60 


Nombre de pièces 
c) x > 20 pièces/h 
d) À l’abscisse du point d’intersection des droites R; et Rp. 


12. a) R = 10000x + 50000 
b) D = 8000x + 150 000 


c) Dépenses ($) et revenu ($) 
selon le nombre de représentations 


1250 000 $ 


1 000 000 $ 


750 000 $ 


500 000 $ 


250 000 $ 


0 + + + 4 
0 25 50 75 100 


Nombre de représentations 


d) P=R-D = 2000x — 100000 


Ne) 
LL 
22 
Lo 
Re 
< 
2 
OU 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


e) 


a) 


a) 


a) 


a) 


L’abscisse du point d’intersection des deux droites est égale au nombre de 
représentations de la pièce que la troupe doit donner pour que le revenu soit égal 
aux dépenses, c’est-à-dire pour que le profit soit nul: c’est le seuil de rentabilité. 
Six = 25, alors P = 2000x — 100 000 = 2 000(25) — 100 000 = —50 000. Si la troupe 
ne donne que 25 représentations, elle subit une perte de 50 000 $. 


50 
C = 10x + 3000 c) P = 20x — 3000 
R = 30x d) 150 

m = —8 000 


L'ordonnée à l’origine. 

Il s’agit du taux annuel de dépréciation : la valeur de l’équipement diminue à raison 
de 8 000 $/an. 

V = 100 000 — 8 000f 

60 000 $ 


12,5 années. 


O<i<n 
L'ordonnée à l’origine. 
(n, À) 
R-C 
m = 
n 
ec 


n 
M = 200 + 200f 


Il s’agit à la fois de l’ordonnée à l’origine et de la pente. 
5 % 


C(x) = 2500 + 10x 


4 500 $ 

R(x) = 20x 

6 000 $ 

P(x) = 10x — 2500 

P(100) = —1500 $. Les revenus tirés de la vente de 100 unités ne sont pas suffisants 


pour couvrir les coûts de production de ces unités: plutôt que de réaliser un profit, 
lPentreprise encourt une perte de 1 500 $ sur la vente de 100 unités. 


3500$ 
x 2 250 
250 


La valeur des coûts fixes de production est de C(0) = 200 000$. 
Il s’agit de la valeur de la perte réalisée lorsqu'on vend x, unités du bien. 
Il s’agit de la valeur du profit réalisé lorsqu'on vend x, unités du bien. 


Il s’agit du seuil de rentabilité, soit le nombre d’unités qu’il faut produire pour 
obtenir un profit nul. Au-delà de ce seuil, on réalise un profit; en deçà de celui-ci, 
on encourt une perte. 


8 000 


C(0) = 6000 $. L'entreprise doit débourser 6 000 $ avant de produire ne serait-ce 
qu'une seule unité du bien. Le coût fixe de la production du bien est donc de 6 000 $ 
C(50) = 8250 $. Le coût total de la production de 150 unités est de 8 250 $. 

C(t +1) — C(t) = 6000 + 15(# + 1) — (6000 + 15f) = 15$. 

Il s’agit du coût marginal de production du bien, soit ce qu’il en coûte pour produire 


une unité additionnelle. Il s’agit également de la pente de la droite représentant la 
fonction coût. 
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Ne) 
LL 
22 
La 
El 
< 
JL 
OU 
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20. a) 


21. a) 


22. a) 


f) 


8) 
23. a) 
b) 
©) 


Il s’agit du revenu tiré de la vente d’une unité du bien produit, soit le revenu unitaire 
ou le revenu par unité vendue. 

R(150) = 6750 $. Le revenu tiré de la vente de 150 unités est de 6 750 $. 

P(x) = 30x — 6000 

P(150) = —1500 $. Les revenus tirés de la vente de 150 unités ne sont pas suffisants 
pour couvrir les coûts de production de ces unités: plutôt que de réaliser un profit, 
l’entreprise encourt une perte de 1 500 $ sur la vente de 150 unités. 


P(300) = 3000 $ 
P(x)>0 — 30x-6000>0 — x > 200 


200 
20 000 R(x) 
15 000 
C(x) 
10 000 
5 000 
0 
0 200 400 600 800 


L’abscisse du point d’intersection est le seuil de rentabilité, et son ordonnée donne le 
revenu tiré de la vente lorsque le revenu est égal au coût de production. 


a = —1000 et b = 20. 
50 


C(0) représente ce qu’il en coûte pour ne produire aucune unité: il s’agit du coût fixe 
de production. 


Le coût marginal, soit le taux de variation du coût exprimé en $/unité ou le coût de 
production de chaque unité additionnelle. 

a = 2000 et b = 40. 

L'ordonnée à l’origine. 

La pente. 

Cj (x) = 300 + 0,05x 

Ci (x) = 200 + 0,25x 

Le point d’intersection des deux droites a pour abscisse la distance à parcourir pour 


laquelle le coût de location (en ordonnée) est le même pour les deux agences de 
location. 


500 
400 
300 
200 


100 


0 


0 500 1 000 1 500 
C; (400) = 320$ et C; (400) = 300 $, de sorte qu’il est plus avantageux de faire affaire 
avec Locauto. 
Il faudrait prévoir de parcourir 500 km pour un coût de location de 325 $. 
L’ordonnée à l’origine. 
La pente. 
O, (x) = 600 + 0,05x 
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d) O,(x) = 800 + 0,04x 


e) 3000 
O (x) 
O;, (x) 
2 000 
1 000 Ù 
0 } 4 j 
0 10 000 20 000 30 000 40 000 50 000 


Le point d’intersection des deux droites a pour abscisse la valeur des ventes pour 
laquelle le salaire (en ordonnée) est le même pour les deux modalités de rémunéra- 
tion. Si O, (x) = O,(x), alors 

600 + 0,05x = 800 + 0,04x 

0,01x = 200 

x = 20 000 
Par conséquent, si la valeur des ventes est de 20 000 $, le représentant recevra la 


même rémunération de 1 600 $ peu importe la modalité salariale retenue. 


f) Ona 
O, (10 000) = 600 + 0,05(10 000) = 1100$ 


et 
O; (10 000) = 800 + 0,04(10 000) = 1 200 $ 


de sorte que la deuxième offre salariale est plus avantageuse. On peut constater ce 
résultat dans le graphique : au-dessus de l’abscisse valant 10 000 $, la droite décrite 
par O, (x) est au-dessus de celle décrite par O, (x). 


.a) Lordonnée à l’origine. 
b) La pente. 

c) Cg(x) = 80000 + 0,5x 
d) Cp(x) = 90 000 + 0,4x 


€) 200 000 
CE(x) 

150 000 Cp(x) 
DRE RENE 
100 000 
50 000 

0 } 4 A j 
0 50000 100000 150000 200000 250 000 


f) Le camion consommant du diesel. 
g) 100 000 km 


.a) qg =10et p = 80. 

b) Si p = 56, qa = 16 > 6 = q, et la quantité demandée est supérieure de 10 unités à la 
quantité offerte. 

c) 150 
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d) 


26. a) 
b) 


c) 


d) 
27. a) 
b) 
©) 


28. a) 
b) 
c) 


29. a) 
b) 


L'ordonnée à l’origine de la droite D(q) est 120, de sorte que la hauteur du triangle 
rectangle délimitant Sc mesure 40 (soit 120 — 80). Par conséquent, 


10 x 40 10 x 60 
Re — = 300. 


= 200. De manière similaire, Sp = 


a=20etp=10. 
Sip =5,q4 = 30 > 7,5 = q, et la quantité demandée est supérieure de 22,5 unités à 
la quantité offerte. 


30 


Sc = 100 et Sp = 80. 

q=4 

a = 6 et b = —-0,25, de sorte que D(q) = 6 — 0,25q. 

Si p = 5,5, alors la quantité demandée q,; est: 
5,5=6-—0,25q% — a =2 

De façon similaire, on obtient la quantité offerte q,: 


5,5 = 3+ À + 4,25 


Par conséquent, 4, > q;, de sorte que la quantité offerte est supérieure à la quantité 


demandée. 
qa=6 
a=10etb=l. 


Si p = 12, alors la quantité demandée g, est: 
12=22—qy — qy=10 

De façon similaire, on obtient la quantité offerte q,: 
12=10+4 = 4=2 


Par conséquent, g; > 4 de sorte que la quantité demandée est supérieure à la 
quantité offerte. 


C = —20000P + 120 000 
6 000 kg 


30. L'angle d’inclinaison d’une droite est donné par 0 = arctgm ou 0 = arctgm + 180° selon 
que m est positif ou négatif. 


a) 
b) 
©) 
d) 
e) 
f) 


31. a) 


Ne) 
LL 
22 
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ES 
< 
Æ 
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b) 
c) 


6 = arctg(2) = 63,4° 

6 = arctg(—1) + 180° = 135° 

0 = arctg(— 1!) + 180° = 153,4° 

Comme il s’agit d’une droite verticale, l'angle d’inclinaison est de 90°. 
Comme il s’agit d’une droite verticale, l’angle d’inclinaison est de 90°. 
Comme il s’agit d’une droite horizontale, l’angle d’inclinaison est de 0°. 


La pente d’une droite indique la variation (augmentation ou diminution) de 
l’ordonnée lorsque l’abscisse augmente de 1 unité. Pour l’équation y = 0,15x, 
l’ordonnée augmente de 0,15 unité chaque fois que l’abscisse augmente de 1 unité. 
Par conséquent, l’ordonnée augmente de 15 m lorsque l’abscisse augmente de 

100 m: la déclivité de la route est de 15 %. 

y = 0,1x + k où k est un nombre réel quelconque. 


8 = arctg(0,1) = 5,7° 
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32. a) ya 


ni bé 
| + == 
0 sl 2 3 4 5 x 


b) L’équation de la droite de régression est f(x) = 4 — 2x. 


d) La longueur du segment joignant les points (x, y) et (x, f(x2)) est de 1 unité. 


vi 


e) 2 
33. a) _ b) 2 ©) -3 d) ed) -% 
M M 
34. t = ———— 
89 1 + mm 
PREUVE 
tg6, + tgp 
6 = +p — tg0, = tg(8 +p) = ————— 
2 1+® 802 g(@ ++) 1 tg6 tgp 


— tg6(1-t86, t80) = t8 + t8p 
= tg6 — tg@ = tp + tg0i tg6, tgp = tgp(1 + tg6:tg6) 
tg0, — tg@, M — M 
1+ tg0, tg0, 1+ MM) [=] 
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1 
Sim = —-——, alors tg@ n’est pas défini, d’où @ = 90°. Par conséquent, les deux droites 
m 


2 


sont perpendiculaires. 


35. a) 
b) 
©) 
d) 


36. a) 


b) 


37. a) 
b) 


38. a) 


b) 


d) 


Ne) 
LL 
22 
Lee 
a 
< 
LE 
OU 


A: y—3=3(x+1) 

A: x=2 

A y+2=-V3(x +1 

A: y—1=A4(x-1) 

1x M 1 x y 

1 X2 ÿ2l=[0 xx V2] LL -L 


1 x y 0 x—-x y—-y| L —L -L 


= (x2 x)» y) (x x )(2 h) 
1 x }i 


1x Yl=0 = (x -x)(y-n)-(x-x)y2 - 1) =0 
1 x y 


Par conséquent, 


De Sn 


X—X) X)—-X 


(2 x)(y ni) = (x x)(2 »1) Le 


Cette dernière équation (qui donne deux points distincts) décrit la droite qui passe 
par les points A(x;, .) et B(x>, y2). 

Si k = 2, on a le point A(4, 11); si k = 6, on a le point B(8, 27). 

Il s’agit du segment de droite compris entre les points A(4, 11) et B(8, 27). 

Vecteur directeur: d = AB=[-3 —6] 

Équation vectorielle: A:[x y]=[2 5]+k[-3 -6JoùkeR 


: . ne x=2-3k 
Équations paramétriques: A: he D. keR 
x—2 y—5 


Équation symétrique: A: ee 


Vecteur directeur: d = AB=[2 -2] 


Équation vectorielle: A:[x y]=[3 0]+k[2 -2JoùkeR 


- = 3+2k 
Équations paramétriques: A: F DE oùkeR 
= : sis ke y 

Équation symétrique: A: De 0 


Vecteur directeur: d = AB=[-8 4] 
Équation vectorielle: A:[x y]=[4 -3]+k[-8 4]JoùkeR 


É ti tri _. x=4—8k keR 
quations paramétriques: A: ÿ= AR oùke 

' —4 +3 

Équation symétrique: A: — : eu 


Vecteur directeur: d = AB=[0 -2] 
Équation vectorielle: A:[x y]=[5 3]+4k[0 -2JoùkekR 


à - —. Xx=5 | 
Équations paramétriques: A: Lu 328 Ù keR 


Équation symétrique: non définie 
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f) 


39. a) 


d) 


40. à) 


b) 


c) 


Vecteur directeur: d = AB=[0 3] 
Équation vectorielle: A:[x y]=[2 1]+4[0 3JoùkeR 


; x = 
Équations paramétriques: A: oùkeR 


= 2 
y=1+3k 
Équation symétrique: non définie 
Vecteur directeur: d = AB=[3 0] 
Équation vectorielle: A:[x y]=[2 1]+4[3 OJoùkeR 


: = 2+3k 
Équations paramétriques: A: es oùkeR 


Équation symétrique: non définie 


A:fx y]=[0 4]+k[3 -5]JoùkeR. 


V2 V2 
A:fx y]=[6 1]+k oùkeR. 
2 2 
Soit (0, b) le point d’intersection de la droite avec l’axe des ordonnées. Comme l'aire 
Ab 
du triangle délimité par la droite et les axes vaut 20, alors … = 20. (On utilise la 


valeur absolue parce que b peut être positif ou négatif.) Par conséquent, b = 10 ou 
b = —10. Il existe donc deux solutions. La droite A; qui passe par les points (0, 10) 
et (4, 0) a pour vecteur directeur dj =[4 —10]. Son équation vectorielle est donc 


Ai:fx y]=[4 0]+k[4 -10]Joùk eR 
La droite A; qui passe par les points (0, —10) et (4, 0) a pour vecteur directeur 
d; =[4 10]. Son équation vectorielle est donc 

As:[x y]=[4 0]+k[4 10]Joùk eR 
Si (0, b) est le point d’intersection de la droite avec l’axe des ordonnées, alors le 
point (2b, 0) appartient à la droite. Comme l'aire du triangle délimité par la droite 

2 

et les axes vaut 25, alors 2 25. Par conséquent, b = 5 ou b = —5. Il existe donc 
deux solutions. 


La droite A, qui passe par les points (0, 5) et (10, 0) a pour vecteur directeur 
d; =[10 -5]. Son équation vectorielle est donc 


A:fx y]=[0 5]+K[10 -5Joùk eR 
La droite A, qui passe par les points (0, —5) et (-10, 0) a pour vecteur directeur 
d, =[-10 5]. Son équation vectorielle est donc 
A:[x y]=[0 -5]+k[-10 5Joùk eR 


3 1 
vÿ =[0,5cos30° 0,5sin30°] = ES 2: 


IPX]|| = (vitesse)(temps) = (0,5 m/s)(f) = 0,5f m, et sa direction est de 30°. 
Par ailleurs, 


|| : lé||11| = 0,5f m, et la direction de ce vecteur est aussi de 30°. 


CHAPITRE 6 


Par conséquent, comme PX et fÿ sont des vecteurs ayant la même grandeur et la 


même direction, PX = ft. 
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3 1 
d) x Hoi, 2+—t. 
4 4 


e) Il s’agit des équations paramétriques d’une droite. 


f) (3,3) 


g) La distance entre les points P et X est 3 = 0) +(3-—2) = 2 m, ce qui corres- 
pond à la distance parcourue par l’objet. 


Al. a) Équation vectorielle: A:[x y]=[1 2]+4[4 2]JoùkeR 
Équations paramétriques: A: Es E oùkeR 


>, — 1 — 2 
Equation symétrique: A:  — 
4 2 
Équation cartésienne: A: -2x + 4y = 6 
b) Équation vectorielle: A:[x y]=[-1 1]+4[3 OJoùkeR 


: = —-1+3k 
Équations paramétriques: A: L =] oùkeR 


Équation symétrique: non définie 
Équation cartésienne: A: 3y = 3 ou, ce qui est équivalent, y = 1 


c) Équation vectorielle: A:[x y]=[2 4]+k[3 2JoùkeR 


É ti tri 7. x =2+3k “kER 
quations paramétriques: A: re oùke 

É — 2 — 4 

Equation symétrique: A: u _ en 


Équation cartésienne: A: —-2x + 3y = 8 
d) Équation vectorielle: A: [x y]=[2 3]+k[1 1JoùkeR 
à =2+k 
Équations paramétriques: A: É SE oùkeR 
Équation symétrique: A: x — 2 = y —3 
Équation cartésienne: A: —x + y =1 
d ” 
e) Puisque m = = 3, on peut choisir d = [1 3]comme vecteur directeur de la droite. 


1 


Équation vectorielle: A:[x y]=[0 4]+k[1 3]oùkeR 


; | - x=k . 
Équations paramétriques: A: Es Sn aE OÙ keR 
y — 4 


Équation symétrique: A: x = a 
Équation cartésienne: A: —3x + y = 4 


42. Le point PI Pis P) appartient à la droite À dont d = [4 d,]est un vecteur directeur. 
Le vecteur # =[-d, d, ]est donc normal à la droite. 


Équation symétrique: A: où d Æ0etd, 0 


di d 


O Équation vectorielle: A:[x y]=[n p]+k[d dloùkekR 
LLI 

22  - . x=pitkd, 

É= Équations paramétriques: A: oùkeR 

= Y = Pa + kd, 

Q. 

< XP _ YTP 

L 

®) 


Équation cartésienne: A: —d,x + dy = —pid; + pd, 
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45. 


46. 
47. 


48. 


49. 


2 
"453 


7 
” je 

3 2 6 
de 6 Je 
a) p=-7% b) p=1 d p=-7 d) p=}# 
Les droites A, : ax — by = c; et À,: bx + ay = c; sont perpendiculaires. 
PREUVE 


Il faut vérifier que % = [a —b| un vecteur normal à A;,et nr; =[b a] un vecteur 
normal à A), sont perpendiculaires. On a ñ; -n> = ab +(-b)a = 0. Par conséquent, 
ces vecteurs sont perpendiculaires et les droites A, et À; le sont également. 


a) 


5 


[3 4]=[1 1]+k[2 —-1] = 3=1+2ket4=1-k.Onen déduitquek=1et 


k = —3, ce qui est une contradiction. Par conséquent, le point Q(3, 4) n'appartient 


pas à la droite A. 

P(1,1) 

d=[2 -1] 

R(-1, 2) 

Un vecteur directeur de la droite. 
ñ=[1 2| 


QR=[-4 2], de sorte que||QR;|| = ÉSER 


5 

IlQR;|| représente la distance du point Q à la droite A. 

Comme 3(—1) + 4 = 1 # 6, le point Q(-1, 4) n'appartient pas à la droite A. 
ñ=[3 1] 

P(0, 6) 

Il s’agit de l’ordonnée à l’origine. 

R(2, 0) 

0 


Le vecteur PR est un vecteur directeur de la droite À, de sorte que le vecteur 
normal # est perpendiculaire à PR, d'où PR :-ñ = 0. 

— — V10 

QP =[1 2], de sorte que||QP;|| sn 


IlQP;|| représente la distance du point Q à la droite A. 
IAPal| = 0 


est nulle, le point À appartient à cette droite. 


Comme |AP;|| représente la distance du point À à la droite À, et que cette distance 


D 
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51. à) 


52. a) 


e) 


53. a) 


b) 


c) 


Ne) 
LL 
22 
Lee 
ce 
< 
LE 
OU 


A:2x-y=6 

Comme 2(-1) — 4 = -6 4 6, le point Q(-1, 4) n'appartient pas à la droite A. 
P(1, -4) 

R(5, 4) 

Le vecteur PR = [4 8]est un vecteur directeur de la droite A. 

ñ=[2 -1] 

Il@P;ll= 112% -2%411- S unités = 5,4 unités. 


lag +b-c [2-D+(-D(4-6 12 125 


Distance(Q, A unités. 
ea Va? + bp? +10) V5 
16/13 
5 = 4,4 unités. 


A2: —2x +3y = 12 
A7 43) 
Le point À est le point de la droite À, le plus proche du point P. 


Le point À d’une droite A, le plus proche d’un point P donné et extérieur à la droite 
est le point d’intersection de la droite A, et de la droite À, perpendiculaire à A; et 
qui passe par le point L. 


35 
5 


= 1,3 unité. 


3 unités. 


0 unité: le point Q appartient à la droite. 


V2 

7. & 0,7 unité. 
3V10 

75. Æ 1,9 unité. 


Le vecteur d = [-1 3]est un vecteur directeur de la droite A et le vecteur ä =[3 1] 
est un vecteur normal à cette droite. De plus, le point P(1, 2) appartient à la droite A. 
L’équation cartésienne de la droite A est A: 3x + y = 5. L’équation cartésienne de 

la droite A; qui passe par le point Q(1, 6) et qui est perpendiculaire à la droite A 

est A;: —x + 3y = 17. On obtient le point d’intersection de ces deux droites en 
résolvant le système formé des équations de ces deux droites: x = —W et y = 284. 
Par conséquent, le point R de la droite A qui est le plus proche du point Q(1, 6) 

est R(-K, 28). 

Le vecteur d = [2 5]est un vecteur directeur de la droite A et le vecteur 

ñ=[5 -2]est un vecteur normal à cette droite. De plus, le point P(4, -1) 
appartient à cette droite. On a OR = OQ + QP;. Or, QP = [5 OJet 


[5 OJ-[5 —2] 

a — | |] 
ILS -21F 

= [2% Yo] 


QP; = 


de sorte que 
OR = OQ + QP; 
=[-1 114022 -9%] 
=[%s -7%4] 
Par conséquent, le point R de la droite A qui est le plus proche du point Q(-1, -1) 
est R(9%%5, -7% 0). 


Le vecteur d = [1 4] est un vecteur directeur de la droite A et le point P(0, 3) 
appartient à cette droite. On a OR = OP + PG;. Or, PQ =[1 -5]et 
LE SU] 


PQ; = —————1|1 4] 
fn 4 


= [1% —7%;] 
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de sorte que D 
OR = OP + PQ; 
=[0 3]+[-%; -%%] 
Fr [1% —2%;] 
de  ., le point R de la droite À qui est le plus proche du point Q(1, —2) est 
R(-IY,, 2). 


54. a) Le point R de la droite A le plus proche du point Q est R(—2/, —-£), et la distance du 
point Q à la droite A est de (5% = 2,5 unités. 
b) Le point R de la droite A le plus proche du point Q est R(%%;, %:), et la distance du 
11413 
point Q à la droite est de 13 = 3,1 unités. 
c) Le point R de la droite A le plus proche du point Q est R(-3, 0), et la distance du 
point Q à la droite est de 202 = 2,8 unités. 
d) Le point R de la droite A le plus proche du point Q est R(%,, 4), et la distance du 
3410 
point Q à la droite est de v10 æ 0,9 unité. 
e) Le point R de la droite A le plus proche du point Q est R(1%, I), et la distance du 
1145 
point Q à la droite est de # = 4,9 unités. 
30-13 
55. 13 = 8,3 unités. 
13 
56. a) L’équation cartésienne de la droite est 2x + y = 100, de sorte que la distance de 
cette droite à l’origine est de En 2045 = 44,72 m 
: V2+12 5 FU 
b) A(40, 20) 
245 5 
co | —— — 
5 5 
57. à) 
: E: PR - 
À Aïx+y=4 À, 
b) La distance de la droite À, à l’origine est égale à __ 242. L’équation 
PORT rer OS 
: X Y ; | 
normale de la droite À, est donc À,: = + —— = 242 + 2 puisque cette droite 
2 2 2 2 P q 
est située à 2 unités de plus de l’origine que A, et qu’elle est parallèle à A;. Ainsi, 
l'équation cartésienne de la droite A, est A,: x + y = 4 +242. On montre de façon 
similaire que l’équation cartésienne de A; est A: x + y = 4 — 242 puisque cette 
droite est située à 2 unités de moins de l’origine que A. 
58. a) Onad, =[3 4]etd, =[4 3]. Par conséquent, 
1 — 1 — 
m4 + nd =lZ4 7%] 
A A 


Ce vecteur est parallèle au vecteur d; =[1 1], qui est également un vecteur directeur 
de la droite A; Le vecteur n3 = [—1 1]est normal à cette droite. On obtient le point 
d’intersection des droites A, et À; en résolvant le système formé des équations 
représentant ces droites. La solution est A(1, 1). L'équation cartésienne de la droite 
A3 est donc A3: —x + y = 0. 
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b) Si Q(æ, q) est un point de la droite A3, alors -q +q = 0 — q = @.Par 
conséquent, tous les points de la droite À; sont de la forme Q(a; q). La distance 
du point Q à la droite A, est égale à 


lag + bg —c| 49-341 
Va? + b? 5 
_l4=1l 

5 

et la distance du point Q à la droite A, est égale à 
lag + bg —d _|59-49-(1) 

Va? + b? 5 
_EGaz=1) 

5 

_la-1l 

5 


Donc, la distance de tout point de la droite À, à la droite A, est identique à la 
distance de ce point à la droite A;. 


c) arccos#/,; = 16,26° 


52 


e) La droite A, est donc la bissectrice de cet angle. 


d) arccos = 8,13° 


59. a) Les droites À, et À, sont données sous la forme normale. 


b) Les droites A, et À, sont parallèles parce qu’elles ont un vecteur normal unitaire 
commun, soit 


_ a b 
= —— ————— 
E +b2 Va? +b? | 
c) La distance entre les droites 
a b a b 
è X + = h et À, : x + 
D Var +p2 enr ; ? Ja +b ie 
est égale à |, — h;]. 
PREUVE 


La distance entre deux droites parallèles est égale à la distance d’un point de la 
première droite à la deuxième droite. Si Q(4 D) est un point de la droite A;, 
alors il vérifie l’équation 


hr 


a . b 
Va? + bp? É Va? + pb? + 


La distance du point Q(q, ) à la droite A, est donc égale à 


h 


a b a b 
+ h + h 
rene re 
2 2 
| a FA b 1 
a2 +b2  a2 + b? 
: a b h 
rer" Jrant : 
=|h —h] [s] 


60. a) La solution du système d’équations 3x + 2y = 8 et —x + 2y = 4 est x = 1et y = %. 
Par conséquent, les droites À, et À; sont concourantes, et leur point d’intersection 
est (1, 5). 
b) Le système d’équations 2x — 3y = 4 et -4x + 6y = 7 n’admet aucune solution. 
Les droites A, et À, sont donc parallèles et distinctes, et la distance qui les sépare 


15V13 


Ne) 
LL 
22 
Le 
ÉD 
< 
LE 
OU 


est de æ 2,1 unités. 
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61. 


62. 


d) 


g) 


h) 


i) 


a) 


b) 


c) 


d) 


a) 
b) 


L’équation cartésienne de la droite A, est AÀ,: 2x — 3y = 14. Le système d'équations 
2x —3y=14et2x —3y = 3 n’admet aucune solution. Les droites A, et À, sont 


11413 


donc parallèles et distinctes, et la distance qui les sépare est de = 3,1 unités. 


Les équations cartésiennes des deux droites sont respectivement A;: 3x — 2y = 16 
et A,: x +2y = 1. La solution du système d’équations 3x — 2y = 16etx+2y=1 
est x = 1% et y = —-1#. Par conséquent, les droites A, et À; sont concourantes, et 
leur point d’intersection est (174, —1%). 

Les équations cartésiennes des deux droites sont respectivement A;: 3x — 2y = 3 
et À,: 6x — 4y = 6. Le système d’équations associé à ces deux droites admet une 
infinité de solutions. Par conséquent, les droites A, et À, sont confondues, c’est- 
à-dire que la distance qui les sépare est nulle. 

Les droites A, et À, sont concourantes, et leur point d’intersection est (4, 0). 
L’équation cartésienne de la première droite est A,: 2x + y = 5, et celle de la 
seconde est À,: 2x + y = 5. Comme ces deux droites ont la même équation 
cartésienne, elles sont confondues, et la distance qui les sépare est nulle. 

Les équations cartésiennes des droites sont A,: x + y = 5 et À;,: 3x + 3y = —6. 
Le système d’équations x + y = 5 et 3x + 3y = —6 n’admet aucune solution. 

Les droites A, et À; sont donc parallèles et distinctes. et la distance qui les sépare 


7 _—. 
est de = 4,9 unités. 


Les droites À, et À, sont parallèles et distinctes, et la distance qui les sépare est de 


5 
S5 = 0,4 unité. 
5 
L'un des angles déterminés par les droites A, et À, est égal à la différence entre les 
angles d’inclinaison, soit 150° — 40° = 110°. L’angle entre les deux droites étant le plus 


petit des deux angles qu’elles déterminent, il est forcément de 70° (soit 180° — 110°). 


arccos(0,6) = 53,1° 


2 
accos( = 45° 


arccos RTE = 42,3° 
A(11), B(%4, -}) et C(4, 4). 
YA 
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c) 
d) 


63. a) 


b) 


c) 


64. à) 


k) 


Ne) 
LL 
22 
Lu 
Q 
< 
Æ 
OU 


a = 45°, B = 63,4 et y = 71,62. 

Le périmètre du triangle est égal à la somme des longueurs des trois côtés, 
c'est-à-dire à la somme des normes des trois vecteurs correspondants: 

5 + PK + NEA = 4,3 unités. 

Commela b]=k[a b,|les vecteurs[æ b|et[a b, |], qui sont respectivement 
normaux aux droites A, et A), sont parallèles. Par conséquent, les droites A, et A; 
sont parallèles. Par ailleurs, comme c, Z kc;, les droites A, et À; ne sont pas 
confondues; ce sont donc des droites parallèles et distinctes. 

Le vecteur [b, —a;, | est perpendiculaire au vecteur [a, b, ], qui est normal à 

la droite A,. Le vecteur [b, —a; ] est donc un vecteur directeur de A;,. Comme 

[a b]-[b —a |=0,le vecteur[b, —a, | est perpendiculaireà[a b, |]. 

Par conséquent, le vecteur [b, —a;, | est aussi un vecteur directeur de la droite Ai. 
Comme les droites A, et À; ont un vecteur directeur commun, elles sont parallèles. 
Par ailleurs, puisque P, € A; et P, € À,, les deux droites parallèles ont un point 
commun. Par conséquent, les droites À; et À, sont confondues. 

Commel[æ b]-[a b;]=0,les vecteurs[a b]et[a; b,]sont perpendiculaires. 
Comme ces deux vecteurs sont respectivement normaux aux droites A, et A), les 
droites À, et À, sont également perpendiculaires. Elles sont donc concourantes. 


y 


#Ÿ 


x = 164 et y = —-1Y. 

x=5ety = —1. 

(4, 0)et (0, 11). 

A4 

0 = arctg(— 4) + 180° = 161,6° 

A:3x-2y=8 

La pente de la droite A, est #, et son angle d’inclinaison est 0 = arctg# = 56,3°. 


Les droites A, et A, sont concourantes. Elles se coupent en (5%,, 2%;) et elles 
déterminent un angle de 90°. 


Les droites A; et À; sont parallèles, et la distance qui les sépare est de 
3V13 
13 
Les droites A, et À, sont concourantes. Elles se coupent en (34, %{,), et elles 


= 0,8 unité. 


—3 
déterminent un angle de 0 = arccos—| = 74,7°. 
è NE _ 
X—5 y 
Ai — = — 
Ts 


x=1+2k 
si. 


As:[x y]=[1 1]+k[-3 2JoùkeR. 
310 
2 


où keR. 


= 4,7 unités. 


(2, M) 
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q) (YA 43) 

r) Six = 2, alors k = 1, et si x = 14, alors k = —5. Par conséquent, k € [-5, 1]. 

s) Il s’agit d’une demi-droite issue du point pour lequel k = 1, soit (2, —-1), et qui passe 
par le point (4, 2), pour lequel k = 0. 


ns 
LUI 
œ 
== 
y œ 
< 
“= 
OU 


t) Les équations cartésiennes des droites À, et A; sont 
A,:2x+3y=15etA,:3x-2y=11 
Le vecteur 7, =[2 3] est normal à la droite A, et le vecteur #3 =[3 —2] est normal 


à la droite A3. Ces deux vecteurs sont perpendiculaires puisque ñ; -n3 = 0. 
Par conséquent, les droites À; et A; sont perpendiculaires. 


65. a) Vrai. c) Faux. e) Vrai. g) Faux. i) Vrai. 
b) Vrai. d) Faux. f) Vrai. h) Faux. 
1.a) AF= AB+BG+GEF 
CHAPITRE 7 —. 
c) Oui. 
d) BH 


e) |DG|| = V6I = 7,8 cm 

f) IHB|| = V77 = 8,8 cm 

g) V77 = 8,8 cm 

h) AC + AH + AF = 2AG 
PREUVE 


AC + AH + AË = AG + GC + AG + GH + DG 


= 2AG + GC + GH + DG 
= 2AG + GD + DG 
= 2AG +0 
= 2AG [=] 
2.a) l'unité. 
b) |lAB|| = VI4 = 3,7 unités. 
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d) V5 = 2,2 unités. 


nm e) |[BC|| = 74 = 8,6 unités. 
es 3. a) 

= 

Q. 

<« 

= 

OU 

X 
b) 3 unités. 


4, Les diagonales d’un parallélépipède se coupent en leur milieu. 
PREUVE 
Soit le parallélépipède ABCDEFGH suivant. 
E F 


ne 


G 


D 


Il faut montrer que les diagonales AG, DF, BH et CE se coupent en leur milieu. 
Comme ADGF est un parallélogramme, les diagonales AG et DF se coupent en M, 
leur point milieu (voir l’exemple 5.11, p. 221). Les diagonales BH et CE du parallé- 
logramme EBCH se coupent également en leur point milieu. Il reste à vérifier que 
le point M est aussi le point milieu des diagonales BH et CE. Or, comme M est le 
point milieu des diagonales AG et DF et que ACGE est un parallélogramme, on a 


MA + MG = 0 et AE = CG, de sorte que 
MÉ = MA + AË 
= MA +CG 


= MÀ + CM + MG 
= CM 


Par conséquent, le point M est le point milieu du segment CE. Ainsi, le point M est 
non seulement le point milieu des diagonales AG et DF, mais aussi des diagonales 
BH et CE. 
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6. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


a) 
b) 
©) 
d) 


b) 


d) 


a) 


ä=[2 3 4] 
ÿ=[1 0 1] 
w=[0 3 —2] 


Pour déterminer les coordonnées du point B(b , D, b;), on doit résoudre le système 


d’équations linéaires 


b, — 2 b, — 
b, + b, — b; — 
b, + b, + b; — 


0 
—2 
8 


La solution de ce système est b, = 2, b, = 1 et b; 


5, de sorte que f =[0 O0 1]. 


a=1+2;+4k 

V=-2i+k 

ÿ = 2} 

AB=[1 —10 3]et|[AB||= V110 = 10,5 unités. 
AB=[-2 -2 -5]et|[AB|| = V33 = 5,7 unités. 
AB=[-3 -5 0]et||AB|| = 34 = 5,8 unités. 
AB=[-2 -4 OJet|[AB|| = 245 - 4,5 unités. 


AB=1[3 -4 8]et||AB||= V89 = 9,4 unités. 
CD =[-1 0 -8]et|CD||= V65 = 8,1 unités. 


EF =[-2 3 6]et|[EF|| = V49 = 7 unités. 
1 — | 3 -4 8 | 
[AB] V89 V89 V8 


1 1 8 
mel | 


DE -[-X % % 


Les composantes de chacun des vecteurs unitaires représentent les cosinus direc- 


teurs des vecteurs AB, CD et EF respectivement. 


3 _ 8 
Œy = arccos , = arccos et = arccos 5 
L Je" Pr Je 75 NE) 
_] 2 
XL = Se B5 = arccosO = 90° et Y& = Foie 
re = arccos(—-%), BHr = arccos(3f) et y}F = arccos(5/). 
[3 —-8 -8] 
[9 —16 -32] 
[-5 8 1] c) V29 = 5,4 unités. 
[5 16 —9] d) 3421 = 13,7 unités. 
0 b) -8 c) —I1 d) 24 e) —17 
—4-/26 
arccos = 121,5° 
39 
arccos — = 122,3° 
arccos = 84,0° 
Fi S<Z <A] 9 [5 #4 #] 
[% -% 7%] d '[% -% %] 
D(1, -1, 12) b) D(1,7,—2) c) D(1,19, -23) 


= 
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2 
= 
œ 
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OU 
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15. Les trois points sont colinéaires si et seulement si les vecteurs AB et AC sont parallèles, 
c'est-à-dire s’il existe une constante k telle que kAB = AC. 


nm 

LLI a) AB=[-3 -1 —2]et AC =[-1 -4 -5] Comme il n'existe aucune constante k 

_ telle que kKAB = AC, les points À, B et C ne sont pas colinéaires. 

= b) AB=[-3 -1 -2]et AC =[9 3 6] Comme -3AB = AC, les points À, B et Csont 
colinéaires. 

T = _ __— 

U c) AB=[I6 -5 1]et AC =[18 —-15 3]. Comme 34B = AC, les points À, Bet C sont 
colinéaires. 


d) AB=1[4 0 9]et AC =[6 -2 1]. Comme il n’existe aucune constante k telle que 
KAB = AC, les points À, B et C ne sont pas colinéaires. 


16. @_3 = 180° — y, B_x = 180° — B; et Y_; = 180° — 3. 
17. arccos(— 4) = 109,5° 
18. Trois angles ©, B et y peuvent être les angles directeurs d’un vecteur si et seulement s'ils 
vérifient l'identité 
cos? © + cos? BB + cos?y = 1 
Il faut donc montrer que cette identité est vérifiée pour les angles donnés. 
a) Ona 
cos? (7/4) + cos?(7/4)+ cos?(7/3) = (2/2) + (212) +(X) 
= 1,25 
£ 1 


Par conséquent, les angles &, B et y ne peuvent pas être les angles directeurs d’un 
vecteur. 


b) Ona 
cos? (7/4) + cos?(x/6) + cos?(7/3) = (V2/2) + (V3/2) +) 
= 1,5 
21 


Par conséquent, les angles &, B et y ne peuvent pas être les angles directeurs d’un 
vecteur. 


c) Ona 
cos2(x/3) + cos?(7/3)+ cos? (x/4) = (14) + (1%) + (2/2) 
=] 
Par conséquent, les angles &, B et y sont les angles directeurs du vecteur 
11 V2 
> 2 2 | 
19.a) y = B = arccos(+ JW) = 69,3° ou 110,7°. 
b) y = 7/2 
c) B= arccos(+./17) = x/4 ou 3x/4. 


a [S & Flet -% -5} 


21.a) AB=[1 -1 5] = |[AB||= V27 


AC =[2 4 7] = ||AC||= V69 
BC=[1 5 2] — ||BC|| = V30 


Le périmètre du triangle est la somme des longueurs des trois côtés: 


V27 + V69 + 30 = 19,0 unités. 


b) steges = — = 40,1° 
27 69 | 
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22. AB=[2 3 6] — |[AB|| = V49 = 7 
AC =[3 -6 2] — |[AC||= V49 =7 
BC =[1 —-9 -4] = |[BC||= 08 


On constate que IAB] =7 = I[AC ; le triangle est donc isocèle. De plus, comme 
AB: AC = 0, ces deux vecteurs sont perpendiculaires, et il s’agit d’un triangle rec- 
tangle isocèle dont l’angle droit est en A. 


= 
LUI 
[a°4 
= 
ce 
< 
L 
OU 


23. Si le segment AB est l’hypoténuse du triangle, alors l'angle droit est nécessairement 
issu du point C. Il faut donc que CB : CA = 0. Or, CA =[1-k 2 2]et 
CB=[-2-k -2 2] Par conséquent, 


CB. CA = (1 k)(-2 — k) + 2(—2) + 2(2) = (k—1)(2 + k) 


Le produit scalaire vaut 0 si et seulement si £ = 1 ou & = —2. Pour ces deux valeurs de k, 
le triangle ABC est un triangle rectangle dont l’hypoténuse est le segment AB. 
24. a) k=-% 


a) k=—1 ou k = 3. 
b) Il n'existe aucune valeur réelle de k pour laquelle les vecteurs # et v soient 
perpendiculaires. 


25.a) 4=[4 d alet#=[m % #] 
b) d-T = qi + 4: + q:M3. Ce produit scalaire est égal au profit total réalisé sur 
la vente de q, kg de pommes de terre, de g, kg de carottes et de g3 kg de navets. 
26. a) q; =[10 20 20] 
b) Marie-Pier a vendu 10 actions de l’entreprise B au cours de la troisième journée. 


©) m+q+g;=[85 40 65]. Au cours des trois premiers jours, Marie-Pier a ajouté 
à son portefeuille 85 actions de l’entreprise À, 40 actions de l’entreprise B et 
65 actions de l’entreprise C. 


d) (& + +43 + + q) = [16 17 20]. Au cours des cinq derniers jours, le nombre 


d'actions de l’entreprise À dans le portefeuille de Marie-Pier a augmenté en moyenne 
de 16 actions/jour, celui de l’entreprise B a augmenté en moyenne de 17 actions/jour 
et celui de l’entreprise C a augmenté en moyenne de 20 actions/jour. 

e) pi =[5,21 4,36 3,32] 

f) Le coût unitaire d’une action de l’entreprise À achetée ou vendue la cinquième 
journée a été de 5,26 $. 


g) On ne peut pas donner un sens à D; + p; + Ps. 


1,— . ; | | 
b) SP + D2 + Pa + Pa + P:) =[5,13 4,11 3,47]. Au cours des cinq derniers jours, 


le coût moyen d’acquisition d’une action de l’entreprise À a été de 5,13 $, celui d’une 
action de l’entreprise B de 4,11 $ et celui d’une action de l’entreprise C de 3,47 $. 

pi -q = 623,70. Le coût d'acquisition des actions que Marie-Pier a achetées le premier 
jour a été de 623,70 $. 

j) Il faut calculer le produit scalaire: ñ : d = 83,70. Par conséquent, la valeur totale des 
dividendes à recevoir est de 83,70 $. 

k) v =[783,75 964,08 436,32] 

D D v —-vo =[-41,25 28,08 4,32]. Les composantes de v; — y, nous apprennent 
respectivement que la valeur des actions de l’entreprise À détenues par Marie-Pier 
a diminué de 41,25 $ au cours de ce mois, celle de l’entreprise B a augmenté de 
28,08 $ et celle de l’entreprise C a augmenté de 4,32 $. 

m) (x — V5) -[1 1 1] = -8,85: Marie-Pier a subi une perte de capital de 8,85 $ au 
cours de ce mois. 

n) 4:v = -8,85. Cette réponse est la même que celle obtenue en m, soit la perte de 
capital encourue au cours de ce mois. 
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28. 


29. 


30. 


31. 


27. 


Si le vecteur # est orthogonal à chacun des vecteurs Ÿ et #, alors il est orthogonal à toute 
combinaison linéaire des vecteurs y et w. 


PREUVE 
Soit a et b deux scalaires. Il faut montrer que ä - (av + bw) = 0. Or, 
ü-(av+bw)=ü-(av)+ü-(bWw) Propriété 2 du théorème 5.5 dans R°. 
= a(ü-v)+b(ü:W) Propriété 3 du théorème 5.5 dans R?. 


= a(0)+ b(0) ä est orthogonal à Ÿ et à W. 


= 0 
Comme le produit scalaire est nul, les deux vecteurs sont orthogonaux. Par conséquent, 
ü est orthogonal à toute combinaison linéaire des vecteurs Ÿ et #. [=] 
IG + SP =IRIT +245 + IPF 
PREUVE 
||ä + vlÈ =(ä+v)-(ä+v) Propriété 4 du théorème 5.5 dans R*. 

= -ü+ü V+V-4+V.V Propriété 2 du théorème 5.5 dans Rÿ. 

: [ä]P +ü-V+u-V+ I[F1È Propriétés 1 et 4 du théorème 5.5 dans R°. 

= [Alf +225 II ni 
IG + 510 =|&f + FF si et seulement si 4 est orthogonal à 5. 


PREUVE 
(=) 


(+ FE <IRIE IE = NBI + 2225 + PI If +IPIÉ 


= 2ü-Vv=0 


Par conséquent, ä est orthogonal à ÿ. 
(=) 
Si ä est orthogonal à Ÿ, alors ä - ÿ = 0. Par conséquent, 
I +7 = IGIf +225 + IPF 

= |lalf +0 +IPIF 

=|laif +IFIF (»] 
Si ä, Ÿ et # sont trois vecteurs orthogonaux deux à deux, alors 

(+ 5 + ff =] +IPIE +1 IE 

PREUVE 


Si ä, Ÿ et w sont des vecteurs orthogonaux deux à deux, alors ä -ÿ = 0,ü-w = 0 et 
v-w = 0. De plus, 


=Ü-Ü+U V+Ü W+V U+VV+VWEW U+W-P+W-W 

= |} +0+0+0+|FIf +0+0+0+|If 

=[&f +IPIE II fs] 
Puisque # est orthogonal à Ÿ, alors 

(aü) - (bv) = ab(ü -ÿ) 
ab(0) 
= 0 

Par conséquent, aï est orthogonal à by. En vertu du résultat prouvé à l'exercice 
récapitulatif 29, 


Il 


[laü + by 


Iaale + bi 


= & af + b215IF 
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Par conséquent, 
[la + b5]|= Jailf + b21If 


32. On déplace d’abord le vecteur ä de façon que son origine coïncide avec celle du vecteur b. 


ns 
LUI 
œ 
= 
ce 
< 
E 
OU 


Miroir dans 
le plan xy 


Les vecteurs ä et b sont situés dans un même plan perpendiculaire au plan xy et ils 

ont la même longueur (Ilel] = Ilal|). Leurs projections orthogonales dans le plan xy 

sont identiques, et il en est donc de même de leurs composantes en x et en y. La cote de 
l'extrémité du vecteur b (sa distance au plan xy) est Ile Îsne, alors que la cote du vecteur 
ä est -[|ä[|sin6. Les cotes des deux vecteurs sont donc égales en valeur absolue, mais de 
signes contraires. Par conséquent, les deux premières composantes des vecteurs ä et b 
sont identiques, tandis que leurs troisièmes composantes sont opposées. Donc, puisque 
ä=[a a alalorsb =[æ a -a;] 


33. a) Pour vérifier que le triangle ABD est équilatéral, il faut montrer que ses trois côtés 
ont la même longueur. Or, 
AB=[1 1 0] = |A] = V2 
AD=[1 0 1] = |AD|= V2 
BD =[0 -1 1] = ||BD||= V2 
Le triangle ABD est donc équilatéral. Il serait également facile de montrer que les 


autres triangles formant les faces du tétraèdre sont eux aussi équilatéraux et que 
leurs côtés mesurent tous V2 unité. 

b) Ona AC! + OB + OD + OË) =[% % Y]= OC. Par conséquent, C est le 
barycentre de la molécule. 

c) Il faut montrer que [CA|| _ |ICB]| : ||CD|| = IICE]|. Or, 


CA=[-% -% -Y4] = [IA = 32 
CB=[X 4 -Y] = |CA|= 3/2 
CD=[4 -% 4] = [CDI] 3/2 
CŒ=[-% % 4] = [(Œl|- 43/2 


Par conséquent, l’atome de carbone est situé à égale distance de chacun des atomes 
de fluor. 


d) arccos(— 4) = 109,5° 
e) Il faut vérifier que CÀ + CÈ + CD + CE = 0. Or, 
CÂA+CB+CD+CE=[-X -Y4 -W]+[K4 % -Y] 
+8 -% ZIFIX% 4 4] 


=[0 0 0] 


= 0 
34. a) X=2ü—-% 
b) Ilest impossible d'exprimer le vecteur X# comme une combinaison linéaire des 
vecteurs ÿ et ÿ. 


©) X=-ü+2r 
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35. Soit ü = [7600 15850 12750 |, ÿ =[2000 5000 3000]etw =[1200 1950 2250] 
les productions quotidiennes respectives des usines U, V'et W. On veut exprimer le 
vecteur ä# comme une combinaison linéaire de vecteurs Ÿ et w : ü = xÿ + yw. De cette 
équation vectorielle on tire le système d'équations linéaires 

2000x + 1200y — 7600 
5000x + 1950y = 15850 


3000x + 2250y — 12750 


mn 
LLI 
eZ 
= 
Q 
< 
ŒE 
U 


dont la solution est x = 2 et y = 3. Par conséquent, on obtient la production de 
Pusine U en doublant celle de l’usine V et en triplant celle de l'usine W. 


36. a) [-1 0 8] 
b) [-14 1 10] 
c) 513 = 22,6 unités. 
d) +579 = 24,1 unités. 


e) 15 

f) 13 

g) —80 

h) —194 

i) L'angle déterminé par les vecteurs # et ÿ est de 90°, de sorte que ces vecteurs sont 
perpendiculaires. 


j) L'angle déterminé par les vecteurs % et # est de 180°, de sorte que ces vecteurs ont 
des directions opposées. 


k) = = 98,9° 
575 

U 1 U —2 

D COS; — El = Ni = 0,218, cos; = [El = A z —0,436 et 
Gens +, 5e 

Il 21 

m) dy; = da = 144,79, B; = rs = 65,9° et y; = de = 65,92. 
V6 . V6 : V6 


n) Ilest impossible d'exprimer le vecteur f comme une combinaison linéaire des 
vecteurs # et . 

o) Pour que les vecteurs f, ä et Ÿ soient linéairement indépendants, il faut que la 
seule combinaison linéaire de ces vecteurs égale au vecteur nul soit celle où tous 
les coefficients sont nuls. Or, xf + yü + zÿ = 0 donne le système d’équations linéaires 

3x + y — 2z = 0 

—X — 2y + z = 0 

2x + 4y + z = 0 
Le déterminant de la matrice À des coefficients est det A = —15 Z 0. Par conséquent, 
le système d’équations admet une solution unique qui est forcément x = 0, y = 0 et 
z = 0. Les vecteurs f, ä et ÿ sont donc linéairement indépendants. 

p) Soitr =[a b c]un vecteur de R°. Supposons que ce vecteur s’écrit comme une 
combinaison linéaire des vecteurs £, ä et Ÿ, soit 7? = xf + yü + #. De cette équation 
vectorielle on tire le système d’équations linéaires 

3x + y — 2Z = a 

—x — 2y + z = b 

2x + 4y + Z = c 
Comme le déterminant de la matrice À des coefficients de ce système est 
detA = —15 # 0, le système d’équations admet une solution unique. Il est donc 
possible d'exprimer tout vecteur r =[a b c]de R° comme une combinaison 
linéaire des vecteurs f, 4 et v. Ces trois vecteurs forment donc un système 
générateur de R*. 
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37. 


q) Les vecteurs f, ä et ÿ sont linéairement indépendants et ils forment un système 
générateur de R°. Par conséquent, ils forment une base de R°. 

r) Oui, W = —-3ù + Ov. 

s) Nous venons de montrer que W = —3% + 0, soit W + 34 — 0 = 6. Il existe donc 
une combinaison linéaire des vecteurs ä, Ÿ et w qui est égale au vecteur nul et 
dont certains coefficients ne sont pas nuls. Par conséquent, les trois vecteurs sont 
linéairement dépendants et ils ne forment donc pas une base de R. 


= 
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ne . 
[| V6 V6 V6 
u) p=[-4 27] 


Les vecteurs ä =[w u u3]V=[" v; v;letw=[w, w, w,] forment une base 
de R* si et seulement si 

M WOW 

U M W|#0 

Us Vs W3 
PREUVE 
(=) 
Siä=[u u u3],v=[v v, valetw=[w w, w;] forment une base de R°, 
alors ces vecteurs sont linéairement indépendants. Par conséquent, l’unique solution 
de l’équation vectorielle xü + y + zw = 0 est x = 0, y = 0 et z = 0. Le système 
d’équations linéaires associé à cette équation vectorielle est 


(x) + vi(y) + w(z) = 0 
(x) + v (y) + w(2) = 0 
u3(x) + v3(y) + w:(z) = 0 


et il admet donc une solution unique, de sorte que le déterminant de la matrice des 
coefficients du système doit être différent de 0, c’est-à-dire que 


WU WOW 


U V W|Æ#0 


U3 V3 W3 
(=) 
Soitä =[u u u3l,v =[v v valetw=[w w: w;] trois vecteurs de R° 
tels que 

Wu OV W 


Si x + yV + zW = 6, alors 


W(x) + my) + m2) 0 


u(x) + vy) + wW(2) = 0 
u3(x) + v3(y) + w3(2) = 0 
Comme le déterminant de la matrice des coefficients de ce système est différent de 0, 


le système admet une solution unique qui est forcément x = 0, y = 0 et z = 0. 
Par conséquent, 


xü+yÿ+2zW=0 = x=0,y=0etz=0 


Les vecteurs %, ÿ et w sont donc linéairement indépendants. 

Il faut également vérifier que les vecteurs 4, ÿ et W forment un système générateur avant 
de conclure qu’ils forment une base de R°. On doit donc montrer que, sir =[a b c] 
est un vecteur quelconque de Ri, alors ce vecteur s’écrit comme une combinaison linéaire 
des vecteurs #, Ÿ et W. Or, xü + yv + zwÿ = r donne le système d’équations linéaires 


um (x) + 162 + w(z) = a 
u(x) + (y) + W(z) = b 
us(x) + v3(y) + w3(z) = c 
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où les inconnues sont x, y et z. Le déterminant de la matrice des coefficients étant 
différent de 0, le système admet une solution unique. Par conséquent, tout vecteur 
Fr =[a b c]de R°s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs #, v et W. 
Ces trois vecteurs forment donc un système générateur de R°. 


Comme les vecteurs %, ÿ et w sont linéairement indépendants et qu’ils forment un 
système générateur de R, ils forment également une base de R*. 


38.a) (4, -%4; #) b) (5,74, -%)  (-9,1,-8) d) 2kg 
39.a) A(0,0,10) 
b) B(5,-3,0) 
©) AB=[5 -3 —10] 
d) |[AB||= 134 = 11,6 m 
ee 
134 134  Vi34 


p Lo . 22 
VI34 


g) Eee _— o| 


mn 
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[e 24 
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VI34  V134 
40. a) [-0,5 1 2] 
b) 45,25 =2,3m 


RE 
5 525 53 
=. ri — L5 3 Ê 
d) Æ II re) | 5 53 | 


. 15 _25  _10 
9  -[E( a) -[ 2 V3 a | 


To — 0,8 4 és 
f) F -(El( ä)-[-25 ET: | 


Al. a) (0, 4,3) 


b) (-2,0, 4) 
c) (1,0,5) 
d) [-2 -4 1] 
e) V21 = 4,6 m 
f) [1 -4 2] 
g) V21<4,6m 
ete 
V21  V21 21 
i) 6 = arccos 5 æ 55,49 
521 
j D = arccos 2 = 64,1° 
42. à) A.0,2) 0} cf A 2.0] et D(0. 1.0) 
2° 2 2". 2 
b) Ë == 2| 


o 45=+2,2m 
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43. 


A4. 


d 


TZ 


e) 


f) 


— 


g 
a) 


b) 


a) 
b) 
©) 
d) 


F I 6) [40VI5 -4045 -16045] 


E-IE (Tr) [-40V15 -405 16045] 


D 
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F -I( re) [o 8045 16045] 


[F||= 48045 = 1073,3 N 


Soit IF || l'intensité de chacune des trois forces et soit F la force résultante qu’exerce 
le lustre sur le crochet. D’une part, F =[0 O —600] et, d'autre part, 


F=E+E+E 


ES 2 2 1LS 4 to: 2) 


_ EI 
Dr 


0 —6] 


de sorte que IF ]| = IA : IF] = 10045 N = 223,6 N. 


Soit P le poids du lustre. En procédant comme à la question précédente, 


Ill PY5 


F=[0 0 —-P]= 0 —6|, de sorte que||F|| Frs Comme||F|| < 300 N, 


il faut que P < 078 5 N, de sorte que les chaînes peuvent supporter un lustre 
dont le poids est inférieur à 36045 N, soit d'environ 805,0 N. 

A(0, 0,8), B(0, —6, 0), C(6, 3, 0) et D(-4, 0, 0). 

AB=[0 -6 -8]L AC=[6 3 -8]et AD =[-4 0 -8]. 

E =[0 -240 -320] 


Comme la poussée ascensionnelle est verticale, F = Lo 0 IF] De plus, comme 
les forces sont en équilibre, 


F+K+E+B=0 = F=--(KR+E+E) 


où FE, représente la force qui s'exerce dans la direction du vecteur AC et F;, celle 
qui s’exerce dans la direction du vecteur AD. Or, 


É “(ras x) 


| lle ne 
et 
al À 
R -IR(Gay) 
IE] 
= Ro! 4 0 -8] 
IA 
7 | 1 0 —2] 
On a donc 
[o o |[F|]= ro 240 -320]+ IE 3 s1+ IE, 1 0 2) 
De cette équation vectorielle, on déduit que 
3]E | F 
rs = 240 [B||= 807109 
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que 


= IAIL SET 2 lee ao 
(eZ et que _ _ 

- IFl= 320 + 8F |] F 21F;|] 
L 109 5 

2 = 320 + 640 + 960 

= = 1920 N 


La poussée ascensionnelle de la montgolfière est donc de 1 920 N. 


45. a) Vérifions que les vecteurs 47 = [1 1 1], =[0 —1 1]etus =[0 O0 1]sont 

linéairement indépendants. 
De l'équation vectorielle xu; + yu; + zu; = 0 on tire le système d’équations 
linéaires 

x = 0 

X — y = 0 

X + y + z = 0 
Clairement, x = 0, y = 0 et z = 0 est une solution de ce système d’équations. 
De plus, le déterminant de la matrice À des coefficients est det A = —1 Æ 0, de 
sorte que le système d’équations admet une solution unique, soit x = 0, y = 0 et 
z = 0. Par conséquent, les vecteurs 4j, u> et u3 sont trois vecteurs linéairement 
indépendants de R’, de sorte qu’ils forment une base de cet espace (théorème 7.1). 


b) Us = 2% + 2u — 3U3 


1 00 
o P=|1-10 
1 11 

1 00 

d) P1=| 1 0 

2 11 


e) 4 =[1 1 2]y, soit us = 4j + U3 + 2U3. 


46. a) Vérifions que les vecteurs 4, =[1 —1 0],u3 =[0 -—-1 —-1]etu; =[0 1 0]sont 
linéairement indépendants. 


De l'équation vectorielle xu; + yuz + zu; = 0 on tire le système d’équations 


linéaires 
X = 0 
—X — y + z = 0 
— y = 0 


Clairement, x = 0, y = 0 et z = 0 est une solution de ce système d’équations. 

De plus, le déterminant de la matrice À des coefficients est det A = 1 Z 0, de sorte 
que le système d’équations admet une solution unique, soit x = 0, y = 0 et z = O. 
Par conséquent, les vecteurs 4j, u; et u3 sont trois vecteurs linéairement indépendants 
de R°, de sorte qu’ils forment une base de cet espace (théorème 7.1). 


b) Ua — 2u; — 2u — U3 


1 00 
o P=|-1 -11 
0 —1 0 
1 0 O 
d) P1=|0 0 1 
1 1 -1 
e) us =[1 1 —-3]%,soit us = uj + 4 — 3u3. 


47. a) R‘ 
bj [5 2 4 3] 
o [8 7 2 -1] 
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d) 
e) 
f) 


8) 
h) 


0) 


p) 


q) 
r) 


[Ce -% 1 %] 


4 


Dm 
V1 = 3,3 œ 
[a°4 
11 E 
mm = 11 = [ff En général si à € R" alors 3-2 = if. < 
PREUVE L 
Siä=[m # … u, jalors F 
5 = (u)) + ()G) ++ (au) = ut +uè + +ui sf 
1 
1 


4 -u = 0. Par conséquent, les vecteurs # et u; sont orthogonaux. 

üj -ug = 0. Par conséquent, les vecteurs # et 46 sont orthogonaux. 

On a 4 +(au + bug) = 1(a + 2b) + (—2)(a + b) + 1(a + 2b) + 2(-b) = 0. 
Par conséquent, le vecteur #; est orthogonal à toute combinaison linéaire 
des vecteurs u, et 4. 


a=1-2b 
De l’équation vectorielle xuj + yuz + zu + wuz = Ô on tire le système de quatre 
équations à quatre inconnues 


X + y — Ww = 0 
—2Xx + y + z — w = 0 
X + y + z + 3w = 0 


2x + Z = 0 
Ce système d’équations admet au moins une solution, soit x = 0, y = 0, z = 0 
et w = 0. Pour montrer que les vecteurs sont linéairement indépendants, il faut 
vérifier que cette solution est unique. Or, le déterminant de la matrice des 
coefficients vaut —20. Comme ce nombre est différent de 0, le système d'équations 
admet une solution unique, soit x = 0, y = 0, z = 0 et w = 0. Par conséquent, les 
quatre vecteurs sont linéairement indépendants. 


Pour montrer que les vecteurs %;, 43, us et 44 forment un système générateur de R#, 
il faut montrer que tout vecteur ÿ =[v, v, v3 v4]e R4s’écrit comme une 
combinaison linéaire des vecteurs 4j, 4,,u3 et 4.11 faut donc montrer que 
l'équation vectorielle x41 + yu> + zu3 + wuz = Ÿ admet une solution. De cette 
équation vectorielle on tire le système de quatre équations à quatre inconnues 


x + y — W= V 
—2X + Y + Z—- W = y 
X + y + Z + 3w = v: 
2x + Z = V4 


Le déterminant de la matrice des coefficients vaut À = —20 Æ 0, de sorte que le 
système admet une solution unique. Par conséquent, les vecteurs %, 42,3 et u4 
forment un système générateur de R‘. 


Ils forment une base de R“. 


De l’équation vectorielle xu; + yu; + zux + wuz; = 0 on tire le système de quatre 
équations à quatre inconnues 

X + y + 2w = 
—2X + y + Zz — 2w = 
X + Y + Z + w = 
2x + Z + w = 

Ce système admet au moins une solution, soit x = 0, y = 0, z = 0 et w = 0. 
Pour montrer que les vecteurs sont linéairement indépendants, il faut vérifier 


que cette solution est unique. On applique la méthode d’élimination gaussienne 
pour résoudre le système d'équations. La solution comporte une inconnue libre; 
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D 
LLI 
o 
LE 
Q. 
< 
LE 
U 


48. 


49. 


50. 


le système admet donc une infinité de solutions. La combinaison linéaire dont 
tous les coefficients sont nuls n’est pas la seule qui soit égale au vecteur nul. En effet, 
comme 4 +4, — u3 — u; = 0, les vecteurs 4j, #, 4; et 4; sont linéairement 
dépendants. 

s) Les vecteurs 4j, w;,u3 et u7 ne sont pas linéairement indépendants, de sorte qu’ils 
ne forment pas une base de R‘. 

D uw =-Yu + Yu + 7%u3 +(-YX)u 

u) Ona établi en fque us = —-%u + Xu + 2% u3 + (—%)u, de sorte que 
— un + us + 2Xux + (—-K)ux — us; = 0. Par conséquent, les vecteurs 4, 43, U3, Wu 


et us ne sont pas linéairement indépendants. 


v) En vertu de la réponse obtenue en z, les vecteurs %,, u>,u3,ux et x ne forment pas 
une base de R“ puisqu'ils ne sont pas linéairement indépendants. 


W) Uç = Oui + Vus + (us + Lux 
x) Non. 


y) En vertu de la réponse obtenue en x, on constate que les vecteurs 4, u, etuz ne 


forment pas un système générateur de R{ puisque le vecteur x € R* ne s'exprime 
pas comme une combinaison linéaire des vecteurs %,u, et u3. Par conséquent, 
les vecteurs u;,u, et u; ne forment pas une base de R#. 


a) A=[85 88 79 92] 
b) p=[0,15 0,20 0,25 0,40] 
c) Le produit scalaire. 


d) ñ-p = 86,9 
1 1 
e) Il faut multiplier le vecteur $ par le scalaire — : mn = —$. 
30 30 
1 
f) m= sd =[68,5 71,2 74 78,2] 


g) Le produit scalaire. 
h) m-p=743 


pre: ve tout vecteur non nul % de R'. 
ü 
PREUVE 
Onaä=[u uw … u]#0 = GIL= V2 +u2 +4 u2 # 0, d'où 
1 ee U U) Un 
él Vu? + ul +...+u2 Vu? +u2 +...+u2 n Vu? + ul +..+u2 
Par conséquent, 
1 
Tu] 
Ill] 


2 2 2 
u? + u3 +... + ui 


2 2 2 
u? + u3 +...+ ui 


=1 [=] 


Si ä est un vecteur de R” tel que % - ÿ = 0 pour tout ÿ e R’, alors ä = 6. 
PREUVE 
Siä=[u u) …. u,]etü-v = 0 pour tout ÿ € R" alors, pour v = #,onaü-ü =0, 


D. 2 à — 

d'où uf + u$ ++ ui = 

Une somme de carrés ne vaut 0 que si chacun des termes vaut 0, d’où 4; = 0 pour 
i=1,2,3,...,n. Par conséquent, à = 0. 
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51.a) Siä et v sont des vecteurs de R”, alors % : ÿ = Ÿ - 4. 


PREUVE 
Siä =[u u) …… u,]etv=[v v, .… v, | alors, comme la multiplication est 
commutative dans les réels, 


si 
= 
CHAPITRE 7 


b) Siä, y et w sont des vecteurs de R", alors ä-(V+wW)=4.v+4.w. 
PREUVE 


Soitäü =[u u …… u, |, =[w v, .… v,letw=[w w, .… w,] Alors, en 
raison des propriétés de distributivité et de commutativité dans les réels, 


ü (V + w) = Sat + wi) 
i=1 


n 
= DXC27 + uWw;) 
i=1 


=üP+üi.Ww [=] 


52. n vecteurs linéairement indépendants de R’ forment une base de cet espace. 


PREUVE 

Soit u = [us 2 … ms bu =[un un … mb. u =[u un …. un] 

n vecteurs linéairement indépendants de R”. Il faut montrer que ces vecteurs forment 
un système générateur. 

De l'équation vectorielle x; 7 + X,u3 +---+ x,u, = 0 on tire l’équation matricielle 


À X =O,x 
WU Ua tt Un [| Xi 0 
Ui2 Ua *'* Una || X2 0 
Un Un °°° Unn Xn 0 


Or, comme les vecteurs sont linéairement indépendants, l'équation matricielle n’admet 


qu'une seule solution, soit celle où x; = 0 pour i = 1,2,., n, de sorte que det A Z 0. 
Soitv =[w v, …. v, |un vecteur de R". II faut montrer qu'on peut écrire le vecteur ÿ 
comme une combinaison linéaire des vecteurs 4j, 42, ..., u,, C'est-à-dire qu’il existe 


des constantes y1, y, ..…, y, telles que y; 4 + yau3 +++ y,u,; = Ÿ. De cette équation 
vectorielle on tire l’équation matricielle 


A Y = V 
Wii Ua * Uni || Vi Vi 
Wi2 Uni ‘°° Una || 2 V2 
Un Un ‘‘ Uyn Yn Vh 


Comme detA Æ 0, cette équation matricielle admet une solution unique, de sorte qu’il 
est possible d'exprimer le vecteur ÿ comme une combinaison linéaire des vecteurs 4, 
U5, .…, U,. Les n vecteurs linéairement indépendants 4, 4, ..., u,; forment un système 
générateur de R’, et donc une base de cet espace. CI 
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53. a) [4 -2 7] 

[0 10 5] 

c) [8 —-14 —9] 

dÿ [25 25. 6] 

e) [15 20 —40]. Le produit vectoriel n’est pas associatif puisque les résultats obtenus 
en detene sont différents. 


f) L'opération n’est pas définie parce que $ - f est un scalaire et que le produit vectoriel 
est une opération sur deux vecteurs. 


g) —20 


mn 
LLI 
[e 4 
= 
Q 
< 
su 
U 


17 7 1 17 7 1 
54. ou . 
5 V339 V/339 | | V339 V339 V339 | 


ss. | 35 5 55 Je[ 35 5 55 | 
LL Ai71 171 171 Vi71 171 V71] 


56. a) ü-v = 0, de sorte que les deux vecteurs sont orthogonaux. 
b) wW=üxy=[-2 -8 4] 
c) On obtient une base orthonormée en multipliant chaque vecteur par l'inverse de sa 
norme. 


IA 6 
Eu rt nn | 
Im LE 21 V21 V2 


Les trois vecteurs obtenus forment une base orthonormée de R3. 


57. Le produit vectoriel de deux vecteurs # et # non nuls et non parallèles est un vecteur 
perpendiculaire au plan contenant # et ÿ. Dans le cas de deux vecteurs de R?, on 
obtiendrait un vecteur extérieur au plan xy, quon ne pourrait pas décrire sans l'aide 
d’une troisième composante. Or, les vecteurs de R? n'ayant que deux composantes, 
le produit vectoriel nest pas défini pour ces vecteurs. On peut toutefois ajouter une cote 0 
à deux vecteurs quelconques de R? pour les transformer en des vecteurs de R, et il est 
alors possible de calculer leur produit vectoriel. 


58. üxv=[3 -1 3], de sorte que|li x || = V19 = 4,4. L’aire du parallélogramme est donc 
approximativement de 4,4 unités carrées. 


59. Soit ABCD un parallélogramme dont les diagonales sont respectivement AC et BD. Soit _ 
BDEF un parallélogramme dont les côtés non parallèles BD et BF sont tels que BF = AC. 
Alors, l'aire du parallélogramme BDEF est le double de l'aire du parallélogramme ABCD. 


A B 


E 


PREUVE 

L’'aire du parallélogramme ABCD est donnée par | [AB X AD]| et celle du 

parallélogramme BDEF est donnée par [BD x BF) | Or, BD = BA + AD et 
BF = AC 


= AD + AB 
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60. 


61. 


62. 
63. 
64. 


On a donc 
BD x BF = (BA + AD) x (AD + AB) 


= BA x AD + BA x AB + AD x AD + AD x AB Distributivité. 


= BA x AD+0+0+ AD x AB Produit vectoriel de vecteurs parallèles. 


= —AB x AD + AD%x AB Vecteurs opposés. 


nn 
LUI 
oc 
= 
ce 
< 
LE 
() 


= AD x AB+ AD x AB Anticommutativité du produit vectoriel. 


= 2(AD x AË) 


Par conséquent, 


[BD x BF]| =||2(AD x AB) 
= 215 x | 

de sorte que l’aire du parallélogramme BDEF est le double de celle du parallélogramme 
ABCD. [=] 
a) Les coordonnées du point B sont (30cos20°, 30sin 20°) = (28,2; 10,3) et 

les coordonnées du point C sont (50cos130°, 50sin130°) = (32,1 38,3). 
b) P=||AB||+||8C||+||CA]| = 30 + 66,5 + 50 = 146,5 m 
c) Dans l’espace, les coordonnées des sommets du triangle sont A(0, 0, 0), 

B(28,2; 10,3; 0) et C(-32,1; 38,3; O). 
d) Environ 705 m2. 


Si P(xo, Yo } Q(x, n) et R(x, y2) sont trois points non colinéaires du plan, alors l'aire À 
du triangle PQR est donnée par 


A = Alx xoXY2 Yo) (22 xo "1 Yo) 


PREUVE 


On ajoute une cote 0 aux coordonnées de chacun des trois points pour les transformer 
en coordonnées de l’espace: P(&i Vos 0), Q(x: Yi 0) et R(x:, Ya 0). 


Les vecteurs PQ = [x — Xo Yi — Yo o| et PR = [ x2 — Xo Y2 — Yo 0] correspondent 
à deux côtés du triangle, et l’aire de celui-ci est égale à la moitié de l’aire du parallé- 
logramme qui a en commun ces deux côtés. Par conséquent, l'aire À du triangle est 
égale à la moitié de la norme du produit vectoriel de PQ et de PR, c'est-à-dire que 
A = %][PQ x PR|| Or, 
î F) 
PQXPR=}x% —X0 Yi — Yo 


X2 — X0 Y2 — Yo 


OS © #4} 


= |(x: xo) 92 Jo) (22 xo 1 Yo)]£ 


[PQ x PR|| = [Gi xo)(y2 Yo) (x2 xo »)f 
= |(x xo (2 Yo) (x) xo y M) 


Par conséquent, 


A = (x x0)(72 Jo) (22 xo 1 vo)| [a] 
Tr =||||= {fr x El] =|ff|||lFlsin(50°) = 15 N -m 


4 unités cubes. 


Le volume du parallélépipède dont les arêtes correspondent aux vecteurs AB, AC et AD 
est égal à la valeur absolue du produit mixte de ces trois vecteurs. Les trois vecteurs 
sont coplanaires (c'est-à-dire que les points À, B, C et D sont situés dans un même plan) 
si et seulement si le volume du parallélépipède (le produit mixte) est égal à 0. 
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Or, AB=[2 1 -3] AC=[1 0 2]et AD=[4 1 1]. Par conséquent, 


2 1 —3 
AB-(ACx AD)=|1 0 2 
4 1 1 
L 2 2-3 
eo 
= —1(—7) —-1(7) 
= 0 
Les points À, B, C et D sont donc coplanaires. 
CO 65. a) 11 unités cubes. 
re b) 4 unité cube. 
= 66. a) Faux. c) Vrai. e) Faux. g) Vrai. i) Vrai. k) Vrai. 
< b) Vrai. d) Faux. f) Faux. h) Faux. j) Faux. 1) Vrai. 
= 67. a) Scalaire. d) Non définie. g) Vecteur. 
b) Vecteur. e) Scalaire. h) Scalaire. 
c) Non définie. f) Scalaire. 
CHAPITRE 8 1.a) A,:lx =[-1 -3 2]J+kK[5 5 OJoùk eR 
b) A:[x _ 4 6]+k,[1 3 -1]Joùk eR 


_2 1]+kK[-8 -2 -I2loùkeR 
ks[ [2 —] 2]où k; e R 


Il 


LE 
[2 
É 
[3 


Il 


Nez 
D 
S 
= = — 
R 


R à 


z] 
z] 
z] 
z] 
z] 


2. Aet D. 
3. a) P(3,1,2)etd =[2 4 -3]. 
b) P,(0,0,0)etd; =[-1 2 —2]. 
c) P,(4,2,0)et d3 =[-2 -1 1]. 
P, (3, 0, 2) et d, =[-4 1 0] 
e) B1-1,-4)etd =[3 2 5]. 
f) 2 1]. 
4. a) b =1etc = —9. 
b) 4 =7etc; = 10. 
c) a =4etb; = —2. 


5. a) Les équations paramétriques de la droite A, sont 


A;: =-3+5k oùk ER 
z=2 


Les équations symétriques de la droite ne sont pas définies puisqu’une des 
composantes du vecteur directeur est nulle. 


b) Les équations paramétriques et symétriques de la droite À; sont respectivement 


x=2+k, 
A,:47=4+3k où k, ERet dix -2= 2 = 
z=6—-k, 
c) Les équations paramétriques de la droite A; sont 
x = —1l 
A3:47=—2+k;oùk ER 
z = 3 
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Les équations symétriques de la droite ne sont pas définies puisqu’une des 
composantes du vecteur directeur est nulle. 


d) Les équations paramétriques et symétriques de la droite A, sont respectivement 


X—3 y+ z—1 
A4: = —2—2k, où k, ER et A,: = = 
a 17 4 4 4 8 2 12 
z=1-12k, 
e) Les équations paramétriques et symétriques de la droite A; sont respectivement 
X = 2ks 
X  Y 2 
ATE = -k; où k eRet As: —=—=— 
51) 5 5 #52 2 
z =2k; 
Les équations paramétriques et symétriques de la droite A4 sont respectivement 
x=4+2k ; 
x — 4 z—1 
A6: y=l1-k oùk eRet Ac: ne = 
2 —1 2 
z=1+2k 


6. Si d est un vecteur directeur d’une droite À, et si OP et OQ sont les vecteurs position 
respectifs de deux points distincts de la droite À, alors OP x d = OQ x d. 
PREUVE 


P et Q étant deux points distincts de la droite A, le vecteur PQ est parallèle à tout 
vecteur directeur de cette droite. Par conséquent, 


OQ x d = -PO x d = OPx à Es] 
7.a) Ai:fx y z]=[1 -1 -4]+k&[3 2 -5]Joùk eR 
b) A:fx y z]=[4 2 0]+k[-2 -1 1]Joùk eR 
co) As:fx y z]=[2 5 2]+k[3 -8 0OJoùk eR 
d) Au:[x y z]=[4 -2 5]+kl1 3 -1loùk eR 
e) As:ifx y z]=[2 1 -1]+k;[-1 1 -4]Joùk eR 
f) AG:[x y z]=[2 -1 TE =, À [où k eR 


8. a) Sid, = 0, alors tous les points de la droite À ont la même ordonnée. Par conséquent, 


la droite A est incluse dans un plan parallèle au plan xz. 
b) Sip; = pi = p3 = 0, alors la droite À passe par l’origine (k = O). 
c) Sid, = d3 = 0, alors d = [0 d, O]est un vecteur directeur de la droite A. 


Par conséquent, cette droite est parallèle à l’axe des ordonnées et perpendiculaire 
au plan xz. 


d) Sid» = d3 = 0, alors d =[d, 0 O]est un vecteur directeur de la droite A. 
Par conséquent, cette droite est parallèle à l'axe des abscisses et perpendiculaire 
au plan yz. 


e) Sid = 0, alors tous les points de la droite A ont la même abscisse. Par conséquent, 
la droite A est incluse dans un plan parallèle au plan yz. 
9. Si p:d3 = pad: # 0, alors la droite A donnée par 
x = fi + dik 
A4y=p+dkoùukeR 
Z = pa + dk 


coupe l’axe des abscisses. 


(ee) 
LUI 
2 
E 
[ou 
< 
ae 
OU 
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PREUVE 

Pour prouver que la droite À coupe l’axe des abscisses, il faut montrer qu’elle passe 
par un point dont l’ordonnée et la cote valent 0. Or, d3 Z 0 parce que p;d3 4 0. 
Par conséquent, 


z=0 = k D > y=p+d; ) L Pad — pad: 
d3 d3 d; 
Comme p:d; = pxd3 —  pid; — psd} = 0, on en déduit que y = 0. Par conséquent, la 


droite À passe par un point dont l’ordonnée et la cote valent 0 C = ) La droite À 


3 


d; — d 
coupe donc l’axe des abscisses en Af2é Rs, 0, o} [=] 


3 
10. Si a, b et c sont trois nombres réels non nuls, alors la droite À passant par le point 
A(a, b, c) et de vecteur directeur d =[a b c]passe par l'origine. 


PREUVE 


Il faut montrer que la droite A passe par le point O(0, 0, 0). Les équations paramé- 
triques de cette droite sont données par 


(ee) 
LUI 
[a 
= 
Q 
< 
LE 
®) 


x=a+ak 
Ady=b+bkoùkeR 


z=c+ck 


Si on pose k = —1, on obtient x = 0, y = 0 et z = 0. Par conséquent, la droite À passe 
par l’origine. 


11. Les équations symétriques de la droite qui passe par les points A(&, bi, c) et B(a>, b:, c:) 
(dont les coordonnées correspondantes sont distinctes) sécrivent sous la forme 
X—-4& __Y-h _z-a 


M4 b, -b GO —G 
PREUVE 
Le vecteur AB = [a — a b—b c;, — c |est un vecteur directeur de la droite dont 
toutes les composantes sont non nulles parce que les coordonnées correspondantes des 


points À et B sont distinctes. Si on choisit le point À et qu'on prend AB comme vecteur 
directeur, les équations symétriques de la droite sont 


X—- 4 __Y-h _z-a 


M4 b —-b GO —G [=] 


12. Le vecteur d est perpendiculaire au vecteur OX si et seulement si d - OX = 0. 
Or, d #0 = Il I Æ 0. Par conséquent, la valeur cherchée de k est telle que 


d.OX =0 


Qu 


(GP + xd) = 0 
.OP = -kd à = Ka” 
__d-0P 

Il 


Qi 


13. Tous les points X(x, y, z) de la droite A qui passe par les points P(p1, Pr, ps) et 
Q(q; D; 4) vérifient les équations paramétriques 


x =(1—k)p +kq 
Ady={(1-k)p +kp oùkeR 
z=(1—Kk)ps + kqs 
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14. 


15. 


16. 


PREUVE 

Le vecteur PQ = [a Pi D—P: 4-P: ] est un vecteur directeur de la droite. Si on 
choisit le point P et qu’on prend PQ comme vecteur directeur, les équations paramé- 
triques de la droite sont 


x = p1+k(q -p1) 
Ady=p+k(g-poukeR 
z= p3+k(gs — ps) 
En regroupant les termes en p,, on obtient les équations paramétriques 


x =(1—k)p +kq 


Ady=(i-k)p +kqg oùkeR Re 
2= (1 K)ps + kgs eo F 
Do = 
a) _—. = 2,4 unités OC. 
< 
V502 a E 
b) —— = 3,4 unités (5) 
43 
c) O unité: le point Q: appartient à la droite A3. 
315 
d = 4,7 unités 
ET: 


Si P et Q sont des points distincts d’une droite À de l'espace et si R est un point 


extérieur à cette droite, alors la distance du point R à la droite A est égale à 
[RP x RG] 
|IPG| 


PREUVE 


R 


D'une part, l’aire du triangle PQR représenté ci-dessus est /bh = A [PQ] h, où h 
désigne à la fois la hauteur du triangle et la distance entre le point R et la droite 
qui passe par les points P et Q. 

D'autre part, on sait que l’aire du triangle PQR est aussi égale à YIIRP X RO|| 
Par conséquent, 


x OIL IF [RP x RG] 
IRP x RG] =IPQÎR = # ol 
La distance du point R à la droite A est donc égale à 
[RP x RG] 
PA] es) 


a) [IQP=|[2+24 6-1 -1]]- Ver +61+5 


b) Ilsuffit de trouver la valeur de f qui annule la dérivée première de l'expression de 


d 6t +3 
la distance: (V6 + 6t+ 5) 0 = 0 = t 4. Comme 


Ver? +61+5 
la dérivée est négative pour des valeurs de { légèrement inférieures à —1 (fonction 


décroissante) et positive pour des valeurs de { légèrement supérieures à —- (fonction 
croissante), la fonction de distance atteint une valeur minimale à { = —W. 


 P(2-Y%,%) 
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17. a) Les droites A, et À; sont gauches. 


b) Les droites A; et À, sont parallèles distinctes et la distance qui les sépare est 
d'environ 3,5 unités. 


c) Les droites A; et A4 sont parallèles confondues. 


d) Les droites A; et A, sont concourantes, elles se coupent en (2, —1, 1) et elles déter- 


1 
minent un angle de arccos—— = 85,0°. 
à V6 4/22 
e) Les droites A9 et Ay, sont concourantes, elles se coupent en (—9, 10, 5) et elles 
102 
déterminent un angle de arccos—— = 31,8°. 
È V61 236 
f) Les droites AÀ;, et AÀ;, sont concourantes, elles se coupent en (4, 4, 4) et elles 
11 
déterminent un angle de arccos— = 14,4°. 
- V3 43 


g) Les droites A;; et A;, sont gauches. 


h) Les droites A;5 et Ajé sont parallèles distinctes et la distance qui les sépare est 
d'environ 3,5 unités. 


18. a) R(%, %, -%) c) R(3, 1, -3) 
b) R(4, %,-%) d) R(%, #4, 74) 


19. Les plans 7, 7, et 74 sont mutuellement parallèles. Les plans T;, T3, % et Z sont 


CO 
LLI 
[a 
= 
Cu 
< 
Æ 
OU 


mutuellement parallèles. Seul le plan ZÇ nest parallèle à aucun autre plan. 


20. Les plans 7, et 7, sont perpendiculaires; il en est de même pour les plans 7, et Æ4, ainsi 
que pour les plans 7; et æ3. 


21. Le lieu décrit par l'équation est le plan passant par les points A(1, 2, 3), B(4,5,6)et 
C(7, 8, 0). 


22. l'équation 1 1 1 


X1 X2 X3 
Yi Y2 3 
Z1 22 33 


N XX àk nm 


définit l’équation du plan Z passant par les points non colinéaires A(x;, y,, z), 
B(x, Y2» 2) et Cxs, V3 z3). 
PREUVE 


Si on développe le déterminant selon la dernière colonne, on obtient une équation 

de la forme ax + by + cz + d = 0 ou, de manière équivalente, une équation de la forme 
ax + by + cz = k. Cette équation est celle d’un plan. Mais il y a plus! Les points 

A(x, Yi ä), B(x, Ya 2) et tes, Ya z3), satisfont à l’équation 


1 1 1 1 
X1 X2 X3 X 
ñ Y1 Y3 3] 70 
Z Z2 Z3 Z 


puisqu’en remplaçant x, y et z par les coordonnées de ces points, on obtient un déterminant 
qui a deux colonnes identiques et qui vaut donc 0. Par conséquent, l’équation proposée 
définit le plan passant par les points A(x, Yi A ) B(x2, Vas 2) et C(x3 > Ya» z3). [=] 
23. a) T:-x+7y+6Z=10 d) %;:3x-4y+5z2=20 g) Æo:-x+67y—3z=-1 
b) 7,:-x+4y+2z=1 e) m:3x+4y+5z=40 h) %i:y=2 
c) A3:3x+2y-5z2=20 f) m:x-y-z=72 
24. a) b=9 c) A,CetD. 
b) a=-10etb=5. d) P(2,4,-14) 


25.a) Mm:AZx+%y + ŸYz = 1 
b) m: Yx+Yy+ÿYz= 18 
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26. 


c) 


d) 


e) 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


f) 


On a 
m3 = PQ X PR =![bc ac ab] 
et P(a, 0, 0) est un point du plan 73. Par conséquent, l'équation cartésienne de ce 
plan est 7,: bcx + acy + abz = abc, et son équation normale est donnée par 
bc ac 
D + ———————Û—_—_—_— 
Vb?c? + a?c? + a?2b? Vb?c? + a?c? + a?b? 
ab abc 
+ Z 
Vb2e2 + a2c2 + a2b? Vb2c2 + ac? + a2b? 
4 2 3 9 


X + + Z 
V29 V3” "V2 29 
2 5 8 23 


Ti ———X — ——Y + ——2 = —— 
SJ Jos" Jo V93 
L’équation vectorielle du plan 7, est 


m:fx y z]=[% 0 o]+r-X % 0]+4-% 0 -7] 


oùretse R, etses équations paramétriques sont 


x=A-Yr-%s 


H:4y=%r oùretseR 


UPE 


(ee) 
LLI 
2 
= 
[ou 
< 
3e 
|) 


z= 7,5 


L’équation vectorielle du plan 7, est 
m:[x y z]=[6 0 0]+r[-6 6 0]+5s[-6 0 -3]oùretseR 
et ses équations paramétriques sont 
x —=6—-6r—-6s 
T:17=6r oùretseR 
z = —3s 
L’équation vectorielle du plan 7; est 
ms:x y z]=[-1 2 -3]+r[-1 3 2]+s[4 1 3]oùretseR 


et ses équations paramétriques sont 


—l—-r+4s 
2+3r+5 oùretseR 


x 
T3: 47 
Z=-3+2r+3s 


Il 


L’équation vectorielle du plan 7, est 
Ha:[x y z]=[-1 3 2]+r[0 1 0]+5[0 O 1]JoùretseR 
et ses équations paramétriques sont 
x = —1l 
Ta: y =3+roùretseR 
z=2+s 
L’équation vectorielle du plan 7; est 
zs:lx y z]=[2 4 -2]+r[1 0 0]+s[0 0 1]oùretseR 


et ses équations paramétriques sont 


XxX=2+r 
T::4Y=4 oùretseR 
Z=-2+5s 


L’équation vectorielle du plan 4 est 
mx y z]=[-1 -3 2]+r[5 5 0]+s[-2 4 -1]JouretseR 
et ses équations paramétriques sont 
x=-l+5r—-25 
Hé: 4Y=-3+5r+4s oùretseR 


Zz=2—Ss 
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g) L’équation vectorielle du plan 7; est 
mpix y z]=[1 2 -3]+r[2 2 -3]+s[0 2 -4]oùretseR 
et ses équations paramétriques sont 


x=1+2r 
T1:1Y=2+2r+2s oùretseR 


z=-3-3r—-4s 
h) L’équation vectorielle du plan æg est 
ms:lx y z]=[1 1 2]+r[3 0 —-1]+s[6 1 OJoùretseR 
et ses équations paramétriques sont 


Xx=1+3r+6s 


CO AS 
LL Tg:4yY =1+s oùretseR 
ÉÉ z=2-7r 
a i) L’équation vectorielle du plan 7 est 
= mo:[x y z]=[4 2 —-1]+r[-2 0 4]+s[1 0 OJoùretseR 
CU et ses équations paramétriques sont 
x=4-2r+s 
To: 4Y=2 oùretseR 
z=-1+4r 
50 = 
27. a) —— = 1,6 unité 
950 
b) L 0,2 unité 
—— = 0,2 unité 
V21 
20 
c) La distance de 7; à l’origine vaut e = 3,2 unités. La distance de 7, à l’origine 
3 
vaut —— = 0,5 unité. 
V38 
20 
d) —— = 2,8 unités. 
V50 
) nr 
e) —— = 5,7 unités. 
V50 
6 
f) La distance de 7; à l’origine vaut 7 = 1,2 unité, celle de x à l’origine vaut 
3 
—— = 1,2 unité et celle de % à l’origine vaut — = 0,8 unité. 
V6 . 6 
) D Gun 
—— = 0,1 unité. 
ë V46 
h) 2unités. 


28. Soit R le point du plan æ: x + y + z = 5 le plus proche du point Q(0, 0, 0). Le point 
P(5, 0, 0) appartient à x. De plus, % =[1 1 1] est un vecteur normal à ce plan, de 
sorte que 


Re 
est un vecteur unitaire normal au plan #. Pour appliquer la formule 


OR = OG+QR 


= OG + CP, 
il faut trouver les composantes du vecteur Ps. Or, 
— _ 2m 
QP; = — u 
M M 


Sets à à} 
1 
=[% % 3%] 
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29. 


30. 


31. 


Par conséquent, 
OR = OG + QR 
= OQ + QPZ 
=[0 0 01]+[%4 % 1 
=[% %# 4] 
On peut donc en conclure que le point R(54, %, %) est le point du plant: x+y+2=5 
qui est le plus proche de l’origine. 


On détermine le point R d’un plan x qui est le plus proche d’un point Q extérieur à 
ce plan à laide de l'équation vectorielle OR = OQ + QR = OQ + PP. où P est un point 
de 7, et n,; un vecteur unitaire normal à ce plan. 


a) Soit R le point du plan 7,: —4x — 6y + 2z = —7 qui est le plus proche du point 
Q(2, —1, 3). Le point P(74, 0, 0) appartient au plan Z et =[-4 -6 2]estun 
vecteur normal à ce plan, de sorte que 


_ l —4  —6 2 
Lie el V56 | 
est un vecteur unitaire normal à 7. Pour appliquer la formule 
OR = OG + QR = OQ + QP; 


il faut trouver les composantes du vecteur Pr. Or, 


—— P : u 
= @ ru nu = [Ma Ye — Ya] 


u 


Nu: ui 
Par conséquent, _ 
OR = OQ + QR 
= OQ + PP; 
=[2 -1 3]+[444 %s el 
=[%4 %s 772] 
On en conclut que R(%,, 5%, 7343) est le point du plan Æ,:—-4x — 6y + 2z = -7 qui 
est le plus proche du point Q(2, —-1, 3). 
D) R(%6, 76, -) 
c) R(2,-1,3) 


d) R(7,0, Y) 

e) R(9, —%9, 1740) 

f) RS, 1087, 1947) 

a) 0e = 2,8 unités 

14 

A 
11 

c) Le = 4,9 unités 
V6 


d) O0 unité. Le point C appartient au plan x. 


e) O unité. Les deux plans sont confondus. 
11 


f) —— = 2,2 unités 
) 24 


g) Les plans 9 et Æ1, sont sécants. On considère que la distance entre deux plans 
sécants vaut O. 


h) O unité. Le point D(—2, 1, 1) appartient au plan Z». 


Une droite est perpendiculaire à un plan si et seulement si un vecteur directeur de cette 
droite est parallèle à nimporte quel vecteur normal au plan. Le vecteur # =[-1 2 1]est 


(ee) 
LUI 
œ 
= 
[ou 
< 
15 
OU 
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normal au plan %, et d =[2 2 —4],d, =[-1 2 1],d; =[2 -1 0], d; =[2 -4 2] 
et ds =[-2 4 2]sont respectivement des vecteurs directeurs des droites A;, A;, A3, A4 
et A5. Comme les vecteurs d, dy et ds sont parallèles au vecteur #, les droites A;, A, et 
À; sont perpendiculaires au plan x. 


32. Une droite est parallèle à un plan si et seulement si un vecteur directeur de cette droite 
est perpendiculaire à n'importe quel vecteur normal au plan, cest-à-dire si le produit 
scalaire de ces deux vecteurs est nul. Le vecteur # = [—1 2 1] est normal au plan x et 

d =[2 3 -4],d =[3 2 -1],d; =[2 -1 0], d, =[3 1 1]etd& =[-2 -1 3] 

sont respectivement des vecteurs directeurs des droites A, A;, A3, A4 et A5. Le produit 

scalaire de # et d’un vecteur directeur de lune des droites donne % - d =0,:d, =0, 


co ñ-dj=-4,ñ.d, =0etñ:d; = 3. Par conséquent, seules les droites A, À, et À, sont 
re) parallèles au plan x. 
— 33.a) seR 
< b) s=6 
L c) La distance entre la droite A, et le plan 7, est égale à la distance entre un point de la 
U droite, par exemple A(-1, 2: —3), et le plan, soit 
aq + bq2 + cqs — £ 2(—1) + 1(2)+(—2)-3) — s É s 
Na? + b? + e2 22 ne, 3 
Si cette distance vaut 5 unités, alors 
F —S 6-5 6-5 
=5 = = 5 où D > S$ 9 ous =21 
3 3 3 
d) f=17et la distance entre la droite À, et le plan 7, est de LE 2,8 unités 
| ' : V4 | 


e) t = -8 
f) r=14 et le point d’intersection des deux droites est R(1 1,18, 17). 


34. a) Les vecteurs m =[3 2 -1|etn; =[4 -2 1]sont respectivement normaux aux 
plans 7, et #, et ne sont pas parallèles, de sorte que ces plans ne le sont pas non 
plus. Or, la formule employée s'applique uniquement au calcul de la distance entre 
deux plans parallèles. 

b) La formule employée s’applique uniquement dans le cas où les coefficients des 
inconnues sont identiques dans les équations respectives de deux plans parallèles. 
Il aurait donc fallu diviser d’abord chaque membre de l’équation du plan 7, par 2. 


La distance entre les plans 7, et 7, est en réalité égale à = 0,3 unité. 


c) La formule employée est celle de la distance entre une droite et un plan 
parallèles. Le vecteur d = [3 4 5]est un vecteur directeur de la droite 
et le vecteur # = [4 —-2 1]est un vecteur normal au plan. Comme 
ñ-d=[4 -2 1].[3 4 5]=9 + 0, le vecteur normal au plan n’est pas 
perpendiculaire au vecteur directeur de la droite, de sorte que la droite 
n'est pas parallèle au plan. En fait, la droite coupe le plan au point R(1, 4, 4). 


V10 7V104 V475 
35.a) —— = 0,5 unité b) = 1,4 unité ©) —— = 5,8 unités 
6 52 V14 


36. a) Les droites A; et À, ne sont pas parallèles puisque leurs vecteurs directeurs 
respectifs, d =[1 1 —1]etd, =[0 1 -2],nele sont pas. Si la distance entre 
ces droites n’est pas nulle, celles-ci sont gauches. Or, 

i=4 xd, =[-1 21] 
est un vecteur normal aux plans parallèles 7, et 7, auxquels appartiennent 
respectivement les droites A; et A. Puisque P (2, 0, 1) appartient à A, et donc 
à 7, et que P, (2, 0, 3) appartient à A,, et donc à 7, les équations cartésiennes 
des plans 7, et 7, sont 


Hi:-X+2y+z=-letr,;: —-x+2y+z=1l 
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37. 


38. 


de sorte que la distance séparant les plans 7, et , et donc les droites A, et AÀ;, 
6 2 
est de Fu 0,8 unité. 


Les droites A, et À; sont donc gauches. 
Déterminons maintenant les points Q, € A; et Q, € À, qui sont les plus proches 
Pun de l’autre. Ces points sont tels que Q,Q, est perpendiculaire aux vecteurs 
directeurs d, =[1 1 —1]et d, =[0 1 —2], de sorte que QQ, : d = 0 et 
Q@ -d =0. 
Les coordonnées de Q, € A, sont Q(2 + k, k;, 1— k) pour une valeur de k,, et, 
de manière similaire, les coordonnées de Q, € A, sont Q, (2, k,3— 2k;) pour 
une valeur de k;. Ainsi, QQ, =[-k -k +k, 2+%k —2k, || 
Or, QG . d = 0, de sorte que 
(-k)D + Ck + k)0)+(2+k -2kR)-D = 0 
d'où —-3k, + 3k; = 2. 
De même, QQ - d; = 0, de sorte que 
(-k)(0) + (-k + k)(0) +2 +k —-2k)(-2) = 0 
d'où —3k, + 5k) = 4. 
Il faut donc résoudre le système d’équations 
-3k + 3k, = 2 
_3k + 5k = 4 


dont la solution est k = 4 et k, = 1. En substitant ces valeurs, on obtient 


QU, 74, 74) et Q@ (2, 1,1). 

. : . V6 ” 
La distance séparant les points Q (74, L, 24) et Q, (2, 1, 1) est de Ed 0,82 unité, 
ce qui correspond à la distance entre les droites gauches A, et A:. 


b) Les droites A, et À; sont gauches et les points Q: (0, 4, #) e A et Q (1, 2; 3) € À; 
sont les points les plus proches l’un de l’autre. La distance séparant ces points est de 


Vi4 


ES = 1,87 unité, ce qui correspond à la distance entre les droites gauches A; et A3. 


a) A(%, 0, 0), B(0, , 0) et C(0, 0, —5). 

b) Les trois plans n’ont pas de point commun, de sorte que leur intersection est vide. 
D AG 4-2 

d) L’intersection de la droite À; et du plan 7 est la droite elle-même. 

e) A(8,-—32,-21) 

f) La droite A, et le plan 7, n’ont aucun point commun, de sorte que leur intersection 


est vide. 


À cause de la symétrie du cube, l'angle d’une diagonale avec une face du cube sera le 
même quelle que soit la diagonale et quelle que soit la face. Insérons le cube dans un 
système d’axes cartésien en utilisant comme axes les arêtes d’un cube. 


(ee) 
LUI 
œ 
= 
[ou 
< 
1E 
OU 
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Si l’arête du cube mesure a unités, alors la diagonale issue de l’origine peut être 
représentée par le vecteur ÿ =[a a a]. Langle que fait le vecteur ÿ =[a a 4] 
avec le plan z = 0 qui a pour vecteur normal #% = [0 O 1] est donné par 

P-#] | a 


——— = arcsin 
IA av3 


arcsin = 35,3° 


Par conséquent, les diagonales d’un cube font des angles d'environ 35,3° avec les faces 
du cube. 


39. a) La droite À est parallèle au plan x si ñ - d = 0. 


PREUVE 
co Une droite est parallèle à un plan si tout vecteur directeur de la droite est 
LL perpendiculaire à un vecteur normal au plan, c’est-à-dire si ñ - d = 0. [=] 
[e 4 b) Siñ:d # 0, le vecteur position du point d’intersection R de la droite A avec le plan 
= 7 est égal à 
= — ff: PQ \= 
< OP +| —— |à 
2e ñ-d 
E PREUVE 


Comme P et R sont deux points de la droite À, 
PR=kd = PO+OR=kd = OR = OP +kd 
Comme Q et R sont deux points du plan x, 
ñ-QR=0 = ñ-(QO0+OR)=0 = ñ-OR=%-0Q 
En remplaçant, dans l'équation du plan 7, le vecteur OR par le membre de droite de 
OR = OP + kd, puis en isolant la constante k, on obtient 


ET 
el 
Il 
ET 
© 
© 


= 
ñ -d 


Si on remplace k par sa valeur dans l’équation de la droite A, on a 


OR = OP+ud = OR-0P+ (F8) D 
ñ- 
c) La distance entre le point P de la droite A et le point d’intersection R de la droite A 
avec le plan Æ est égale à 
ñ - PQ 


—=|là 
= PO al 


PREUVE 
La distance entre les points P et R est égale au module du vecteur PR. Or, 
PR = PO +OR 


-70+07+(718) 


-(22)% 
ñ -d 


ñ : 


_ ñ. PO. - 
Par conséquent, ||PR|| L _ el [s] 
ñ -d 
40. a) a = 83,7° c) au = 3° 
‘ VI4 V6 ’ V101 3 7 
3 | 5 
b) arcsin—— = 53,3° d) arcsin—— = 29,7° 
) V14 V6 (17 
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A1. 


42. 


43. 


A4. 


45. 


x+1 y+3 z-2 
3 2 —5 
x=%—k; 

b) A:4y7=% oùk eR 


z=k 


a) A;: 


=[0 3 0]J+k[1 —-1 1Joùk eR 


- 74 0]+kl%o 0 1Joùk eR 
= FX 1  z-1 

e) A5: = 
Te 5 6 
Soit À, B, C et D quatre points de l'espace. Ces points sont coplanaires si l’une des 


conditions suivantes est remplie: 


* Les vecteurs AB, AC et AD sont linéairement dépendants. 
. L'un des quatre points appartient à un plan qui passe par les trois autres points. 
+ Le produit mixte des vecteurs AB, AC et AD est nul. 
Ona AB=[2 -3 5] AC=[-2 -3 13]et AD =[1 -4 10]. Donc, 

2 —3 5 

AB-(ACx AD)=|-2 -3 13 
1 —4 10 
= 0 

Ainsi, le volume du parallélépipède dont trois arêtes correspondent respectivement 


(ee) 
LUI 
œ 
E 
se 
< 
2e 
OU 


aux vecteurs AË, AC et AD vaut 0: les points À, B, C et D appartiennent à un même 
plan. On aurait également pu déterminer l’équation du plan qui passe par les points À, 


B et C, puis vérifier que le point D appartient aussi à ce plan. 


Le vecteur AB=[4 -2 2]est perpendiculaire au plan cherché qui passe par le 
milieu du segment AB, soit M(4, 3, 2). l'équation cartésienne de ce plan est donc 
T: 4x —-2y+22Z = 14. 


Si un plan 7, situé à une distance p de l'origine, coupe les axes de coordonnées aux points 
A(a, 0, 0), B(0, b, 0) et C(0, 0, c) où a, bet c sont des constantes différentes de 0, alors 
1 1 1 1 
+ ; 


PREUVE 


Les vecteurs AB =[-a b O]et AC =[-a 0 c]sont parallèles au plan x. 
Par conséquent, 


T ji K 
ABx AC=|-a b 0 
—a 0 c 

= [bc ac ab] 


est un vecteur normal à ce plan. L’équation cartésienne du plan # est donc 
bcx + acy + abz = abc 


Comme a, b et c sont des constantes différentes de 0, on peut diviser chaque membre de 
cette équation par abc. On obtient ainsi l'équation cartésienne de x: 

1 1 1 

—X+—-y+-2z=1 

a b c 
La distance de ce plan à l’origine est donnée par 


1 
. 1 1 1 
PS 
On en déduit que 
une en 
p & bb € [] 
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46. Si X(x, y, z) est un point quelconque du plan qui passe par les points À, B et C, alors le 
vecteur AX est un vecteur du plan et il est donc perpendiculaire à tout vecteur normal au 
plan. Comme le vecteur AB x AC est perpendiculaire à la fois à AB et à AC, il est normal 
au plan qui contient ces deux vecteurs, et donc au plan qui passe par les points À, Bet C. 
Par conséquent, AX est perpendiculaire à AB x AC. On en déduit que AX : (AB X AÛ) = 0. 
On peut également utiliser le raisonnement suivant. Si X est un point quelconque du 
plan qui passe par les points À, B et C, alors ces quatre points sont coplanaires, et le 
produit mixte AX (AB X AC) est donc nul. 

Ainsi, l'équation AX (AB x AC) = 0 décrit l’ensemble des points X(x, y, z) du plan 
qui passe par les points À, B et C. 

47. Pour définir l'ensemble des points X(x, y, z) d’un plan de l'espace, il faut déterminer: 

. soit trois points non colinéaires du plan; 
. soit un point du plan et un vecteur normal (perpendiculaire) au plan; 


. soit deux vecteurs linéairement indépendants et parallèles au plan et un point du plan. 


(ee) 
LUI 
[a 
= 
Q 
< 
LE 
(®) 


48. L'équation # - PX = 0 correspond au fait qu’un plan est complètement déterminé par 
la donnée d’un point P du plan et d’un vecteur # normal (perpendiculaire) au plan. 


En effet, un vecteur PX du plan est perpendiculaire à un vecteur normal au plan, 

de sorte que leur produit scalaire est nul. Quant à l'équation PX = kiä + k5 où k 

et k, € R, elle correspond au fait qu’un plan est complètement déterminé par deux 
vecteurs % et Ÿ, linéairement indépendants et parallèles au plan, et un point du plan. 
En effet, tout vecteur d’un plan s'écrit comme une combinaison linéaire de deux 
vecteurs linéairement indépendants parallèles à ce plan. Enfin, l'équation 

AX - (AB X AC) = 0 correspond au fait qu'un plan est complètement déterminé par 
trois points non colinéaires du plan. En effet, si X est un point quelconque du plan, 
alors le volume du parallélépipède déterminé par trois vecteurs du plan AX, AB et AC 


est nul. 
49. a) Vrai. d) Faux. g) Vrai. ) Vrai. m) Vrai. p) Vrai. 
b) Vrai. e) Vrai. h) Faux. k) Faux. n) Vrai. q) Vrai. 
c) Faux. f) Faux. i) Vrai. D) Faux. o) Vrai. 
50.a) Aj:[x y z]=[2 4 -3]+k[2 1 -3Joùk eR 
b) A,BetC. 
co) d' =UV=[3 2 1]. 
d) AVE y=7+2k oùk, ER 
Zz=-7— k 
dd À X—3 y —2 - z +3 
3 2. —] 


f) Comme deux vecteurs directeurs des droites À, et A; sont parallèles 
(& =[3 2 -1]= ds), ces droites sont parallèles. La distance entre les 
V122 


V14 
g) Le point d’intersection des droites A, et À, est H(4, 5, —-6), et l'angle qu’elles 


deux droites est de = 3,0 unités. 


11 
déterminent est de or = 38,22. 


V236 
h = 4,1 unités 
) V14 
) R(-1%,1$,1%) 
19 
j) —— = 2,2 unités 
) FE 
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CHAPITRE 9 


1. 


k) 


u) 


b) 


. a) 


b) 


m:[x y z]=[2 4 -3]+r[2 1 -3 ]+5[3 2 -1]JoùretseR 
Xx=2+2r+3s 

T:19/=4+r+2s oùretseR 
z=-3-—-3r-s 

H:5X—-7y+2z—=—-21 

hote 

FE ; 

R(-Z£, 25, —75) 
A à 

He 0 

Aix y z]=[% 2% 0]+k[-% 2 1loùk eR 


arccos = 80,6° 


2, 
V75 V2 
TH: —X + y +127 = 13 
Le point d’intersection de A, et de 7 est J(—-11W,, -7%/,,1W3). L'angle entre A; et 7; 


est de à = 16,7°. 
V146 V14 ’ 
Les équations paramétriques de la droite A; sont 
x=4+6k; 
A5:47=-7-6k oùk eR 
z=2+k 


Ces valeurs de x, de y et de z vérifient l’équation du plan 7; quelle que soit la valeur 
de ks. En effet, 


—x+y+122=-(4+6k;)+(-7 —- 6k;)+12(2 + k;) = 13 


Par conséquent, la droite A5 appartient au plan #3. 
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Soit x la quantité (en hectolitres) de Vin Fou à produire, y la quantité (en hectolitres) 
de Vin Fin à produire et z la quantité totale (en hectolitres) de vin produite. 

Le programme linéaire consiste à maximiser la fonction objectif z = x + y sous 

les contraintes x > 0, y > 0, 200x + 250y < 7 000 et 320x + 280 y < 8 800. 

Soit x la quantité (en hectolitres) de Vin Fou à produire, y la quantité (en hectolitres) 
de Vin Fin à produire et z le profit tiré de la vente de la production. Le programme 
linéaire consiste à maximiser la fonction économique z = 2200x + 3000 y sous 

les contraintes x 2 0, y Z 0, 200x + 250 y < 7 000 et 320x + 280 y < 8 800. 


Soit x la quantité (en grammes) de l’aliment X employée dans le mélange, y la 
quantité (en grammes) de l'aliment Y employée dans le mélange et z la quantité de 
calories dans le mélange alimentaire. Le programme linéaire consiste à minimiser 
la fonction objectif z = 2x + 3y sous les contraintes x > 0, y > 0, 4x + 2y > 50 et 

x +3y 2 60. 

Soit x la quantité (en grammes) de l’aliment X employée dans le mélange, y la 
quantité (en grammes) de l'aliment Y employée dans le mélange et z le coût du 
mélange. Le programme linéaire consiste à minimiser la fonction économique 

z = 0,003x + 0,001 y sous les contraintes x > 0, y > 0, 4x +2y > 50 et x +3y > 60. 


. Soit x la quantité (en kilogrammes) utilisée du premier mélange d'engrais, y la quantité 


(en kilogrammes) utilisée du deuxième mélange d'engrais et z le prix des engrais achetés. 
Le programme linéaire consiste à minimiser la fonction économique z = 1,00x +1,20 y 
sous les contraintes x 2 0, y 2 0, 30x + 20y > 200, 60x + 20y Z 300 et 10x + 20y > 100. 


. Soit x la quantité (en litres) produite du premier type d'essence, y la quantité (en litres) 


produite du deuxième type d'essence et z le profit tiré de la vente d'essence. Le programme 
linéaire consiste à maximiser la fonction économique z = 0,04x + 0,042 y sous les 
contraintes x 2 0, y 2 0, x + y < 316 000 et 0,25x + 0,27 y < 81000. 
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. Soit x la quantité (en litres) produite du mélange À, y la quantité (en litres) produite du 
mélange B et z le profit tiré de la vente des deux mélanges de jus. Le programme linéaire 
consiste à maximiser la fonction économique z = 0,5x + 0,6 y sous les contraintes x > 0, 
y 20,0,4x +0,87 < 10 000 et 0,6x + 0,2y < 12000. 


6. Soit x la quantité (en kilogrammes) produite de la variété Fantôme, y la quantité (en 
kilogrammes) produite de la variété Monstre et z le profit tiré de la vente de la production. 
Le programme linéaire consiste à maximiser la fonction économique z = x +1,2y sous 
les contraintes x > 0, y 20,0,2x +0,47 < 800, 0,3x + 0,3y < 750 et 0,2x + 0,17 < 400. 


7. Soit x la durée (en jours) d'exploitation de la première mine, y la durée (en jours) 
‘exploitation de la deuxième mine et z les frais d'exploitation des deux mines. Le 
programme linéaire consiste à minimiser la fonction économique z = 100000x + 90 000 y 
sous les contraintes x > 0, y > 0, 4000x + 5000 y > 50000 et 4000x + 3000 y Z 38000. 


8. Soit x le nombre d'entreprises sollicitées, y le nombre de syndicats sollicités et z la valeur 
des dons. Le programme linéaire consiste à maximiser la fonction économique 
z = 100x + 200 y sous les contraintes x > 0, y > 0, x + Wy <10 et Wx+2y < 12. 


© 


. Soit x la quantité (en kilogrammes) du mélange À à préparer, y la quantité (en kilogrammes) 
du mélange B à préparer et z le profit tiré de la vente des mélanges de café. Le programme 
linéaire consiste à maximiser la fonction économique z = 0,8x + y sous les contraintes 
x 20, y 20, 0,6x + 0,5y < 18, 0,1x + 0,2y < 5,0,1x +0,15y < 4 et 0,2x + 0,15y € 6. 

10. Soit x; la quantité (en milliers de kilogrammes) produite de À, x, la quantité (en milliers 

de kilogrammes) produite de B, x; la quantité (milliers de kg) produite de C et z le profit 

tiré de la vente de la production. Le programme linéaire consiste à maximiser la fonction 

économique z = 2000x, + 3000x, + 4000x; sous les contraintes x, > 0, x, 2 0, x3 > O, 

3X1 + 2X)2 + 4x3 < 60, 2%x, + 2%) + X3 < 40, x + 2%x2 + 3X3 < 80. 


11. a) YA 


o 
LLI 
or 
= 
Q.- 
< 
w m 
OU 


30+ 200 x + 250y = 7 000 
(0:28) 
25 + 


20 + 
320 x + 280 y = 8 800 


15 + 
Domaine 
10 + réalisable 
5 + 
(27,5;0) 
+ + + + + + La 
0 5 10 15 20 25 30 x 


b) La production maximale du viticulteur est de 30 hL lorsqu'il produit 10 hL de 
Vin Fou et 20 hL de Vin Fin. 


c) Le profit maximal du viticulteur est de 84 000 $ lorsqu'il produit seulement du 
Vin Fin, soit 28 hL de Vin Fin. 


12. a) YA 
40 + 

Domaine 

35 + réalisable 
30 + 


(0:25) 4x +2y = 50 
20 +\2 (3: 19) 


x + 3y = 60 


/ 


0 10 30 50 70 x 


b) Le plus faible apport calorique est de 63 cal lorsque la vétérinaire mélange 3 g de la 
marque X et 19 g de la marque Y. 


568 | RÉPONSES AUX EXERCICES RÉCAPITULATIFS - CHAPITRE 9 


c) Le mélange le plus économique coûte 0,025 $ lorsque la vétérinaire n'utilise que la 
marque Ÿ, soit 25 g de la marque Y. 


13. a) YA 
20 + 

Domaine 

_ (0,15) réalisable 


60 x + 20y = 300 


10 + 
51 10x + 20y = 100 
(10, 0) 
T T LÉ 
0 2 4 6 8 10 12 x 


b) Le mélange d'engrais le plus économique coûte 8 $ et est composé de 5 kg du 
premier engrais et de 2,5 kg du deuxième. 


14. à) y 
350 000 

(0, 300 000) 

250 000 


0,25x + 0,27 y = 81 000 


Domaine 


réalisable 
(216 000, 100 000) 


150 000 


x + y = 316 000 


/ 


250 000 
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(316 000, 0) 


50 000 x 


150 000 350 000 


b) Le profit maximal est de 12 840 $ lorsque la raffinerie produit 216 000 L du premier 
type d'essence et 100 000 L du deuxième. 


15. a) y 


0,4x + 0,8y — 10 000 


Domaine 


réalisable 
5 000 


(19 000, 3 000) 


0,6x + 0,2y = 12 000 (20 000, 0) 


5 000 10000 15000 20000 25 000 * 


b) Le profit maximal est de 11 300 $ lorsque la compagnie produit 19 000 L du 
mélange A et 3 000 L du mélange B. 


16. à) y 
ou 0,2x + 0,4y = 800 
0, 2 000 
2 000 ( V4 


(1 000, 1 500) 
0,3x + 0,3y = 750 
(1 500, 1 000) 


Domaine 
réalisable 0,2x + 0,1y = 400 
500 + “# 7 
(2 000, 0) 
. . k l = 
0 500 1000 1500 2000 2 500 x 
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b) Le profit maximal du confiseur est de 2 800 $ lorsqu'il produit 1 000 kg de la 
variété Fantôme et 1 500 kg de la variété Monstre. 


17. a) YA 


Domaine 
(0; #) 
DE réalisable 


4 000 x + 3 000 y = 38 000 


10 + 


4 000 x + 5 000 y = 50 000 


0 5 10 15 x 


b) Les frais minimaux d’exploitation des deux mines sont de 1 040 000 $ et on les 
obtient en exploitant la première mine pendant 5 j et la deuxième pendant 6 j. 


18. a) YA 


10 + 
0,5x + 2y = 12 


(8,4) 


Domaine —* + 0,5y = 10 
réalisable (10,0) 
+ ’ + _ 
0 5 10 15 x 


(eo) 
LLI 
[a 4 
= 
©. 
< 
ni 
OU 


b) Le montant maximal que Carole peut récolter en dons est de 1 600 $ lorsqu'elle 
rencontre 8 entreprises et 4 syndicats. 


19. a) JA 
30 À 0,1x +0,27 = 5 
25 L(0: 25) 0,1x + 0,15y = 4 
20 + 
15 À (17,5; 15) 
Domaine 0,6x + 0,5y = 18 
10 4 réalisable _. 
5 + 
(30; 0) 
+ 4 + . + _ 
0 5 10 15 20 25 30 35 L 


b) Le profit maximal du marchand de café est de 29 $ lorsqu'il produit 17,5 kg du 
mélange À et 15 kg du mélange B. 


20. Le profit maximal est de 84 000 $ lorsque le viticulteur produit 28 hL de Vin Fin et ne 
produit pas de Vin Fou. Au niveau de production assurant le profit maximal, le viticulteur 
dispose encore de 960 kg de raisins du cépage B. 


21. Le profit maximal est de 11 300 $ lorsque la compagnie produit 19 000 L du mélange A 
et 3 000 L du mélange B. La compagnie a utilisé toutes les ressources disponibles. 


22. Le profit maximal est de 2 800 $ lorsque le confiseur produit 1 500 kg de tire de la 
variété Monstre et 1 000 kg de la variété Fantôme. Au niveau de production assurant 
le profit maximal, le confiseur dispose encore de 50 L de mélasse. 


23. Lentreprise doit fabriquer 6 666,67 kg du produit C et 16 666,67 kg du produit B pour 
obtenir un profit maximal de 76 666,67 $. Notez que l'entreprise ne fabrique pas de 
produit À et qu'elle a un temps mort (temps disponible non utilisé) de 26,7 h à la 
troisième étape du procédé de fabrication. 
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24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


a) La valeur maximale de z est de 26 000 lorsque les valeurs des variables de décision 
sont respectivement x; = 60, x; = 0 et x; = 40. 


b) La valeur maximale de w est de 2 850 lorsque les valeurs des variables de décision 
sont respectivement x = 200, y = 100 et z = 350. 


Le plus faible apport calorique est de 63 cal lorsque la vétérinaire mélange 3 g de la 
marque X et 19 g de la marque Y. 


Le mélange d'engrais le plus économique coûte 8 $, et Josée lobtient à l'aide de 5 kg du 
premier engrais et de 2,5 kg du deuxième. 


Les frais minimaux d'exploitation des deux mines sont de 1 040 000 $ et on les obtient en 
exploitant la première mine pendant 5 j et la deuxième pendant 6 j. 


a) La valeur minimale de la fonction économique w est de 24 lorsque les variables de 
décision x, x et x: prennent respectivement les valeurs #4, 0 et 4. 

b) La valeur minimale de la fonction économique w est de 2W lorsque les variables de 
décision x, x, et x, prennent respectivement les valeurs #%, 0 et 1#£. 


a) Soit x, le nombre d’autobus de 21 places, x, le nombre d’autobus de 33 places et F 
les frais de location des autobus. Chaque autobus de 21 places accueille au plus 
20 élèves, puisqu'il doit également accueillir un adulte. De manière similaire, 
chaque autobus de 33 places accueille au plus 30 élèves. Le programme linéaire 


consiste à minimiser la fonction F = 300x, + 400x, sous les contraintes (e>} 
X +3X2 < 12, 20Xx, + 30x;, 2 180, x, z0 et x; 2 0. e) 
b) X2À = 
101 CL 
< 
LE 
Domaine U 
5+ réalisable 
A(6, 2) 
B(12, 0) 
+ + = 
0 5  C(9,0) 10 15 X 


c) On obtient les sommets du domaine réalisable en résolvant les systèmes 
d'équations x, + 3x, = 12 et 20x, + 30x, = 180, x, + 3x, = 12 et x, = 0, ainsi 
que 20%; + 30x, = 180 et x, = 0. Les sommets du domaine réalisable sont A(6, 2), 
B(12, 0) et C(9, 0). Les valeurs de la fonction économique en ces points sont: 


F(6, 2) = 300(6) + 400(2) = 2 600 
F(9, 0) = 300(9) + 400(0) = 2700 
F(12, 0) = 300(12) + 400(0) = 3600 
La directrice doit donc louer 6 autobus de 21 places et 2 autobus de 33 places. Elle 
devra alors payer des frais de 2 600 $. 
d) La directrice de l’école doit louer 6 autobus de 21 places et 2 autobus de 33 places si 
elle souhaite minimiser les frais de location qui seront alors de 2 600 $. 


Afin de simplifier le problème, considérons que les quantités sont exprimées en centaines 
de kilogrammes. Soit x, la quantité livrée du champ C1 au marché M1, x; la quantité 
livrée du champ C2 au marché M1, x; la quantité livrée du champ C1 au marché M2 et x, 
la quantité livrée du champ C2 au marché M2. 

La coopérative veut minimiser la fonction F = 10x; +12x, + 15x3 + 8x, sous les 
contraintes x, + x3 > 7, X2 + X4 2 3, Xi + X2 > 6, X3 + X4 2 4,X1 > 0, x > 0, x3 > 0 
et x, > 0. On peut recourir au principe de dualité pour transformer ce problème de 
minimisation en un problème de maximisation qu’on pourra résoudre par l’algorithme 
du simplexe. 


Les frais de transport les plus faibles sont de 99 $ lorsque la coopérative livre 600 kg du 
champ CI au marché M1, 100 kg du champ CI au marché M2, et 300 kg du champ C2 
au marché M2. 
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31. Soit x, la quantité livrée de l'usine U1 au distributeur D1, x, la quantité livrée de l'usine U1 
au distributeur D2, x; la quantité livrée de l'usine U2 au distributeur D1 et x, la quantité 
livrée de l'usine U2 au distributeur D2. 

Le fabricant veut minimiser la fonction C = 2x, + 5x, + 4x; + 3x, sous les contraintes 
X +X2 <75et X3 + x4 < 50, x + x3 2 45, x + x4 2 60, x, 2 0, x, 2 0, x3 2 0, 

X4 2 0. On peut recourir au principe de dualité pour transformer ce problème de 
minimisation en un problème de maximisation qu'on pourra résoudre par l'algorithme 
du simplexe. Il faut toutefois d’abord écrire les contraintes x, + x, < 75 et x3 + x4 < 50 
sous la forme —x, — x, > —75 et-x; — x4 > —50. 


Les frais de transport les plus faibles sont de 290 $ lorsque l’usine U1 livre 45 cuisinières 
au distributeur D1 et 10 cuisinières au distributeur D2, et que l’usine U2 livre 50 cuisi- 
nières au distributeur D2. 


(eo) 
LLI 
ÊE 
= 
©. 
< 
Æ 
U 
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Addition de deux matrices (p.35) 

L'addition de deux matrices de même format, À = 
et B — C1 
(la somme) est la matrice À + B = 


hs 
, est une opération matricielle dont le résultat 
Le + ble 

Angle dièdre (p.385) 


L'angle dièdre entre deux plans 7%, et #, est le plus petit 
angle 0 déterminé par des vecteurs “a etn; respectivement 


mi «M; 


= ArCCOS—————— 
(7 nr 


Angle d'inclinaison d'une droite (p.265) 


normaux à 7, et à T: 0 


L'angle d’inclinaison d’une droite A du plan est l’angle @ 
entre la droite À et l'axe des abscisses, cet angle étant mesuré 
dans le sens contraire des aiguilles d’une montre, depuis 
l’axe jusqu’à la droite. L’angle d’inclinaison @ est tel que 
0° <O<180°ou0<80<7x. 


Angle entre deux vecteurs non nuls (p.206) 

L'angle entre deux vecteurs non nuls ä et Ÿ est le plus petit 
angle 0 déterminé par les vecteurs % et ÿ lorsqu'ils sont 
issus d’une même origine. Par conséquent, 0° < 6 < 180° 
ou0<O<7Z. 


Angle entre une droite et un plan (p.378) 

L'angle entre une droite et un planestl’angleO (0° < 8 < 90°) 
complémentaire au plus petit angle & déterminé par un 
vecteur directeur (d ) de la droite et un vecteur normal (fi) 


dl 


LEE 


au plan: 0 = arcsin 
Angles directeurs d’un vecteur de R? (p.310) 


Les angles directeurs d’un vecteurnonnuläü =[w w w] 
de l’espace donnent la direction de ce vecteur. Ils sont 
notés &, Bi et y, et représentent respectivement les angles 
que ä détermine avec les vecteurs 7, j et K de la base cano- 
nique de R°. Les angles directeurs de % sont donnés par 


U; LL] 
——— |, f = arccos| ———— 
Nu? + u5 +18 Nu? + ui + uf 

U3 
et Y = arccos| ————— |, 
Nu? + uÿ + ui 


Barycentre (p.224) 


Œ = cou 


Le barycentre d’un ensemble de n points B, P,..., E, du 
plan est tout point P tel que PA + PB, +...+ PP, = 0. 


Base canonique de R° (p.309) 


La base canonique de R° est la base de l'espace euclidien 
de dimension trois formée des vecteurs 7, j et K issus de 
l'origine et ayant respectivement comme extrémité les 
points (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1). 


Base canonique de R” (p.325) 


Ensemble de n vecteurs, notés €, 8, ..., €,;, à n composantes 
réelles toutes nulles, à l’exception de la 5ème composante de 
e; qui vaut 1lpouri=1,2,...,n 


Base de R" (p.324) 


Une base de R" est un ensemble de vecteurs de IR” qui sont 
linéairement indépendants et qui forment un système géné- 
rateur de R”. 


Base d'un espace vectoriel (p.221) 


Une base d’un espace vectoriel est un ensemble de vecteurs 
linéairement indépendants de cet espace, lesquels forment 
un système générateur de l’espace. 


Base orthogonale (p.221) 


Une base orthogonale d’un espace vectoriel est une base 
formée de vecteurs orthogonaux deux à deux. 


Base orthonormée (p.221) 


Une base orthonormée d’un espace vectoriel est une base for- 
mée de vecteurs orthogonaux unitaires. 


Chaîne de Markov (p. 57) 


Le processus de changement en vertu duquel des états futurs 
dépendent de manière probabiliste des états présents porte 
le nom de chaîne de Markov ou de processus de Markov. 


Chaîne de Markov régulière (p.165) 
Une chaîne de Markov associée à une matrice régulière est 
dite régulière. 


Coefficients économiques (p. 402) 


Les coefficients économiques d’un programme linéaire sont 
les coefficients c; des variables de décision de la fonction 


économique à optimiser, soit de la fonction 


Z = GX A C2X) ie + CnXn 


Coefficients technologiques (p. 414) 

Les coefficients technologiques d’un programme linéaire 
sont les coefficients des variables de décision dans les 
contraintes technologiques. Ainsi, dans un problème de 
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maximisation standard, les coefficients technologiques sont 
les valeurs réelles 4;; dans les contraintes de la forme 


diX + d2X) ++ GinXn < b 


Cofacteur (p.97) 

Le cofacteur À; d’un élément a; d’une matrice carrée A est 
égal au mineur associé à 4;;, multiplié par 1 ou par —1 selon 
la position de cet élément: À;; = ÉD M;. 


Colonne pivot (p. 419) 


La colonne pivot d’un tableau du simplexe est la colonne de 
la variable entrante. 


Combinaison linéaire (p. 215 et 306) 

Une combinaison linéaire des n vecteurs u;, 4, ...,u, est 
une expression de la forme &uj + au; +-::+4,u,; où 
dy D, …, 4, Sont des scalaires. 


Composantes d’un vecteur (p.228) 

Les composantes d’un vecteur sont les coordonnées du 
point associé à l'extrémité de ce vecteur lorsque ce dernier 
est issu de l'origine. Les composantes du vecteur 
OX =[x y]sont donc les scalaires x et y. 


Contraintes technologiques (p.414) 

Les contraintes technologiques d’un programme linéaire 

sont des contraintes présentées sous la forme d’équations 

ou d’inéquations auxquelles doivent satisfaire les variables 

de décision. Dans le cas d’un problème de maximisation 

standard, les contraintes technologiques sont de la forme 
GnXi + 2% + + GinXn < D; 

où; e Retb;  0.Les contraintes de non-négativité ne sont 

pas considérées comme des contraintes technologiques. 


Contre-exemple (p. 19) 

Un contre-exemple est un cas particulier (un exemple) qui 
infirme (contredit) un énoncé général. Il sert à établir qu'un 
énoncé est faux. 


Cosinus directeurs d'un vecteur de R° (p.311) 


Les cosinus directeurs d’un vecteur de l'espace sont les co- 
sinus des angles directeurs de ce vecteur. 


Cote (p.308) 


La cote d’un point de l’espace est la coordonnée en z (la 
troisième coordonnée) de ce point. 


Courbe de niveau (p. 407) 

Siz = f(x, y) est une fonction de deux variables indépen- 
dantes, la représentation graphique de l’ensemble des points 
(x, y) satisfaisant à l'équation f(x, y) = k, où k est une 
constante, porte le nom de courbe de niveau. Si la fonction z 
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est linéaire, alors les courbes de niveau de la fonction sont 
des droites. 


Demande finale (p.175) 


Dans une économie ouverte, si X représente la matrice des 
outputs et À la matrice input-ouput, alors l'équation matri- 
cielle X = AX + D indique l’équilibre entre la production 
et la consommation. Cette dernière comporte deux compo- 
santes, soit la demande intermédiaire AX qui représente la 
valeur de la consommation interne des secteurs producteurs 
et la demande finale D qui représente la valeur de la consom- 
mation externe aux secteurs producteurs. 


Demande intermédiaire (p. 175) 

Dans une économie ouverte, si X représente la matrice des 
outputs et À la matrice input-ouput, alors la matrice AX cor- 
respond à la demande intermédiaire, soit la valeur de ce qui 
est consommée à l’interne, c’est-à-dire par les secteurs pro- 
ducteurs eux-mêmes. 


Déterminant (p. 84) 


Le déterminant est une fonction qui associe un nombre à 
toute matrice carrée À. On le note det À ou |A]. 


Diagonale principale (p. 12) 
La diagonale principale d'une matrice carrée A =[a;] 


5 545% nxn 
est formée des éléments 4;; de À. 


Diagramme de transition (p.57) 


Le diagramme de transition d’une chaîne de Markov est le 
graphe orienté qui représente la matrice de transition. 


Direction d'un vecteur non nul du plan (p.206) 

La direction d’un vecteur non nul du plan est l’angle, me- 
suré dans le sens contraire des aiguilles d’une montre, que 
fait ce vecteur avec la partie positive de l’axe des abscisses 
lorsque le vecteur est issu de l’origine. 


Directions contraires (p.206) 

Deux vecteurs ont des directions contraires lorsqu'ils déter- 
minent un angle de x ou de 180°. On emploie aussi l'expres- 
sion directions opposées. 


Domaine réalisable (p.406) 

Le domaine réalisable d’un système de contraintes est l’en- 
semble solution de ce système, soit l’ensemble des points 
dont les coordonnées satisfont à toutes les contraintes. On 
désigne également le domaine réalisable par les expressions 
ensemble des solutions réalisables et région admissible. 


Droites concourantes (p. 268) 


Deux droites sont dites concourantes (ou sécantes) si elles se 
coupent en un seul point. 


Droites gauches (p. 358) 
Deux droites de l'espace sont dites gauches si elles ne sont 
pas parallèles et qu’elles ne se coupent pas. 


Économie fermée (p. 169) 


Une économie dans laquelle la production est entièrement 
consommée à l’interne par les secteurs producteurs est dite 
fermée. 


Économie ouverte (p. 169) 


Une économie dans laquelle la production est consommée 
à la fois à l’interne (demande intermédiaire) par les pro- 
ducteurs eux-mêmes et par des acteurs externes (demande 
finale) est dite ouverte. 


Égalité de deux matrices (p. 14) 
Deux matrices À = [a;] et B= [b],. sont égales si et 


seulement si elles ont le même format (m = pet n = q)et 
que leurs éléments correspondants sont égaux (4; = b;;). 


Égalité de deux vecteurs géométriques (p.204) 
Deux vecteurs géométriques sont égaux si et seulement s’ils 
ont la même norme et la même direction. 


Élément d'une matrice (p. 9) 

Un élément d’une matrice est un nombre de cette matrice. 
L'élément situé à l’intersection de la iè"e ligne et de la 
j'me colonne d’une matrice À est noté a;. 


Élimination gaussienne (p. 146) 

La méthode d’élimination gaussienne, qui sert à résoudre 
un système d’équations linéaires, consiste à trouver une 
matrice échelonnée équivalente à la matrice augmentée du 
système, puis à effectuer à rebours une série de substitu- 
tions de manière à déterminer l'ensemble solution. 


Ensemble solution (p.134) 


L'ensemble solution d’un système d’équations linéaires 
AX = B est l’ensemble des valeurs des inconnues qui véri- 
fient ce système, c’est-à-dire l’ensemble des matrices X qui 
vérifient l'équation matricielle AX = B où A représente la 
matrice des coeflicients, et B la matrice des constantes. 


Équation cartésienne d'une droite du plan (p.275) 
L'équation cartésienne de la droite À perpendiculaire au 
vecteur # = [a b] et passant par le point P(p, p2) est 
A: ax + by = coù c = ap; + bps. 


Équation cartésienne d'un plan (p. 367) 


L'équation cartésienne du plan # qui passe par le point 
P(p1, p2, Ps) et de vecteur normal =[a b c]est 


TT: ax + by + cz = d 
où d = af + ba + Cp. 


Équation normale d'une droite du plan (p.276) 
L'équation normale de la droite À perpendiculaire au vec- 
teur unitaire 


al 
: Va? + b? Va? + b? 
= [cosp sing] 
et passant par le point P(p, p2) est 


a b 
L Jon Jim 


ou encore 
A: (cosp}x + (sing)y = h 


où @ représente la direction du vecteur n, et 
h = a, + a 
Va +" Ve+b"* 


Équation normale d'un plan (p.369) 
L'équation normale d’un plan est l’équation cartésienne de 
ce plan obtenue avec un vecteur unitaire normal à ce plan. 


Équations paramétriques d'une droite de l'espace 
(p.356) 

Les équations paramétriques de la droite A qui passe par le 
point P(p:, p2, ps) et dont d =[d, d, d;,]est un vecteur 
directeur sont 


x = fi + kd 
A: Y = P2 + kd; 
Zz = p; + kd, 


oùkeR. 


Équations paramétriques d'une droite du plan 
(p.272) 


Les équations paramétriques de la droite A passant par le 
point P(p:, p2) et dont d =[d d,] est un vecteur direc- 
teur sont 


ne 
Y = pi + kd; 


oùkeR. 


Équations paramétriques d'un plan (p.371) 
Les équations paramétriques du plan Ææ qui passe par le 
point P(p:, Pr, p:) et qui est parallèle aux vecteurs linéaire- 
ment indépendants 4 =[u uw u,|] et V=[" v vw] 
sont 

X = Pi + ri + SV 

T: 4 Y = P2 + T2 + SV) 
Z = Ps + TU + SV; 


oùretseRkR. 
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Équations symétriques d'une droite de l'espace (p.357) 
Les équations symétriques de la droite A qui passe par le 
point P(p:, P:, P3) et dont d =[d d, d;]est un vecteur 
directeur sont 


à la condition que les composantes du vecteur directeur 
soient toutes différentes de 0. 


Équation symétrique d’une droite du plan (p. 273) 
L'équation symétrique de la droite À passant par le point 
P(p1, p2) et dont d =[d d;] est un vecteur directeur est 
AT Ph PP 
d d 
à la condition que les composantes du vecteur directeur 
soient toutes différentes de 0. 


Équation vectorielle d’une droite de l'espace (p. 354) 
L’équation vectorielle de la droite A qui passe par le point 
P(p1, p2, P3) et dont d =[d d, d;]est un vecteur direc- 
teur est 

Ailx y z]=[n p psl+kld d d] 
oùkeR. 


Équation vectorielle d'une droite du plan (p. 271) 

L'équation vectorielle de la droite A passant par le point 

P(p1, Pp2) et dont d =[d, d, | est un vecteur directeur est 
Ailx y]=ln pl+Hd &] 

oùkEeR. 


Équation vectorielle d'un plan (p.370) 


L'équation vectorielle du plan æ qui passe par le point 
P(p1; Pa ps) et qui est parallèle aux vecteurs linéairement 
indépendants % = [wi u) uslety =[" v: v;lest 


mifx y z]=[p pr pl 
+rlu w w] 


+s[u " w] 
oùretseR. 


Espace euclidien de dimension deux (p.228) 

L'espace euclidien de dimension deux, noté R?, est l’en- 
semble des vecteurs algébriques du plan cartésien, soit 
l’ensemble des matrices de format 1 x 2 dont les éléments 
sont des nombres réels: R2 = {[x; x: ]lx et x € R}. 


Espace euclidien de dimension n (p.320) 
Lespace euclidien de dimension n, noté R", est l’ensemble 
des vecteurs algébriques à 7 composantes réelles (ou n-uplets), 
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soit l'ensemble des matrices de format 1 X n (ou n x 1) dont 
les éléments sont des nombres réels: 


R'={[x x 2x3 … x,]|x; eR} 


Espace euclidien de dimension trois (p.307 et 309) 
L'espace euclidien de dimension trois, noté R?, est l’en- 
semble des vecteurs algébriques de l’espace, soit l’ensemble 
des matrices de format 1 x 3 dont les éléments sont des 
nombres réels: IR° = {[x, x: x3]lx, x et x; € R}. 


Fonction économique (p. 402) 

La fonction économique d’un programme linéaire est la fonc- 
tion qu'on veut optimiser. Dans un programme linéaire, la 
fonction économique est une fonction linéaire des variables de 
décision: Z = CX1 + CoX2 + + CyX, OÙ Ci, C, ..., GER, 
et X1, X2, .…, X, Sont les variables de décision. 


Fonction linéaire (p.402) 

Une fonction linéaire de n variables indépendantes est 
une fonction du type Z= GX +C2X2 +--+0c,Xx,, OÙ 
Ci» Ce. Cn € R. 


Format d'une matrice (p. 9) 

Le format d’une matrice indique le nombre de ses lignes et 
de ses colonnes. Une matrice de format mxn compte 
m lignes et n colonnes. 


Forme canonique d'un problème de maximisation 
standard (p.415) 

La forme canonique d’un problème de maximisation stan- 
dard est un programme linéaire de maximisation standard 
d’une fonction économique où les contraintes technolo- 
giques exprimées sous la forme d’inéquations sont trans- 
formées en contraintes exprimées sous la forme d’équations 
par l'introduction d’autant de variables d’écart (une par 
inéquation) qu'il y a d’inéquations. 


Incompatibilité pour l'addition (p.35) 

Si deux matrices n’ont pas le même format, on dit qu'elles 
sont incompatibles pour l’addition ou encore que l’addition 
n'est pas définie pour ces deux matrices. 


Inconnues libres (p.153) 

Lorsqu'un système d’équations linéaires admet plus d’une 
solution, les inconnues paramétrées sont appelées inconnues 
libres. 


Inconnues liées (p. 153) 

Lorsqu'un système d’équations linéaires admet plus d’une 
solution, les inconnues exprimées en fonction des incon- 
nues libres sont appelées inconnues liées. 


Indice de nilpotence (p.49) 
Si À est une matrice nilpotente, alors le plus petit entier posi- 
tif ktel que AF = O,,, est appelé indice de nilpotence de A. 


Inéquation linéaire (p. 405) 
Une inéquation linéaire est une inéquation d’une des 
formes suivantes : 
di Xi + G2X2 ++ GinXn < D 
di Xi + G2X2 ++ GinXn < D 
di X1 + dj2X2 + Per + ZinXn > b; 
djiX1 + dj2X) +. + ZinXn > b 
où a; eRetb; eR. 


Ligne pivot (p. 420) 
La ligne pivot d’un tableau du simplexe est la ligne de la 
variable sortante. 


Matrice (p. 9) 
Une matrice À = 71 est un tableau de mn nombres dis- 
posés sur m lignes et n colonnes. 


Matrice adjointe (p.111) 


La matrice adjointe d’une matrice A est la transposée de la 
matrice des cofacteurs des éléments de A. La matrice ad- 
jointe de A est notée adjA. 


Matrice antisymétrique (p. 16 et 41) 
Une matrice antisymétrique est une matrice carrée 
A = [a]. telle que 4; = —a;; pour toutes les valeurs de i 


et de j. Ainsi, une matrice carrée À est une matrice antisy- 
métrique si et seulement si À = —A! ou, ce qui est équiva- 
lent, si et seulement si A! = —A. 


Matrice augmentée (p.145) 

La matrice augmentée [A|B] d’un système d’équations li- 
néaires (AX = B) est la matrice des coefficients (A) à 
laquelle on ajoute la matrice des constantes (B). 


Matrice carrée (p. 12) 


Une matrice carrée est une matrice qui comporte un même 
nombre de lignes et de colonnes. On dit d’une matrice car- 
rée qu’elle est d'ordre n lorsqu'elle comporte n lignes et 
n colonnes; elle est alors notée À = [al 


Matrice colonne (p. 10) 
Une matrice colonne est une matrice de format m X 1. 


Matrice de passage (p. 240) 
Siü =[æ# w]etv =[v, v,] sont deux vecteurs formant 


W V 
une base B’{%, v} de R?, alors la matrice P = Es . 
3 V3 


porte le nom de matrice de passage de la base canonique à 


la base B”. Cette matrice est utilisée pour déterminer les 
composantes de tout vecteur # dans la base B”. 


Matrice de passage (p.319) 

Soitü =[u w uv =[" v v;letw=[w w w] 
trois vecteurs formant une base B’{ü, v, w} de IR°. Alors 
WU VW 
U2 V2 W2 
U3 V3 W3 
passage de la base canonique à la base B”. Cette matrice 
est utilisée pour déterminer les composantes de tout vec- 
teur r dans la base B7. 


la matrice P = porte le nom de matrice de 


Matrice d'état de niveau m (p. 59) 

Dans une chaîne de Markov, la matrice P(") = [ pi) Le où 
pi) représente la probabilité que le phénomène étudié se 
trouve dans l’état i parmi les n états possibles après m obser- 
vations, porte le nom de matrice d’état de niveau m. La ma- 
trice d’état de niveau 0 est dite d’état initial et est notée PU). 


Matrice d'état stationnaire (p. 167) 

Si T = Le est une matrice de transition régulière asso- 
ciée à une chaîne de Markov régulière, alors il existe une et 
une seule matrice d’état P =[p;],., telle que P = TP. La 
matrice P porte le nom de matrice d’état stationnaire et elle 
donne les probabilités d’être dans chacun des n différents 
états à long terme. 


Matrice de transition (p. 57) 


Dans une chaîne de Markov présentant n états mutuellement 
exclusifs, notés 1, 2, ..., n, la matrice T = Lil dont 
l'élément f;; représente la probabilité du passage de l’état j à 
l’état ÿ, porte le nom de matrice de transition. 


Matrice de transition régulière (p.165) 

Dans une chaîne de Markov, la matrice de transition Test 
dite régulière s’il existe une puissance entière k de T telle 
que tout élément de TK est supérieur à 0. 


Matrice diagonale (p.15) 

Une matrice diagonale est une matrice carrée dont tous les 
éléments situés de part et d'autre de la diagonale principale 
sont nuls: A=[a;]., est diagonale si et seulement si 
a; = 0 pour tout i # j. 


Matrice échelonnée (p.17) 

Une matrice échelonnée est une matrice dont toutes les 
lignes nulles sont situées sous les lignes non nulles, dont le 
premier élément non nul de chaque ligne, le pivot, vaut 1, et 
dont le pivot de chaque ligne se trouve à droite du pivot de 
la ligne précédente. 


GLOSSAIRE 577 


Matrice échelonnée réduite (p. 17) 

Une matrice échelonnée réduite est une matrice échelonnée 
telle que, dans une colonne contenant un pivot, tous les 
éléments autres que Le pivot valent 0. 


Matrice idempotente (p. 49) 


Une matrice carrée À d'ordre n est idempotente si et seule- 
ment si A? = À. 


Matrice identité (p.15) 


Une matrice identité est une matrice scalaire dont tous les 
éléments de la diagonale principale valent 1. La matrice 
identité d'ordre nest notée I... 


Matrice input-output (p. 170) 

La matrice input-output (aussi appelée matrice intrant- 
extrant, matrice des entrées-sorties, matrice des coefficients 
techniques) donne la répartition de l’utilisation des diffé- 
rents inputs servant à la production des outputs. 


Matrice inverse (p. 63) 


Sielleexiste, la matrice inverse d’une matrice carrée À d'ordre n 
est la matrice, notée A7!, telle que AA! = ATA = ],. 


Matrice inversible (p.114) 

Une matrice est dite inversible si elle admet une matrice 
inverse. Seules les matrices carrées dont le déterminant est 
différent de 0 sont inversibles. 


Matrice ligne (p. 10) 
Une matrice ligne est une matrice de format 1 X n. 


Matrice nilpotente (p. 49) 
Une matrice carrée À d'ordre n est nilpotente si et seule- 
ment s’il existe un entier positif k tel que AË = O,,4. 


Matrice nulle (p. 14) 


Une matrice nulle est une matrice dont tous les éléments 
valent 0. La matrice nulle de format m x n est notée O,,,. 


Matrice opposée (p. 39) 


La matrice opposée d’une matrice À = [a;] en St la ma- 
mxn 


trice —- A = [45] . La somme de deux matrices opposées 
n 


mx 


est la matrice nulle de format mXn, c'est-à-dire que 
A+(-A) = À — À = Oyxn. 


Matrice régulière (p.84) 


Une matrice régulière (ou non singulière) est une matrice 
carrée dont le déterminant est différent de 0. Seules les ma- 
trices régulières sont inversibles. 


Matrice scalaire (p. 15) 


Une matrice scalaire est une matrice diagonale dont tous les 
éléments de la diagonale principale sont identiques. 
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Matrices équivalentes (p. 146) 

Deux matrices sont équivalentes si on peut obtenir l’une des 
matrices en effectuant des opérations élémentaires de ligne 
sur l’autre matrice. 


Matrice singulière (p.84) 

Une matrice singulière est une matrice carrée dont le déter- 
minant vaut 0. Les matrices singulières ne sont pas 
inversibles. 


Matrice stochastique (p. 56) 

Une matrice stochastique est une matrice carrée dont tous 
les éléments sont supérieurs ou égaux à 0 et dont la somme 
des éléments de chaque colonne, quelle qu’elle soit, vaut 1. 


Matrice symétrique (p. 16 et 41) 
Une matrice symétrique est une matrice carrée À = [a; L. 


telle que a; = a; pour toutes les valeurs de ï et de j. Ainsi, 
une matrice carrée À est une matrice symétrique si et seu- 
lement si À = A’. 


Matrice triangulaire inférieure (p. 15) 

Une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée 
dont tous les éléments situés au-dessus de la diagonale prin- 
cipale sont nuls: A = [a;]., est une matrice triangulaire 


inférieure si et seulement si a; = 0 pour tout i < j. 


Matrice triangulaire supérieure (p. 15) 
Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée 
dont tous les éléments situés sous la diagonale principale 


sont nuls: À = [a;]| y S$t une matrice triangulaire supé- 
nxh 


rieure si et seulement si 4; = 0 pour tout i > j. 


Méthode de Gauss-Jordan (p.157) 


La méthode de Gauss-Jordan, qui sert à résoudre un sys- 
tème d’équations linéaires, est une extension de la méthode 
d'élimination gaussienne. Elle consiste à calculer une ma- 
trice échelonnée réduite équivalente à la matrice augmentée 
du système. La méthode de Gauss-Jordan sert également à 
trouver l’inverse d’une matrice régulière. 


Méthode du parallélogramme (p. 208) 

Méthode employée pour additionner deux vecteurs géomé- 
triques non parallèles. Elle consiste à faire coïncider les ori- 
gines des deux vecteurs, puis à compléter le parallé- 
logramme dont deux côtés correspondent aux vecteurs. La 
somme (la résultante) est le vecteur correspondant à la dia- 
gonale du parallélogramme issue de l’origine commune aux 
deux vecteurs à additionner. 


Méthode du simplexe (p. 413) 

La méthode (ou l'algorithme) du simplexe est une tech- 
nique de résolution de programmes linéaires qui consiste à 
effectuer une série d’itérations sur des tableaux. Lesitérations 


permettent de parcourir de manière judicieuse et systéma- 
tique les sommets du domaine réalisable de façon à localiser 
celui qui optimise la fonction économique. 


Méthode du triangle (p.208) 


Méthode employée pour additionner deux vecteurs géomé- 
triques. Elle consiste à faire coïncider l’origine du deuxième 
vecteur avec l'extrémité du premier et à tracer le vecteur 
résultant allant de l’origine du premier vecteur à l'extrémité 
du second. 


Mineur (p. 97) 


Le mineur, noté M;, de l'élément a; d'une matrice carrée A 
est égal au déterminant de la matrice résiduelle obtenue par 
la suppression de la ji" ligne et de la j°"® colonne de A. 


Multiplication d'une matrice par un scalaire (p.38) 
La multiplication d’une matrice A = [a;] ., par un scalaire 


(un nombre) k est une opération dont le résultat est la ma- 
trice KA = [ka;; ee 


Norme d’un vecteur (p.204) 


La norme d’un vecteur est égale à la longueur de ce vecteur. 
Les termes module, intensité et grandeur sont synonymes de 
norme. On note la norme du vecteur Ÿ par ||v|| et celle du 


vecteur AB par [AB] [ 


Norme euclidienne d’un vecteur de R? (p.231) 

La norme euclidienne du vecteur à =[w u,]e IR? est 
HIT = Vu + ui. 

Norme euclidienne d'un vecteur de R’ (p.321) 

La norme euclidienne du vecteur = [w uw, .… u,]eR" 
est donnée par 


al] = Jui + ui ++ 


= JA 
= 
Octant (p.308) 


Un octant est l’une des huit parties de l’espace délimitée par 
les plans de coordonnées perpendiculaires. 


Opérations élémentaires de ligne (p. 145) 

Les opérations élémentaires de ligne sont des opérations 
qu'on effectue sur les équations d’un système d’équations 
linéaires ou sur les lignes d’une matrice augmentée pour 
obtenir un système équivalent ou une matrice équivalente. 
Ces opérations sont au nombre de trois: 


. l’interversion de deux lignes (L & L ;); 


. la multiplication d’une ligne par une constante différente 
de 0 (L; —> KL; ); 


. l'addition d’un multiple d’une ligne à une autre ligne 
(Li — L+kL;). 


Optimisation (p.402) 

Loptimisation d’une fonction est la recherche des valeurs 
optimales (maximale ou minimale) de la fonction, ainsi que 
de la ou des valeurs des variables indépendantes qui opti- 
misent la fonction. 


Ordonnée à l'origine (p.266) 

L'ordonnée à l’origine d’une droite A: y = mx + b est l'or- 
donnée b du point d’intersection de la droite avec l’axe 
des y, soit la valeur de y lorsque x = 0. Une droite de pente m 
qui passe par un point (x;, y) a comme ordonnée à l’ori- 
gine b = y, — MxX1. 


Ordre d'un déterminant (p. 84) 
Lordre d’un déterminant d’une matrice carrée est identique 
à l’ordre de la matrice. 


Ordre d'une matrice carrée (p. 12) 


L'ordre d’une matrice carrée est le nombre de ses lignes (ou 
de ses colonnes). 


Paramètre (p. 142) 

Le terme paramètre désigne, par opposition au terme incon- 
nue, un coefficient en fonction duquel on cherche à expri- 
mer la ou les solutions d’un système d’équations. Il s’agit 
donc d’une constante symbolique qu'on fixe librement. 


Pente d'une droite (p. 264) 

La pente d’une droite du plan est le quotient de la variation 
des ordonnées sur la variation des abscisses. La pente m de 
la droite passant par deux points distincts (x:, y1)et(x2, y2) 


27 lorsque x, # x. Dans le cas 
X2 — Xi 


particulier où x, = x;, la pente n'est pas définie. 


est donnée par m = 


Pivot (p.421) 

Dans un tableau du simplexe, le pivot est l’élément situé à 
l'intersection de la colonne pivot (celle de la variable en- 
trante) et de la ligne pivot (celle de la variable sortante). 


Pivotage (p.421) 

Dans un tableau du simplexe, le pivotage consiste à effectuer 
deux types d'opérations élémentaires de ligne (multiplier 
une ligne par une constante et ajouter un multiple d’une 
ligne à une autre) de manière à ce que le pivot soit 1 et que 
tous les autres éléments de la colonne pivot soient nuls. 


Pivot d'une ligne (p.17) 


Le pivot d'une ligne d’une matrice est le premier élément 
non nul de cette ligne. 
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Plans sécants (p.381) 


Deux plans sont dits sécants si leur intersection est une 
droite. 


Polygone convexe (p.409) 

Un polygone convexe est un polygone tel que deux de ses 
points intérieurs, quels qu'ils soient, peuvent être joints 
par un segment de droite entièrement situé à l’intérieur du 


polygone. 


Preuve (p. 19) 


Une preuve est un raisonnement servant à établir la vérité 
d'une proposition à l’aide d’énoncés considérés comme vrais. 


Principe de dualité (p. 428) 

Le principe de dualité est un théorème qui justifie l'emploi 
du dual notamment pour résoudre certains problèmes de 
minimisation. En vertu du principe de dualité, la fonction 
économique w d’un problème de minimisation atteint une 
valeur minimale si et seulement si la fonction économique z 
de son problème dual atteint une valeur maximale. De plus, 
le minimum de w sera égal au maximum de z. 


Problème de maximisation standard (p.414) 

En programmation linéaire, un problème de maximisation 
standard est un problème de maximisation d’une fonction 
économique Zz = CiX1 + C2X2 + *+* + C,X, Où les variables de 
décision sont soumises à #7 contraintes de non-négativité 
(x; 2 0 pour j = 1, 2, .., n) et à m autres contraintes de la 


forme 
dix + G2X2 + + GiyXn < b; 


oùi=1,2,...,metb, > O0. 


Problème dual (p.429) 


Le problème dual d’un programme linéaire est celui qui est 
construit à partir du problème primal et qui peut permettre 
de le résoudre indirectement. Le problème dual d’un pro- 
blème de maximisation est un problème de minimisation et 
vice versa. Il y a une relation de symétrie entre les problèmes 
dual et primal: le dual du dual est le primal. 


Problème primal (p. 429) 
Le problème primal d’un programme linéaire est le pro- 
blème initial. Il peut être un problème de maximisation ou 
de minimisation. C’est à partir du problème primal qu'on 
construit le problème dual. 


Produit de deux matrices (p. 45) 


Le produit de deux matrices A =[u;] et B= [b; est 


mx dl Le p 
le résultat de la multiplication de ces deux matrices, dont 


l'expression est AB = | Eos | 
k=1 mxp 


Produit d'un vecteur par un scalaire (p.213) 
Le produit d’un vecteur # par un scalaire k, noté kü, est un 
vecteur possédant les propriétés suivantes: 


* kä]| = 1k[aI| 

+ Le vecteur kü est parallèle au vecteur ti. 

. Les vecteurs ü et ki ont la même direction si k > 0, et des 
directions contraires si k < 0. Si k = 0, le vecteur kü est le 
vecteur nul, c'est-à-dire que Où = 0. 

Produit mixte (p.334) 

Le produit mixte des vecteurs 
=[u uw uLV=[" v, vletw=[w w: w] 

est un scalaire noté # - (ÿ x W) et défini par 


WU WU U3 
ü-(VXW)= V VW V3 
Wi WW; 


Produit scalaire (p.218) 
Le produit scalaire est une opération sur deux vecteurs 
dont le résultat est un scalaire. Le produit scalaire de deux 
vecteurs ü et ÿ est donné par l'expression 
___  f{ä][IPllcos® si ü 4 Üet ÿ z 0 
ü-v= : ; 
0 si ü = 0 ou v = 0 


où Ô représente l’angle déterminé par les vecteurs ti et ÿ. 


Produit scalaire (p. 241) 

Le produit scalaire est une opération sur deux vecteurs dont 
le résultat est un scalaire. Le produit scalaire de deux vec- 
teurs de R?,4=[u w]etv =[" v,] est donné par 
UV = UV + UV. 


Produit scalaire de deux vecteurs de R” (p.321) 
Le produit scalaire, 4 - ÿ, de deux vecteurs de R”, 

n=[u u .… u,letv=[n v .…… v,] 
est un scalaire: 


UV = WMV + Va + + UnVn 


Produit vectoriel (p.326) 


Le produit vectoriel est une opération entre deux vecteurs 
de R° dont le résultat est un vecteur de R°. Le produit 
vectoriel des vecteurs à =[u uw, u;letÿ =[v, v v;] 
est défini par 


Produit vectoriel (p.331) 


Le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls et non paral- 
lèles ti et ÿ de R? est donné par l'expression 


x = ([la PSN OA 


Qi 


où 6 représente l'angle déterminé par les vecteurs ü et v, et 
où # est un vecteur unitaire perpendiculaire à chacun des 
vecteurs ä et y et dont la direction est donnée par la règle de 
la main droite. 


Programmation linéaire (p.402) 

La programmation linéaire est la branche des mathéma- 
tiques qui a pour objet l'optimisation (soit la recherche d’un 
maximum ou d’un minimum) d’une fonction linéaire de 
plusieurs variables indépendantes soumises à des con- 
traintes présentées sous la forme d’équations ou d’inéqua- 
tions linéaires. 


Programme linéaire (p.402) 

En programmation linéaire, un programme linéaire est la 
formulation mathématique de l'objectif poursuivi (maximi- 
ser ou minimiser la fonction économique) et des différentes 
contraintes auxquelles sont soumises les variables de décision. 


Projection orthogonale (p.243) 


Si ü et Ÿ sont des vecteurs non nuls, la projection orthogo- 
" . — UNIV 
nale de ü sur y, notée %;, est le vecteur 4; = ——%.On 
v-7 
utilise également l'expression vecteur projection. 


Rang (p.155) 
Le rang d’une matrice À est égal au nombre de lignes non 


nulles (ou au nombre de pivots) d’une matrice échelonnée 
équivalente à À. 


Règle de Cramer (p. 138) 

La règle de Cramer est une méthode de résolution d’un sys- 
tème d'équations linéaires comportant autant d'équations 
que d’inconnues. Elle s’énonce comme suit: 

Soit AX = B un système d’équations linéaires comportant 
néquationsà ninconnues(x:, X2, ..., x, )ettel que det À 0. 
On note A le déterminant de la matrice À, et A, le détermi- 
nant de la matrice qu’on obtient en remplaçant la rè"e co- 
lonne de À par la matrice B des constantes. Un tel système 
d’équations linéaires admet une solution unique 


Ax 
x _—. G=Lassn) 
soil X, = ra Ko —= LE x, = “= | 


Règle de la main droite (p.308) 

La règle de la main droite sert à orienter un système d’axes 
direct de l’espace, c’est-à-dire à déterminer la direction po- 
sitive de chacun des axes de coordonnées. Dans un système 
d’axes direct, la direction positive des trois axes est donnée 
par la direction de l'index (axe des x), du majeur (axe des y) 
et du pouce (axe des z) de la main droite. 


Règle de la main droite (p.329) 

La règle de la main droite sert à déterminer la direction du 
produit vectoriel de deux vecteurs non nuls et non paral- 
lèles. Ainsi, la direction de ä x v est indiquée par le pouce 
lorsqu'on referme la main droite en parcourant l’angle 0 
entre les deux vecteurs, depuis 4 jusqu’à v, le poignet de la 
main droite étant situé à l’origine commune des deux vecteurs. 


Règle de la vis (p.330) 

La règle de la vis est équivalente à la règle de la main droite. 
Elle sert à déterminer la direction du produit vectoriel de 
deux vecteurs non nuls et non parallèles. Ainsi, la direction 
du produit vectoriel 4 x ÿ correspond à la direction dans 
laquelle se déplace une vis placée à l’origine commune des 
deux vecteurs lorsqu'on la fait tourner de 4 vers Ÿ en par- 
courant l'angle entre les deux vecteurs. 


Règle de Sarrus (p. 90) 


La règle de Sarrus est une méthode pratique pour calculer 
le déterminant d’une matrice À = [als : on écrit, à droite 
du déterminant à calculer, les deux premières colonnes de 
À, puis on effectue les opérations indiquées dans le schéma, 
à savoir la somme ou la différence des produits des éléments 


reliés par une même flèche. 


Relation de Chasles (p.212) 

La relation de Chasles s’énonce comme suit: si À, Bet C 
sont des points du plan ou de l’espace, alors AB + BC = AC. 
La généralisation de cette règle appliquée à n points quel- 
conques du plan ou de l’espace est 


AL AA + AA He tA A = AA, 


Scalaire (p.202) 


Pour les physiciens, un scalaire est une quantité physique 
qui ne comporte qu'une grandeur. Pour les mathématiciens, 
un scalaire est un nombre. 


Solution de base (p. 416) 

Dans un programme linéaire de maximisation standard, une 
solution de base est une solution du problème qu'on obtient 
en mettant les valeurs des variables hors base égales à 0. 


Solution de base réalisable (p. 416) 

Dans un programme linéaire de maximisation standard, 
une solution de base réalisable est une solution de base telle 
que toutes les variables (de base et hors base) sont non 
négatives. 


Solution de base réalisable optimale (p.416) 

Dans un programme linéaire de maximisation standard, 
une solution de base réalisable optimale est une solution de 
base réalisable pour laquelle la valeur de la fonction écono- 
mique est maximale. 


Support d'un vecteur (p.203) 
Le support d’un vecteur est la droite qui porte ce vecteur. 


Système d'axes direct (p.307) 


Un système d’axes direct est un système d’axes orienté selon 
la règle de la main droite. 


Système d'axes rétrograde (p.308) 

Un système d’axes rétrograde est un système d’axes orienté 
selon la règle de la main gauche au lieu de la règle de la main 
droite. 


Système d'équations linéaires compatible (p. 135) 

Un système d’équations linéaires est dit compatible si son 
ensemble solution est non vide, c'est-à-dire s’il admet au 
moins une solution. 


Système d'équations linéaires homogène (p.137) 

Un système AX = B de m équationslinéaires à n inconnues 
est dit homogène si la matrice B des constantes est la matrice 
nulle O,,1. 


Système d'équations linéaires incompatible (p. 135) 
Un système d’équations linéaires est dit incompatible si son 
ensemble solution est vide, c'est-à-dire s’il n’admet aucune 
solution. 


Système générateur de R" (p. 324) 


Un ensemble de vecteurs de R’ forme un système généra- 
teur de cet espace si tout vecteur de IR” s'écrit comme une 
combinaison linéaire des vecteurs de l’ensemble. 


Système générateur d'un espace vectoriel (p.221) 


Un ensemble de vecteurs est un système générateur d’un 
espace vectoriel si tout vecteur de cet espace s'écrit comme 
une combinaison linéaire des vecteurs de l’ensemble. 


Systèmes d'équations équivalents (p.144) 


Deux systèmes d’équations linéaires sont équivalents s'ils 
ont exactement le même ensemble solution. 


Tableau du simplexe (p.418) 


Un tableau du simplexe est un tableau obtenu par des itéra- 
tions successives à partir d’une représentation tabulaire 
initiale d’un programme linéaire. 


Théorème (p. 18) 
Un théorème est une proposition générale qui découle de 
propositions déjà démontrées, de définitions ou d’axiomes. 


Trace d'une matrice carrée (p. 12) 
La trace d’une matrice carrée d'ordre n, soit À = CARE est 
la somme des éléments de la diagonale principale de A: 


Tr(A) = Ÿ a; 
i=1 


Translation (p.204) 


Une translation d’un objet géométrique est un déplacement 
rigide et parallèle de cet objet: chaque point de l’objet 
est déplacé sur une même distance et dans une même 
direction. 


Transposée d'une matrice (p.40) 

La transposée d’une matrice À = ml est la matrice 

A! ={[a;| ., qu'on obtient en intervertissant les lignes ct 
nxm 

les colonnes de A. 


Variable entrante (p.419) 

Dans un problème de maximisation, la variable entrante 
dans un tableau du simplexe est la variable hors base 
qui provoque la plus forte augmentation marginale de la 
fonction économique. La variable entrante détermine la co- 
lonne pivot. Dans les tableaux du simplexe du présent ma- 
nuel, la variable entrante est celle dont le coefficient, dans la 
dernière ligne du tableau du simplexe, est négatif et dont la 
valeur absolue est la plus élevée. 


Variables de base (p.416) 


Dans un problème de maximisation standard comportant 
m contraintes technologiques, les m variables de base sont 
initialement les m variables d'écart qui prennent pour va- 
leur le membre de droite dela contrainte. Lorsqu'on applique 
l'algorithme du simplexe, certaines variables de base devien- 
nent hors base et vice versa. 


Variables d'écart (p.415) 

Une variable d’écart est une variable introduite dans le 
but de transformer une inégalité en égalité en comblant 
l’écart entre les deux membres d’une inéquation. 


Variables de décision (p.402) 

Les variables de décision d’un problème de programmation 
linéaire sont les variables dont la fonction économique 
dépend et dont on veut déterminer les valeurs pour optimi- 
ser cette dernière. 


Variables hors base (p. 416) 


Dans un problème de maximisation standard comportant 
n variables de décision, les # variables hors base sont ini- 
tialement les n variables de décision qu'on pose égales à 0. 
Lorsqu'on applique l’algorithme du simplexe, certaines va- 
riables de base deviennent hors base et vice versa. La valeur 
d’une variable hors base est 0. 


Variable sortante (p.420) 


Dans un tableau du simplexe, la variable sortante est la va- 
riable de base qui devient hors base à la suite de l’introduc- 
tion de la variable entrante. La variable sortante détermine la 
ligne pivot. Dans les tableaux du simplexe du présent ma- 
nuel, la variable sortante est celle qui est située sur la ligne 
où on trouve le plus petit quotient positif. 


Vecteur (p. 202) 


Pour les physiciens, un vecteur est une quantité qui possède 
une grandeur et une direction. 


Vecteur algébrique du plan (p.228) 


Un vecteur algébrique du plan est un vecteur exprimé sous 
une forme algébrique (une matrice de format 1 X 2) à l’aide 
de ses composantes. 


Vecteur directeur d'une droite (p.270) 


Un vecteur directeur d’une droite A est un vecteur d paral- 
lèle à cette droite. 


Vecteur géométrique (p.203) 


Un vecteur géométrique est un objet mathématique qui 
possède une grandeur et une direction, et qu'on peut repré- 
senter géométriquement par un segment de droite orienté 
(une flèche). 


Vecteur normal à une droite (p.274) 


Un vecteur normal à une droite A est un vecteur ñ perpen- 
diculaire à cette droite. 


Vecteur normal à un plan (p.366) 


Un vecteur normal à un plan x est un vecteur perpendicu- 
laire à ce plan. On le note généralement #% = [a b cl]. 


Vecteur nul (p.204) 


Le vecteur nul, noté 0, est un vecteur dont la norme vaut 0. 
C’est le seul vecteur dont la direction est indéterminée. 


Vecteur opposé (p.214) 

L'opposé d’un vecteur ti, noté —ü, est le vecteur qui, addi- 
tionné à ü, donne le vecteur nul. C'est le vecteur de même 
norme que à, mais de direction contraire. 


Vecteur position (p.226) 
Le vecteur position, ou rayon vecteur, d'un point X est le 
vecteur OX issu de l'origine et dont l'extrémité est le point X. 


Vecteur résultant (p.208) 


Le vecteur résultant (ou la résultante) de deux vecteurs ÿ et 
y est la somme de ces deux vecteurs, soit 4 + Y. 


Vecteurs coplanaires (p.306) 


Des vecteurs sont dits coplanaires s'ils appartiennent au 
même plan lorsqu'ils sont issus d’une même origine. 


Vecteurs linéairement dépendants (p.218 et 306) 

Des vecteurs wi, U3,...,u,; sont dits linéairement dépen- 
dants si et seulement s’il existe une combinaison linéaire de 
ces vecteurs égale au vecteur nul et dans laquelle au moins 
un des coefficients est différent de 0, c’est-à-dire s’il existe 
une combinaison linéaire égale au vecteur nul et différente 
de celle où tous les coefficients sont nuls. Ainsi des vecteurs 
qui ne sont pas linéairement indépendants sont linéai- 
rement dépendants et vice versa. 


Vecteurs linéairement indépendants (p.217 et 306) 
Des vecteurs w, u,, .., u, sont dits linéairement indépen- 
dants si et seulement si La seule combinaison linéaire de ces 
vecteurs qui est égale au vecteur nul est celle où tous les 
coefficients (les scalaires) sont nuls. De manière plus 
formelle, n vecteurs w,u,...,u, sont dits linéairement 
indépendants si et seulement si 


QU + ŒUuz ++ Gun = Ù 
> 4 = 0,4 =0,...,4, = 0 


Vecteurs orthogonaux (p.221 et 321) 


Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur pro- 
duit scalaire est 0. Dans le plan ou l’espace, des vecteurs 
orthogonaux non nuls sont perpendiculaires. 


Vecteur unitaire (p.215) 


Un vecteur unitaire est un vecteur dont la norme (la longueur) 
_—.— D L'': 
vaut 1. En particulier, si ü Æ 0, alors TE est un vecteur 
ü 
unitaire. 
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Introduction à l'algèbre linéaire 
et à ses applications - 5° ÉDITION 


Un manuel dont la popularité ne se dément pas au fil des éditions! 

La cinquième édition d'/ntroduction à l'algèbre linéaire et à ses applications 
s'appuie sur les caractéristiques pédagogiques qui ont fait le succès des 
éditions précédentes : présentation d'objectifs d'apprentissage, exposé 
théorique clair, questions éclair, exercices nombreux et variés, résumés 
de fin de chapitre, réseaux de concepts, rubriques historiques et lexicogra- 
phiques, glossaire, aide-mémoire, etc. Chaque concept est situé dans son 
cadre historique et chacun des thèmes abordés s'inscrit dans un contexte 
pratique, l'accent étant mis sur le sens à donner aux calculs effectués et 
sur les stratégies de résolution de problèmes. Cette approche permet de 
rendre stimulant et durable l'apprentissage de l'algèbre linéaire. 


De plus, les éléments de contenus de cette cinquième édition ont été 
élaborés dans le respect des devis ministériels des nouveaux programmes 
en sciences humaines et en sciences de la nature. Une attention particu- 
lière a été prêtée afin de présenter des situations issues de contextes tirés 
des deux domaines d'études. 


Introduction à l'algèbre linéaire et à ses applications offre une approche 
pédagogique qui facilitera le travail des enseignants et des enseignantes 
tout en favorisant la réussite des étudiants et des étudiantes. 


